Hessova matice kvadratické formy

Priklad : Urcete Hessovu matici kvadratické formy
Q(x1, X2, X3) = 3X2 + 6x1X3 + X2 — 4XoX3 + 8X3.
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Hessova matice kvadratické formy

Priklad : Urcete Hessovu matici kvadratické formy
Q(x1, X2, X3) = 3X2 + 6x1X3 + X2 — 4XoX3 + 8X3.

Reseni: Spodteme parcialni derivace funkce Q(xi, X2, X3):
Q=6 Q,=0 Q=6
6=0 Q-2 Q- -4

=6 Qp=—4 Q=16

Jiz dfive jsme zavedli maticovy zapis Q(x) = x’Ax, kde x = (X1, X2, X3)' @

3 0 3
A=|10 1 -2
3 -2 8

Nyni vidime, ze H(x1, X2, X3) = 2A.



Totalni diferencial

Necht z = f(x, y) je funkce definovana v daném §-okoli Us([a, b]) bodu [a, b],
ktera ma v bodeé [a, b] spojité parcialni derivace f;, f,. Potom funkci of

v proménnych dx, dy, danou vztahem

dfap(dx, dy) = fi(a, b)dx + fy(a, b)dy

nazyvame totalnim diferencialem funkce f(x, y) v bodé |a, b].
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Totalni diferencial

Necht z = f(x, y) je funkce definovana v daném §-okoli Us([a, b]) bodu [a, b],
ktera ma v bodeé [a, b] spojité parcialni derivace f;, f,. Potom funkci of

v proménnych dx, dy, danou vztahem

dfap(dx, dy) = fi(a, b)dx + fy(a, b)dy

nazyvame totalnim diferencialem funkce f(x, y) v bodé |a, b].

Pfiklad : Napidte diferencial funkce z = x3y* v bodé [2, 3].

Reseni: Funkce z = x3y* ma spojité parcialni derivace f.(x, y) = 3x2y* a
f,(x,y) = 4x3y® v kazdém bodé [x, y], tedy i v bodé [2, 3]. Dostavame pak

dz = (3x2y*)p,50X + (4x3y3)2.5.dY,
dz =972 dx + 864 dy.



Totalni diferencial

Pro totalni diferencial plati nasledujici véta.

Véta : Ma-li funkce f(x, y) v bodé [a, b] spojité parciélni derivace prvniho
fadu, potom existuji 6 > 0 a funkce n(h, k) tak, ze pro vSechna h, k spliujici
[a+ h,b+ K] € Us([a, b]) plati:
fla+ h, b+ k) —f(a,b) = fy(a, b)h + f,(a, b)k +n(h, k) azaroven

n(hk)
[hK—[0,0] IAIHTKL =



Totalni diferencial

Pro totalni diferencial plati nasledujici véta.

Véta : Ma-li funkce f(x, y) v bodé [a, b] spojité parciélni derivace prvniho
fadu, potom existuji 6 > 0 a funkce n(h, k) tak, ze pro vSechna h, k spliujici
[a+ h,b+ K] € Us([a, b]) plati:

fla+ h, b+ k) —f(a,b) = fy(a, b)h + f,(a, b)k +n(h, k) azaroven

nhk) _ o
[h,k]—[0,0] IPI+IKI

Vyznam véty:

f(a+ dx, b+ dy) — f(a, b) je prirtstek funkce pfi pfechodu z bodu [a, b] do
bodu [a + dx, b + dy]. Pfedchozi vztah Ize tedy zapsat takto

Af =f(a+ dx,b+ dy) — f(a, b) = dfyp(dx, dy) + n(dx, dy).

Jestlize nahradime pfirGstek Af prirdstkem na te¢né roviné df, dopustime se
chyby n(dx, dy), tato chyba se blizi k nule, blizime-li se k bodu [a, b].



Totalni diferencial n proménnych

Analogicky Ize zavést diferencial funkce n-proménnych.

Definice : Jestlize funkce z = f(X), X = [x1,...,Xn], n € Nma v oblasti Q
spojité parcialni derivace 1. fadu, pak

dix(dxy, ..., dxp) = f (X)dxy + - + £ (X)dxp

nazyvame totalnim diferencialem funkce z = f(X) v bodé
X =[xq,..., X5 € Q.



Totalni diferencial n proménnych

Analogicky Ize zavést diferencial funkce n-proménnych.

Definice : Jestlize funkce z = f(X), X = [x1,...,Xn], n € Nma v oblasti Q
spojité parcialni derivace 1. fadu, pak

dix(dxy, ..., dxp) = f (X)dxy + - + £ (X)dxp

nazyvame totalnim diferencialem funkce z = f(X) v bodé

X =[xq,..., X5 € Q.

Analogicky pfipadu n = 2 Ize formulovat vétu, ze které vyplyva, Zze pokud ma
funkce f(X), X = [x1,..., Xn] v bodé X° = [x?, ..., x0] spojité parcialni
derivace 1. fadu, pak

f(x + dxy, ..., X0+ dxn) — F(XP,...,x9) = f, (Xo)axy + - - - + £ (Xo)dXp.
Totalni diferencial vyjadfuje priristek na tecné nadroviné, pfejdeme-li z bodu
X0 =[x?,...,x8] do bodu X = [x? + dxi,..., X3 + dxn).



Taylortv polynom

Formulujeme pouze pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) majici v jistém
okoli Us([a, b]) bodu [a, b] spojité vSechny parciélni derivace az do fadu 3
véetné. Oznaéme T,(x, y) nésledujici polynom v proménnych x, y:

To(x.y) = f(a, b) + {; (fi(a, b)(x — a) + f;(a, b)(y — b)) +
+31 (f(a b)(x — a)® + 2f;(a, b)(x — a)(y — b) + f;,(a, b)(y — b)?) .
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Podivame-li se blize na polynom T»(x, y), vidime, ze tento polynom ma
v bodé [a, b] stejnou funkeni hodnotu jako funkce f(x, y) a vSechny
odpovidajici si parcialni derivace funkci f(x, y) a T>(x, y) az do fadu 2 se
v bodé [a, b] sobé rovnaji. Polynom Ty(x, y) nazyvame Taylorovym
polynomem fadu 2 ptislusnym k funkci f(x, y) v bodé [a, b].



Taylortv polynom

Formulujeme pouze pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) majici v jistém
okoli Us([a, b]) bodu [a, b] spojité vSechny parciélni derivace az do fadu 3
véetné. Oznaéme T,(x, y) nésledujici polynom v proménnych x, y:

To(x,y) = f(a, b) + % (fi(a,b)(x — a) + fy(a, b)(y — b)) +
+21 (fa(@, b)(x — a)* + 2f (a,b)(x — a)(y — b) + f,(a, b)(y — b)?).

Podivame-li se blize na polynom T»(x, y), vidime, ze tento polynom ma
v bodé [a, b] stejnou funkeni hodnotu jako funkce f(x, y) a vSechny
odpovidajici si parcialni derivace funkci f(x, y) a T>(x, y) az do fadu 2 se
v bodé [a, b] sobé rovnaji. Polynom Ty(x, y) nazyvame Taylorovym
polynomem fadu 2 ptislusnym k funkci f(x, y) v bodé [a, b].

Poznamka : Misto vyraz( (x — a), (y — b) Ize také psat dx, dy.



Taylortv polynom - priklad

Priklad : Urcete Ty(x,y) v bodé [0, 0] pro kvadratickou formu
Q(x,y) = x® + 5xy + 3y?
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Taylortv polynom - priklad

Priklad : Urcete Ty(x,y) v bodé [0, 0] pro kvadratickou formu
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Reseni: Funkéni hodnota formy v zadaném bodé Q(0,0) = 0,
Pro gradient mame VQ(x, y) = (2x +5y,5x + 6y) T, takze
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a pro Hessovu matici plati H(0,0) = ( g g >
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Taylortv polynom - priklad

Priklad : Urcete Ty(x,y) v bodé [0, 0] pro kvadratickou formu
Q(x,y) = x® + 5xy + 3y?

Reseni: Funkéni hodnota formy v zadaném bodé Q(0,0) = 0,
Pro gradient mame VQ(x, y) = (2x +5y,5x + 6y) T, takze
vQ(0,0) = (0,0) ",

2 5

a pro Hessovu matici plati H(0,0) = ( 5 6
Dostaneme tedy T»(0,0) = £(0,0) + 7; (0(x — 0) + 0(y — 0)) +
2 (2(x —0)2+2-5(x — 0)(y — 0) + 6(y — 0)?) = x2 + 5xy + 3y

Véta : Pro kvadratickou formu Q(x, y) plati Ta(x,y) = Q(x, y).



Taylorav polynom - pouziti

Priklad : Pomoci Taylorova polynomu funkce f(x,y) = x¥ ve vhodném bodé
odhadnéte 0,9"1.



Taylorav polynom - pouziti

Priklad : Pomoci Taylorova polynomu funkce f(x,y) = x¥ ve vhodném bodé
odhadnéte 0,9"1.
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Taylorav polynom - pouziti

Priklad : Pomoci Taylorova polynomu funkce f(x,y) = x¥ ve vhodném bodé
odhadnéte 0,9"1.

Reseni: Spodéteme parcialni derivace funkce f(x,y):

R(x,y)=y x!
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Hodnoty téchto derivaci ve vhodném bodé [1, 1] jsou

f(1,1) =1, f,(1,1) =0, f5(1,1) =0, f,(1,1) =1, f,(1,1) = 0, takze
To(x.y) =1+ 1 (x = 1) + 1+ Z(x = 1)(y = 1)



Taylorav polynom - pouziti

Priklad : Pomoci Taylorova polynomu funkce f(x,y) = x¥ ve vhodném bodé
odhadnéte 0,9"1.

Reseni: Spoéteme parcialni derivace funkce f(x,y):

R(x,y)=y x!

F(x.y) = x¥ - In(x)

fa(X.y)=y-(y—1) - x2

(X, y) =y X" In(x) +x'~"

(X, y) =x"- In?(x)

Hodnoty téchto derivaci ve vhodném bodé [1, 1] jsou

f(1,1) =1, f,(1,1) =0, f5(1,1) =0, f,(1,1) =1, f,(1,1) = 0, takze
To(x.y) =1+ 1 (x = 1) + 1+ Z(x = 1)(y = 1)

Aplikujeme tento vztah pro odhad 0,9"! pomoci T»(0,9;1,1):
0,9~ T2(0,9;1,1) =1+ (0,9~ 1)+ 1+ £(0,9~ 1)(1,1 ~1) = 0,89.



Konvexni mnozina

Konvexita hraje v matematice pro ekonomy vyznamnou roli. Mnozinu M C R”
nazveme konvexni, jestlize pro kazdé dva jeji body A, B jsou v§echny body
Usecky AB také prvky mnoziny M. Tuto vlastnost mGzeme analyticky vyjadfit
symbolickym zapisem:

ABeM=VAe(0,1): \A+(1 -N)BeM



Konvexni mnozina

Konvexita hraje v matematice pro ekonomy vyznamnou roli. Mnozinu M C R”
nazveme konvexni, jestlize pro kazdé dva jeji body A, B jsou v§echny body
Usecky AB také prvky mnoziny M. Tuto vlastnost mGzeme analyticky vyjadfit
symbolickym zapisem:

ABeM=VAe(0,1): \A+(1 -N)BeM

(vyrazu na pravé strané se fika konvexni kombinace A, B) Na obrazku je
znazorneén priklad konvexni a nekonvexni mnoziny.

Poznamka : Prazdna a jednobodova mnozina jsou trivialné konvexni. Prinik
dvou konvexnich mnozin je opét konvexni mnozinou (toto tvrzeni Ize rozsifit
pro prunik vice konvexnich mnozin). Plati totéz i pro sjednoceni?



Konvexni a konkavni funkce

Funkci f definovanou na konvexni mnoziné M C R"” nazveme konvexni na M,
jestlize pro kazdé dva body A, B € M plati:
YA€ (0,1): f(AMA+ (1 = A)B) < Af(A)+ (1 — N)f(B).
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bodu grafu lezi nad grafem.”
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konkavni, resp. ryze konkavni funkce.



Konvexni a konkavni funkce

Funkci f definovanou na konvexni mnoziné M C R"” nazveme konvexni na M,
jestlize pro kazdé dva body A, B € M plati:

YA€ (0,1): f(AMA+ (1 = A)B) < Af(A)+ (1 — N)f(B).

Pokud je pro vSechna A £ B a A € (0, 1) tato nerovnost ostra, je funkce f na
mnoziné M ryze konvexni. Geometricky vyznam: "Spojnice kazdych dvou
bod grafu lezi nad grafem."Pro opacné nerovnosti dostaneme definici
konkavni, resp. ryze konkavni funkce.

Na obrazku je znazornén priklad funkce f(x, y) = x? + y?, ktera je ryze
konvexni v R2.
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Konvexni a konkavni funkce

Funkci f definovanou na konvexni mnoziné M C R"” nazveme konvexni na M,
jestlize pro kazdé dva body A, B € M plati:

YA€ (0,1): f(AMA+ (1 = A)B) < Af(A)+ (1 — N)f(B).

Pokud je pro vSechna A £ B a A € (0, 1) tato nerovnost ostra, je funkce f na
mnoziné M ryze konvexni. Geometricky vyznam: "Spojnice kazdych dvou
bod grafu lezi nad grafem."Pro opacné nerovnosti dostaneme definici
konkavni, resp. ryze konkavni funkce.

Na obrazku je znazornén priklad funkce f(x, y) = y?, ktera je (neryze)
konvexni v R?.




Konvexni a konkavni funkce

Ptiklady konvexnich funkci v R”:
@ Pro libovolny vektor ¢ € R” je linearni funkce f(x) =c' -x konvexni na
R” (neni ale ryze konvexni). SouCasné je tato funkce i konkavni (neni ale
ryze konkavni).

@ Euklidovska metrika ||x|| = />_7_; x? je konvexni na R".



Konvexni a konkavni funkce

Ptiklady konvexnich funkci v R”:
@ Pro libovolny vektor ¢ € R” je linearni funkce f(x) =c' -x konvexni na

R” (neni ale ryze konvexni). SouCasné je tato funkce i konkavni (neni ale
ryze konkavni).

@ Euklidovska metrika ||x|| = />_7_; x? je konvexni na R".

Pro konvexni funkce plati fada tvrzeni:

@ Jsou-li f(x) a g(x) konvexni funkce, pak jejich soucet f(x) + g(x) je téz
konvexni (totéz plati i pro soucin f(x) - g(x) v pfipadé nezapornosti
funkci).

@ Funkce f(x) je (ryze) konvexni funkce < —f(x) je (ryze) konkavni.

@ Pro konvexni funkci f(x) na R" a libovolnou konstantu ¢ plati: Mnozina
X ={xeR": f(x) < c} je konvexni. V8echny funkce splfujici zadanou
podminku pro V¢ € R se souhrné nazyvaji kvazikonvexni. Kvazikonvexita
je tedy slabsi pojem nez konvexita. Tento pojem se v ekonomii hodné
pouziva, nebot ekonomové nékdy vyjadfuji uzitek pomoci preferenci a ne
pomoci presné specifikované méfitelné uzitkové funkce (ordinalita vs
kardinalita).



Hessova matice konvexnich a konkavnich funkci

Funkci f nazveme konvexni v bodé t, jestlize existuje okoli tohoto bodu, na
kterém je konvexni. U funkce jedné proménné Ize konvexitu rozpoznat podle
znaménka druhé derivace.



Hessova matice konvexnich a konkavnich funkci

Funkci f nazveme konvexni v bodé t, jestlize existuje okoli tohoto bodu, na
kterém je konvexni. U funkce jedné proménné Ize konvexitu rozpoznat podle
znaménka druhé derivace. Zobecnénim této Uvahy pro funkci vice
proménnych dostaneme tvrzeni: Dvakrat diferencovatelna funkce f je
konvexni v bodé t pravé kdyz pro kazdy smér s plati: f/(t) > 0 (pfi platnosti
ostré nerovnosti dostaneme ryzi konvexitu).
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Funkci f nazveme konvexni v bodé t, jestlize existuje okoli tohoto bodu, na
kterém je konvexni. U funkce jedné proménné Ize konvexitu rozpoznat podle
znaménka druhé derivace. Zobecnénim této Uvahy pro funkci vice
proménnych dostaneme tvrzeni: Dvakrat diferencovatelna funkce f je
konvexni v bodé t pravé kdyz pro kazdy smér s plati: f/(t) > 0 (pfi platnosti
ostré nerovnosti dostaneme ryzi konvexitu). Tedy Hessova matice H(t) musi
mit nasledujici vlastnost:

Vs eR": f/(t)=s-H(t)-s" >0

Jiz vime, Ze takové matice se nazyvaji pozitivné semidefinitni (pro ryzi
konvexitu pak musi Hessova matice byt pozitivné definitni a pro konkavitu
jsou nerovnosti opacné, tj. Hessova matice negativné (semi)definitni ).



Hessova matice konvexnich a konkavnich funkci

Funkci f nazveme konvexni v bodé t, jestlize existuje okoli tohoto bodu, na
kterém je konvexni. U funkce jedné proménné Ize konvexitu rozpoznat podle
znaménka druhé derivace. Zobecnénim této Uvahy pro funkci vice
proménnych dostaneme tvrzeni: Dvakrat diferencovatelna funkce f je
konvexni v bodé t pravé kdyz pro kazdy smér s plati: f/(t) > 0 (pfi platnosti
ostré nerovnosti dostaneme ryzi konvexitu). Tedy Hessova matice H(t) musi
mit nasledujici vlastnost:

Vs eR": f/(t)=s-H(t)-s" >0

Jiz vime, Ze takové matice se nazyvaji pozitivné semidefinitni (pro ryzi
konvexitu pak musi Hessova matice byt pozitivné definitni a pro konkavitu
jsou nerovnosti opacné, tj. Hessova matice negativné (semi)definitni ).
Priklad : Je funkce f(x, y,z) = x? + z - y2 konvexni nebo konkavni v bodé
[1,1,1]?



Hessova matice konvexnich a konkavnich funkci

Funkci f nazveme konvexni v bodé t, jestlize existuje okoli tohoto bodu, na
kterém je konvexni. U funkce jedné proménné Ize konvexitu rozpoznat podle
znaménka druhé derivace. Zobecnénim této Uvahy pro funkci vice
proménnych dostaneme tvrzeni: Dvakrat diferencovatelna funkce f je
konvexni v bodé t pravé kdyz pro kazdy smér s plati: f/(t) > 0 (pfi platnosti
ostré nerovnosti dostaneme ryzi konvexitu). Tedy Hessova matice H(t) musi
mit nasledujici vlastnost:

Vs eR": f/(t)=s-H(t)-s" >0

Jiz vime, Ze takové matice se nazyvaji pozitivné semidefinitni (pro ryzi
konvexitu pak musi Hessova matice byt pozitivné definitni a pro konkavitu
jsou nerovnosti opacné, tj. Hessova matice negativné (semi)definitni ).

Priklad : Je funkce f(x, y,z) = x? + z - y2 konvexni nebo konkavni v bodé
[1,1,1]?

Reseni: Spoéitame Hessovu matici:



Hessova matice konvexnich a konkavnich funkci

Funkci f nazveme konvexni v bodé t, jestlize existuje okoli tohoto bodu, na
kterém je konvexni. U funkce jedné proménné Ize konvexitu rozpoznat podle
znaménka druhé derivace. Zobecnénim této Uvahy pro funkci vice
proménnych dostaneme tvrzeni: Dvakrat diferencovatelna funkce f je
konvexni v bodé t pravé kdyz pro kazdy smér s plati: f/(t) > 0 (pfi platnosti
ostré nerovnosti dostaneme ryzi konvexitu). Tedy Hessova matice H(t) musi
mit nasledujici vlastnost:
Vs eR": f/(t)=s-H(t)-s" >0
Jiz vime, Ze takové matice se nazyvaji pozitivné semidefinitni (pro ryzi
konvexitu pak musi Hessova matice byt pozitivné definitni a pro konkavitu
jsou nerovnosti opacné, tj. Hessova matice negativné (semi)definitni ).
Priklad : Je funkce f(x, y,z) = x? + z - y2 konvexni nebo konkavni v bodé
[1,1,1]?
2 00
Reseni: Spoditame Hessovu matici: H(1,1,1)=[ 0 2 2 ) , hapriklad
0 2 0
pro vektor s = (—1,—1,2) platis - H(1,1,1)-s" = —4 < 0, ale pro vektor
s=(1,1,1)platis-H(1,1,1)-sT =8 > 0 Funkce neni v bodé [1,1, 1] ani
konvexni ani konkavni.



Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f : R” — R ma v bodé a € Df :

@ lokalni maximum, kdyz existuje jeho §-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) < f(a)

@ lokalni minimum, kdyZz existuje jeho J-okoli Us(a) C Df takové, ze
vx € Us(a) plati f(x) > f(a)



Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f: R" — R ma v bodé a € Df :
@ lokalni maximum, kdyz existuje jeho §-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) < f(a)

@ lokalni minimum, kdyZz existuje jeho J-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) > f(a)

Poznamka: jsou-li nerovnosti spinény na ryzim okoli Us(a) \ {a} ostfe, pak
extrémy nazyvame ostré.

Poznamka: Funkce f mize mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich
bodech (tedy bodech s nulovym gradientem), nebo v bodech, v nichz
neexistuje aspon jedna parcialni derivace prvniho fadu.



Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f : R” — R ma v bodé a € Df :
@ lokalni maximum, kdyz existuje jeho §-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) < f(a)
@ lokalni minimum, kdyz existuje jeho §-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) > f(a)
Poznamka: jsou-li nerovnosti spinény na ryzim okoli Us(a) \ {a} ostfe, pak
extrémy nazyvame ostré.
Poznamka: Funkce f mUze mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich
bodech (tedy bodech s nulovym gradientem), nebo v bodech, v nichz
neexistuje aspon jedna parcialni derivace prvniho fadu.
Priklad: Funkce f(x, y) = v/x2 + y2 m& minimum v bodé [0, 0], kde neexistuji
parcialni derivace.




Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f : R” — R ma v bodé a € Df :
@ lokalni maximum, kdyz existuje jeho §-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) < f(a)
@ lokalni minimum, kdyz existuje jeho §-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) > f(a)
Poznamka: jsou-li nerovnosti spinény na ryzim okoli Us(a) \ {a} ostfe, pak
extrémy nazyvame ostré.
Poznamka: Funkce f mize mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich
bodech (tedy bodech s nulovym gradientem), nebo v bodech, v nichz
neexistuje aspon jedna parcialni derivace prvniho fadu.
PFiklad: Funkce f(x, y) = x2 + y? ma minimum ve stacionarnim bodé [0, 0].




Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f : R” — R ma v bodé a € Df :
@ lokalni maximum, kdyz existuje jeho §-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) < f(a)
@ lokalni minimum, kdyz existuje jeho §-okoli Us(a) C Df takové, ze
Vx € Us(a) plati f(x) > f(a)
Poznamka: jsou-li nerovnosti spinény na ryzim okoli Us(a) \ {a} ostfe, pak
extrémy nazyvame ostré.
Poznamka: Funkce f mUze mit lokalni extrémy pouze ve stacionarnich
bodech (tedy bodech s nulovym gradientem), nebo v bodech, v nichz
neexistuje aspon jedna parcialni derivace prvniho fadu.
PFiklad: Funkce f(x, y) = x? — y? ma stacionarni bod [0, 0], kde neni extrém,
jedna se o sedlovy bod.
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Lokalni extrémy

P¥i rozhodovani o tom, zda ve stacionarnim bodé nastava lokalni extrém, se
fidime pomoci Hessovy matice. Zfejmé je-li ve svém stacionarnim bodé
funkce f ryze konvexni, tj. ma-li zde pozitivné definitni Hessovu matici, pak
zde nabyva svého lokalniho minima (analogicky maximum a konkavita).
Pripomenme, Ze pozitivné definitni matici Ize rozpoznat podle toho, Ze ma
v8echny fidici hlavni minory. Podminky pro existenci extrému shrnuje



Lokalni extrémy

P¥i rozhodovani o tom, zda ve stacionarnim bodé nastava lokalni extrém, se
fidime pomoci Hessovy matice. Zfejmé je-li ve svém stacionarnim bodé
funkce f ryze konvexni, tj. ma-li zde pozitivné definitni Hessovu matici, pak
zde nabyva svého lokalniho minima (analogicky maximum a konkavita).
Pripomenme, Ze pozitivné definitni matici Ize rozpoznat podle toho, Ze ma
v8echny fidici hlavni minory. Podminky pro existenci extrému shrnuje
Sylvestrovo kritérium

Bud f:R" — R a a € Df jeji stacionarni bod. Oznaéme Dg(a), k=1,...,n

determinant submatice vytvorené z prvnich k fadkl a sloupct Hessovy
matice H(a). Pak

@ Jestlize Dy(a) >0, Dx(a) > 0,..., Dp(a) > 0, ma f v a lok. minimum.

@ Jestlize Di(a) <0, Dx(a) > 0,..., (—1)"Dp(a) > 0, ma f v a lok.
maximum.

@ Jestlize jsou vSechny minory D(a), k = 1,..., n nenulové a pfitom

neplati zadna z pfedchozich moznosti, pak v bodé a neni extrém.



Lokalni extrémy

P¥i rozhodovani o tom, zda ve stacionarnim bodé nastava lokalni extrém, se
fidime pomoci Hessovy matice. Zfejmé je-li ve svém stacionarnim bodé
funkce f ryze konvexni, tj. ma-li zde pozitivné definitni Hessovu matici, pak
zde nabyva svého lokalniho minima (analogicky maximum a konkavita).
Pripomenme, Ze pozitivné definitni matici Ize rozpoznat podle toho, Ze ma
v8echny fidici hlavni minory. Podminky pro existenci extrému shrnuje
Sylvestrovo kritérium

Bud f:R" — R a a € Df jeji stacionarni bod. Oznaéme Dg(a), k=1,...,n
determinant submatice vytvorené z prvnich k fadkd a sloupcli Hessovy
matice H(a). Pak

@ Jestlize Dy(a) > 0, Dx(a) >0,..., Dy(a) > 0, ma f v a lok. minimum.

Q Jestlize Dy(a) < 0, Dy(a) >0,..., (—1)"Dn(a) > 0, ma f v a lok.
maximum.

@ Jestlize jsou v8echny minory D(a), k = 1,..., nnenulové a pfitom

neplati zadna z pfedchozich moznosti, pak v bodé a neni extrém.
Priklad: Hessova matice funkce f(x, y) = x2 + y? ve stacionarnim bodé [0, 0]
je: H(0,0) = g g , jeji hlavni minory jsou Dy(0,0) = 2, D»(0,0) = 4,
tedy je pozitivné definitni a v bodé [0, 0] je minimum.



Lokalni extrémy

P¥i rozhodovani o tom, zda ve stacionarnim bodé nastava lokalni extrém, se
fidime pomoci Hessovy matice. Zfejmé je-li ve svém stacionarnim bodé
funkce f ryze konvexni, tj. ma-li zde pozitivné definitni Hessovu matici, pak
zde nabyva svého lokalniho minima (analogicky maximum a konkavita).
Pripomenme, Ze pozitivné definitni matici Ize rozpoznat podle toho, Ze ma
v8echny fidici hlavni minory. Podminky pro existenci extrému shrnuje
Sylvestrovo kritérium

Bud f:R" — R a a € Df jeji stacionarni bod. Oznaéme Dg(a), k=1,...,n
determinant submatice vytvorené z prvnich k fadkd a sloupcli Hessovy
matice H(a). Pak

@ Jestlize Dy(a) > 0, Dx(a) >0,..., Dy(a) > 0, ma f v a lok. minimum.

Q Jestlize Dy(a) < 0, Dy(a) >0,..., (—1)"Dn(a) > 0, ma f v a lok.
maximum.

@ Jestlize jsou v8echny minory D(a), k = 1,..., nnenulové a pfitom

neplati zadna z pfedchozich moznosti, pak v bodé a neni extrém.
PFiklad: Hessova matice funkce f(x, y) = x? — y? ve stacionarnim bodé [0, 0]
je: H(0,0) = g _02 , jeji hlavni minory jsou D(0,0) = 2, D»(0,0) = —4,
tedy je indefinitni a v bodé [0, 0] neni extrém.



Lokalni extrémy - priklad

Analytické feSeni ulohy hledani volnych extrém( funkce f v R” tedy spoCiva v
nalezeni stacionarnich bodu (resp. bodu, kde neexistuje gradient) a vySetfeni
definitnosti Hessovy matice v téchto bodech. Pfi hledani stacionarnich bod
feSime soustavu n rovnic 0 n neznamych.



Lokalni extrémy - priklad

Analytické feSeni ulohy hledani volnych extrém( funkce f v R” tedy spoCiva v
nalezeni stacionarnich bodu (resp. bodu, kde neexistuje gradient) a vySetfeni
definitnosti Hessovy matice v téchto bodech. Pfi hledani stacionarnich bod
feSime soustavu n rovnic 0 n neznamych.

Pfiklad : Naleznéte extrémy funkce f(x, y) = X2y + y°x — xy.



Lokalni extrémy - priklad

Analytické feSeni ulohy hledani volnych extrém( funkce f v R” tedy spoCiva v
nalezeni stacionarnich bodu (resp. bodu, kde neexistuje gradient) a vySetfeni
definitnosti Hessovy matice v téchto bodech. Pfi hledani stacionarnich bod
feSime soustavu n rovnic 0 n neznamych.

Pfiklad : Naleznéte extrémy funkce f(x, y) = X2y + y2x — xy.

Re&eni: Prvni derivace jsou f, = 2xy + y — y, f, = x? 4 2xy — x. Polozime-li
obé parcialni derivace sou€asné nule, ma soustava nasledujici feseni:
x=y=0,x=0,y=1, x=1,y=0; x=1/3,y = 1/3, coz dava Ctyfi
stacionarni body dané funkce.



Lokalni extrémy - priklad

Analytické feSeni ulohy hledani volnych extrém( funkce f v R” tedy spoCiva v
nalezeni stacionarnich bodu (resp. bodu, kde neexistuje gradient) a vySetfeni
definitnosti Hessovy matice v téchto bodech. Pfi hledani stacionarnich bod
feSime soustavu n rovnic 0 n neznamych.

Pfiklad : Naleznéte extrémy funkce f(x, y) = X2y + y2x — xy.

Re&eni: Prvni derivace jsou f, = 2xy + y — y, f, = x? 4 2xy — x. Polozime-li
obé parcialni derivace sou€asné nule, ma soustava nasledujici feseni:
x=y=0,x=0,y=1, x=1,y=0; x=1/3,y = 1/3, coz dava Ctyfi
stacionarni body dané funkce. Hodnoty Hessovy matice ve stacionarnich
bodech jsou postupné H(0,0) = ( 2 C: ) H(0,1) = ( ? g) )

H(1,0) = ( ? ; ) H(1/3,1/3) = ( ?g ;g ) Pouze posledni matice

je pozitivné definitni, funkce ma jen jedno lokalni minimum, a to v bodé
[1/3.1/3].



Globalni extremy

Rekneme, Ze funkce f dosahuje na mnoziné X v bodé a € X svého
@ globalniho maxima jestlize Vx € X plati f(x) < f(a)
@ globalniho minima jestlize vx € X plati f(x) > f(a)

Poznamka: Misto pojmu globalni téz pouzivame pojem absolutni. Opét
definujeme ostré extrémy, jestlize nerovnosti jsou ostré pro Vx # a.



Globalni extremy

Rekneme, Ze funkce f dosahuje na mnoziné X v bodé a € X svého
@ globalniho maxima jestlize vx € X plati f(x) < f(a)

@ globalniho minima jestlize vx € X plati f(x) > f(a)

Poznamka: Misto pojmu globalni téz pouzivame pojem absolutni. Opét
definujeme ostré extrémy, jestlize nerovnosti jsou ostré pro Vx # a.

Weierstrassova véta:

Je-li X C R” ohrani¢end, uzaviena mnozina a f : R" — R spojita funkce na X,
pak ma f na X globalni extrémy, a to bud' v bodech lokalnich extrémd nebo na
hranici mnoziny X.



Globalni extremy

Rekneme, Ze funkce f dosahuje na mnoziné X v bodé a € X svého
@ globalniho maxima jestlize vx € X plati f(x) < f(a)

@ globalniho minima jestlize vx € X plati f(x) > f(a)

Poznamka: Misto pojmu globalni téz pouzivame pojem absolutni. Opét
definujeme ostré extrémy, jestlize nerovnosti jsou ostré pro Vx # a.

Weierstrassova véta:

Je-li X € R" ohraniCend, uzaviena mnozina a f : R” — R spojita funkce na X,
pak ma f na X globalni extrémy, a to bud' v bodech lokalnich extrémd nebo na
hranici mnoziny X.

Poznamka: Neni-li mnozina X uzaviena nebo ohrani¢ena, pak globalni
extrémy nemusi existovat. Pokud extrémy existuji, jsou jejich hodnoty uréeny
jednoznacné. Funkce vSak mlze nabyvat téchto hodnot cbecné ve vice
bodech. Hranici mnoziny Ize vétSinou popsat pomoci rovnic. VySetfovani
hranice je tlohou s omezenim.



Globalni extrémy - priklad

Urcete globalni extrémy funkce f(x, y) = \/2x — x2 — 4y?



Globalni extrémy - priklad

Urcete globalni extrémy funkce f(x, y) = \/2x — x2 — 4y?

Reseni: Defini¢nim oborem funkce je mnozina bod vyhovujicich nerovnici
2x — x2 — 4y? > 0. Po doplInéni na &tverec dostaneme nerovnici
(x —1)2 +4y? < 1.
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Urcete globalni extrémy funkce f(x, y) = \/2x — x2 — 4y?

Reseni: Defini¢nim oborem funkce je mnozina bod vyhovujicich nerovnici
2x — x2 — 4y? > 0. Po doplInéni na &tverec dostaneme nerovnici

(x —1)2 +4y? < 1.

Jednd se tedy o0 mnozinu bodl ohrani¢enou elipsou o stfedu [1,0] a
poloosach rovnych 1 a 3.



Globalni extrémy - priklad

Urcete globalni extrémy funkce f(x, y) = \/2x — x2 — 4y?

Reseni: Defini¢nim oborem funkce je mnozina bod vyhovujicich nerovnici
2x — x2 — 4y? > 0. Po doplInéni na &tverec dostaneme nerovnici

(x —1)2 +4y? < 1.

Jednd se tedy o0 mnozinu bodl ohrani¢enou elipsou o stfedu [1,0] a
poloosach rovnych 1 a 3.

Pro dal$i postup stanovime podezrelé body. Nejprve vysetfime stacionarni
body jako feSeni soustavy
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fr=——L_ =0,

2\/2x—x2—4y?



Globalni extrémy - priklad

Urcete globalni extrémy funkce f(x, y) = \/2x — x2 — 4y?

Reseni: Defini¢nim oborem funkce je mnozina bod vyhovujicich nerovnici
2x — x2 — 4y? > 0. Po doplInéni na &tverec dostaneme nerovnici

(x —1)2 +4y? < 1.

Jednd se tedy o0 mnozinu bodl ohrani¢enou elipsou o stfedu [1,0] a
poloosach rovnych 1 a 3.

Pro dal$i postup stanovime podezrelé body. Nejprve vysetfime stacionarni

body jako feSeni soustavy
f)’( — 2—2x _

=0,
2/2x—x2—4y?

fr=——L_ =0,
2\/2x—x2—4y?

Nalezli jsme bod Py = [1,0]. DalSi skupinou podezielych bodu je hrani¢ni
elipsa, a to proto, Ze hranice je vZzdy podezrela a navic v jejich bodech
neexistuji parcialni derivace.



Globalni extrémy - priklad

Urcete globalni extrémy funkce f(x, y) = \/2x — x2 — 4y?

Reseni: Defini¢nim oborem funkce je mnozina bod vyhovujicich nerovnici
2x — x2 — 4y? > 0. Po doplInéni na &tverec dostaneme nerovnici

(x —1)2+4y2 <1,

Jednd se tedy o0 mnozinu bodl ohrani¢enou elipsou o stfedu [1,0] a
poloosach rovnych 1 a 3.

Pro dal$i postup stanovime podezrelé body. Nejprve vysetfime stacionarni

body jako feSeni soustavy
fl = 2—2x _

= =0,
2/2x—x2—4y?

fr=——L_ =0,
2\/2x—x2—4y?

Nalezli jsme bod Py = [1,0]. DalSi skupinou podezielych bodu je hrani¢ni
elipsa, a to proto, Ze hranice je vZzdy podezrela a navic v jejich bodech
neexistuji parcialni derivace.

Porovname funkéni hodnoty, f(Py) = v2-1—12 —4.02 = 1. Pro libovolny
bod P, na hrani¢ni elipse plati: f(Ps) = 0. Tedy funkce ma v bodé P; globalni
maximum a ve vSech bodech hranice nabyva globalniho minima.



Globalni extrémy - priklad

Urgete globalni extrémy funkce f(x, y) = (x — 1)2 + (y — 1)? na obdélIniku,
ktery je ur€en body A= [0;0]; B=[2;0]; C = [2;1]; D =[0; 1].



Globalni extrémy - priklad

Urgete globalni extrémy funkce f(x, y) = (x — 1)2 + (y — 1)? na obdélIniku,
ktery je ur€en body A = [0;0]; B=[2;0]; C = [2;1]; D =[0; 1].

Reseni: Nalezneme lokalni extrémy funkce f. Spoéteme parcialni derivace

fy =2x —2af), =2y — 1 analezneme stacionarni bod s = [1, 3]. Matice

druhych derivaci je rovna H(s) = < g g ) Hlavni minory této matice jsou

kladné a proto v bodé s nastava lokalni minimum funkce f.



Globalni extrémy - priklad

Urgete globalni extrémy funkce f(x, y) = (x — 1)2 + (y — 1)? na obdélIniku,
ktery je ur€en body A = [0;0]; B=[2;0]; C = [2;1]; D =[0; 1].

Reseni: Nalezneme lokalni extrémy funkce f. Spoéteme parcialni derivace
fy =2x —2af), =2y — 1 analezneme stacionarni bod s = [1, 3]. Matice
2 0
0 2
kladné a proto v bodé s nastava lokalni minimum funkce f.

Hranice zadané mnoziny je tvofena Ctyfmi UseCkami AB, BC, CD a DA. Je
tedy treba fesit ¢tyfi optimalizaéni Ulohy s funkci f a postupné s podminkami
Viiy=0,Vo:x=2,Vz3:y=1aV,:x=0.

druhych derivaci je rovna H(s) = < . Hlavni minory této matice jsou

Pozor! P¥i této formulaci je zapotrebi zvlast vySetfit body A, B, C, D, protoze
nehledame extrémy na celych hrani¢nich pfimkach, ale pouze na pfislusnych
UsecCkach.



Globalni extrémy - priklad

Ulohy optimalizace f za podminky V;, kde i = 1,2, 3, 4 pfevedeme na
ekvivalentni Ulohy nalezeni lokalnich extrém funkci F;, kde

Fi(x) = f(x,0) = (x = 1)2+ 1,
Fay) =f(2,y)=(y — 3)2+1,
Fs(x) = f(x,1) = (x — 1) + 1,
Fa(y)=f(0,y)=(y — 3)? +1



Globalni extrémy - priklad

Ulohy optimalizace f za podminky V;, kde i = 1,2, 3, 4 pfevedeme na
ekvivalentni Glohy nalezeni Iokalm’ch extrémd funkci F;, kde
Fi(x) = f(x,0) = (x — ) +4,
Fa(y)=f2,y)=(y — 3)° +
F3(x) = f(x,1) = (x — 1) + 1,
Faly)=f(0.y) = (y — 32 +1.
Snadno se zjisti, ze jednotlivé tlohy maji minimum v bodech postupné:
a=[1,0], b=2,1], c=[1,1]ad = [0, }]. Hodnoty funkce f ve véech
podezielych bodech shrneme v tabulce:
x [s|A/B|C|D|ja|bjc|d

fg [0z e [a[a[a[1[a]1
Je zfejmé, Ze nejmensi hodnoty dosahuje funkce v bodé s = [1, 1] a nejvétsi
v bodech A, B, C, D.




Optimalizace s omezenim - grafické reseni

Uvazujme Glohu optimalizace funkce f(x, y) = x® — 3x + y® — 3y na mnoziné
M vymezené nerovnostmi x > 0, y > 0,2x + 2y < 5. Problém si muzeme
znazornit graficky. Modfe je vyznacena pfipustna mnozina, vrstevnice jsou
odstupfovany od nejniz§i cervené po nejvyssi Zlutou.

Ziejmé ma funkce f na mnoziné M minimum v bodeé [1, 1] a maximum v
bodech [0;2,5] a [2,5; 0].



Optimalizacni uloha s omezenim ve formé rovnosti

UvaZzujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min,

na mnoziné M vymezené soustavou m rovnic gi(x) =0, i=1,...m.

Jsou - lifunkce fig;, i=1,..., mspojité diferencované a jsou - li gradienty
omezeni Vg; linearné nezavislé vektory (tj. Zzadné omezeni neni nadbytecné),
pak pro bod optima x* existuji jednoznacné hodnoty \q, ..., An, takové, Ze:
Vx*) + 7 Ai- Vgi(x*) = 0.

Cisla M1, ..., Am Se nazyvaji Lagrangeovy multiplikatory a umozuji
pfevedeni optimalizani Glohy na feSeni systému rovnic.



Optimalizacni uloha s omezenim ve formé rovnosti

UvaZzujme Ulohu na vazany extrém f(x) — min,

na mnoziné M vymezené soustavou m rovnic gi(x) =0, i=1,...m.

Jsou - lifunkce fig;, i=1,..., mspojité diferencované a jsou - li gradienty
omezeni Vg; linearné nezavislé vektory (tj. Zzadné omezeni neni nadbytecné),
pak pro bod optima x* existuji jednoznacné hodnoty \q, ..., An, takové, Ze:

VIx*) + 30 A - Vgi(x*) = 0.

Cisla M1, ..., Am Se nazyvaji Lagrangeovy multiplikatory a umozuji
pfevedeni optimalizani Glohy na feSeni systému rovnic. Jaky je formalni
postup? Vytvofi se tzv. Lagrangeova funkce

L(x, A) = f(x) + 3174 Ai - gi(x)

a sestavi se podminky pro jeji stacionarni body, tzv. podminky 1. fadu:
VxL(X,A) =0, V\L(x,\)=0

Jde o systém n + m rovnic pro n + m neznamych (poslednich m rovnic
vyjadfuje vlastné vazebni podminky). Jestlize ma tento systém feSeni (x*, \*)
a jsou-li fi M konvexni, pak je bod x* globalnim minimem funkce f na
mnoziné M.



Optimalizacni uloha s omezenim ve formé rovnosti

Ukazme si metodu Lagrangeovych multiplikatorti na nasledujici Gloze:
Najdéte patu kolmice spusténé z bodu [5, 1, 2] na rovinu 2x + 3y + z = 6.



Optimalizacni uloha s omezenim ve formé rovnosti

Ukazme si metodu Lagrangeovych multiplikatorti na nasledujici Gloze:
Najdéte patu kolmice spusténé z bodu [5, 1, 2] na rovinu 2x + 3y + z = 6.

Reseni: Hledame tedy bod [x, y, z] leZici v zadané roving, pro néjz je
vzdélenost od bodu [5, 1 2] minimalni. Misto minimalizace funkce

f(x,y,2) = /(x =52+ (y — 1)2 + (z — 2)2 mzeme pro zjednoduseni
vypoctu m|n|mal|zovat jejl druhou mocninu. Abychom mohli pouzit
Lagrangetv multiplikator, je tfeba rovnici omezeni anulovat:
2x+3y+z-6=0.
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Ukazme si metodu Lagrangeovych multiplikator(i na nasledujici Gloze:
Najdéte patu kolmice spusténé z bodu [5, 1, 2] na rovinu 2x + 3y + z = 6.

Reseni: Hledame tedy bod [x, y, z] leZici v zadané roving, pro néjz je
vzdélenost od bodu [5, 1 2] minimalni. Misto minimalizace funkce

f(x,y,2) = /(x =52+ (y — 1)2 + (z — 2)2 mzeme pro zjednoduseni
vypoctu m|n|mal|zovat jejl druhou mocninu. Abychom mohli pouzit
Lagrangetv multiplikator, je tfeba rovnici omezeni anulovat:
2x+3y+z-6=0.

Sestavme Lagrangeovu funkci Ulohy:

L(x,y,z,)) = (x =52+ (y —1)2 + (2 — 2)> + A\(2x + 3y + z — 6) a urteme
jeji parcialni derivace:

Ly(x,y,z,)\) =2(x 5) +2),

Ly(xayvz )‘) ( )+3/\
Lz(x,y,2,0) = 2(z — 2) + \,
Lya(x,y,z,\) =2x+3y +z—6.
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Ukazme si metodu Lagrangeovych multiplikator(i na nasledujici Gloze:
Najdéte patu kolmice spusténé z bodu [5, 1, 2] na rovinu 2x + 3y + z = 6.

Reseni: Hledame tedy bod [x, y, z] leZici v zadané roving, pro néjz je
vzdélenost od bodu [5, 1 2] minimélni. Misto minimalizace funkce

f(x,y,2) = /(x =52+ (y — 1)2 + (z — 2)2 mzeme pro zjednoduseni
vypoctu m|n|mal|zovat jejl druhou mocninu. Abychom mohli pouzit
Lagrangetv multiplikator, je tfeba rovnici omezeni anulovat:
2x+3y+z-6=0.

Sestavme Lagrangeovu funkci Ulohy:

L(x,y,2,\) = (x —=5)2+ (y —1)> + (2 — 2)> + A(2x + 3y + z — 6) a urteme
jeji parcialni derivace:

Ly(x,y,2,)) = 2(x — 5) + 2),

Ly(x,y,z,A\)=2(y — 1)+ 3,

L(x,y,z,\) =2(z—2)+ ),

Ly(x,y,z,\)=2x+3y +z—6.

PolozZime parcialni rovnice rovny nule a dostaneme lineérni systém, jehoz
vyfedenim ziskame bod optima [32, =12, 1]. ProtoZe minimalizovana funkce i
pripustna mnozina jsou konvexni, nalezli jsme bod minima.



