Diferenc¢ni rovnice - Gvod

Rada veli&in, které ekonomové zkoumaiji (napiiklad ptijmy, spotieba, Uspory,
atd.), jsou zaznamenavany v danych ¢asovych intervalech (napf. denni,
tydenni, Gtvrtletni ¢i roni zaznamy). Rovnice, které vyjadfuji vztah mezi
hodnotami veli€iny v rliznych ¢asovych okamzicich, se nazyvaji diferencni
rovnice. Jsou obdobou diferencialnich rovnic, rozdil je v chapani ¢asu jako
diskrétni (ne spoijité) veliCiny.
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X1 = f(t,Xt), t= 0, 1,2,. 60
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Definice : Oznatme t =0,1,2,... diskrétni Casové okamziky. (t = 0 se
obvykle nazyva pocate¢ni okamzik. Diferencni rovnici prvniho fadu rozumime
rovnici

X1 = f(t,Xt), t= 07 1,2,. 60

Vhodnéjs$im oznacenim by mélo byt spiSe rekurentni rovnice, protoze
pojmenovani diferenéni rovnice je odvozeno od pojmu diference

AX; = Xp 1 — X;. Nicméné snadnou Upravou Ize vySe uvedeny tvar rovnice
prevést na Ax; = f(t, x;) — x;, t=0,1,2,....



Regeni diferenéni rovnice

Jestlize je dana pocate¢ni hodnota xp, miizeme feseni diferenéni rovnice
ziskat postupnym dosazovanim:

X1 = f(O,Xo),
Xo = f(1 s f(O,Xo))
X3 = f(2,f(1,£(0, x0))), atd.

Takto se muzeme postupné dostat k libovolnému t.
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Takto se mizeme postupné dostat k libovolnému t.Regeni ziskané
postupnym dosazovanim obvykle nepopisuje dostate¢né chovani rovnice
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postup.

Nékdy je mozné odvodit pro x; jednoduchy predpis. Obecnym fesenim
rovnice nazveme funkci tvaru x; = g(t, A) , pokud je rovnice splnéna pro
jakoukoliv hodnotu konstanty A. Obvykle pro kazdou pocatecni hodnotu xp
existuje pravé jedno A, pro néz g(0,A) = xo.



Diferencni rovnice - priklad

Priklad : Najdéte feSeni diferencni rovnice x;,1 = a-x;, t=0,1,2,.... Pozn:
Takovato rovnice se hazyva homogenni, protoZe je-li x;* feSenim, pak je
feSenim i Ax; pro libovolnou konstantu A.
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Poznamka: Proa=1jea '+ a'2+...+a +a+ 1=t tedy dostaneme
feSeni x; = xp +t- b.




Rovnovaha a stabilita diferencni rovnice

Bude-li pocate¢ni podminka pfedchozi rovnice xp = ﬁ, dostaneme
Xp = ﬁ,vr. Dokonce nemusi jit jen o pocatecni stav, ale plati obecné, ze
pokud xs bude rovno této hodnoté v libovolném okamziku s, pak uz veliCina x;

zlistane na této konstantni Urovni pro vSechna t > s. Konstantu x* = (133)

nazyvame rovnovaznym stavem rovnice x;,1 = a- x; + b. (vzorec pro
rovnovazny bod Ize odvodit téZ z rovnice x* = ax* + b).
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Bude-li pocatecni podminka pfedchozi rovnice xp = ﬁ, dostaneme
Xp = ﬁ,vr. Dokonce nemusi jit jen o pocatecni stav, ale plati obecné, ze
pokud xs bude rovno této hodnoté v libovolném okamziku s, pak uz veliCina x;

zlistane na této konstantni Urovni pro vSechna t > s. Konstantu x* = (133)

nazyvame rovnovaznym stavem rovnice x;,1 = a- x; + b. (vzorec pro
rovnovazny bod Ize odvodit téZ z rovnice x* = ax* + b).

Véta : Pro a splfijici |a| < 1 plati & — 0, tedy x; — x* = (1Ea) pro t — co.

Rovnice je globalné asymptoticky stabilni.

Priklad : Vyjadrete feseni diferenéni rovnice x;.1 = % + 3, urCete jeji
rovnovazny bod a rozhodnéte, zda je stabilni

Reseni: Podle formule pouzité pro hodnoty koeficientti a = %7 b=3
dostaneme x* = —3 . = 6. Re$enim rovnice je x; = (%)t (x —6) +6.

(1-1/2) —
Rovnovaha je stabilni, protoze |a| = |§] < 1.



Rovnovaha a stabilita diferencni rovnice

Na nasledujicim obrazku jsou znazornény dva pfipady stability, a to
monotdénni konvergence k ekvilibriu (a) a tlumené oscilace (b) a dva pfipady
nestability (c,d)

a)x>x"=:2,0<a<l byx<x'=:2, -1<a<0
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Aplikace linearni diferencni rovnice

Pomoci diferencni rovnice Ize vysvétlit i tzv. pavucinovy model popisujici
dynamiku na trhu. Oznaéme p; cenu produktu a Sy a D; nabidku a poptavku
po produktu v obdobi t. Model pfedpoklada linearni tvar poptavkové a
nabidkové funkce, pficemz na strané nabidky existuje zpozdéni, tedy
D;=a— bp;, St = —a+ Bp;_1 pro dané koeficienty a, b, o, 3 > 0.
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ZjednoduSime pomoci novych parametr(: p; = A — Bp;_1

Reseni dostaneme ve tvaru p; = C(—B)! + 125



Aplikace linearni diferencni rovnice

Pomoci diferencni rovnice Ize vysvétlit i tzv. pavucinovy model popisujici
dynamiku na trhu. OznaCme p; cenu produkiu a Sy a D; nabidku a poptavku
po produktu v obdobi t. Model pfedpoklada linearni tvar poptavkové a
nabidkové funkce, pficemz na strané nabidky existuje zpozdéni, tedy
D;=a— bp;, St = —a+ Bp;_1 pro dané koeficienty a, b, o, 3 > 0.
Vyjadfeme podminku pro ekvmbrlum St = Dy, tj. a— bpy = —a + Bps_1
Osamostatnime p;: p; = 25¢ — —pt 1

ZjednoduSime pomoci novych parametrﬂ: pr=A— Bp;_q

Reseni dostaneme ve tvaru p; = C(—B)! + 125

Pro 0 < B= ﬁ < 1 pak p; konverguje k rovnovazné cené P* = 1+B = f,fg .

a) 2 5 <1 = cena konverguije k ekvilibriu P b)B > 1 = divergence

P




Linearni diferencni rovnice druhého radu

Diferencni rovnici druhého fadu mizeme zapsat jako X2 = f(t, Xz, X+1) . Pro

pevné hodnoty xp a xy Ize spocitat xo = (0, xo, x1), X3 = f(1, X1, X2), atd. Takto
muzeme jednoznacné urcit hodnotu x; pro kazdé t. Vidime, Ze Gloha ma
obecné nekonecné moho feseni, pokud nezadame konkrétni hodnoty pro

prvni dvé obdobi. Obecnym feSenim rozumime funkci tvaru x; = g(t, A, B),
pficemz volbou vhodnych hodnot A a B dostaneme libovolné feseni.
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Definice : Je-li funkce f linearnti, j. I1ze-li rovnice zapsat ve tvaru

Xtio + atXeoq + bixy = ¢, (kde by # 0), hovotime o linearni diferencialni
rovnici 2. fadu. Nahradime-li pravou stranu nulou, dostaneme pfidruzenou
homogenni rovnici X;io + aixz1 + bixy =0 .



Linearni diferencni rovnice druhého radu

Diferencni rovnici druhého fadu mizeme zapsat jako X2 = f(t, X¢, X¢+1) - Pro
pevné hodnoty xp a xy Ize spocitat xo = (0, xo, x1), X3 = f(1, X1, X2), atd. Takto
muzeme jednoznacné urcit hodnotu x; pro kazdé t. Vidime, Ze Gloha ma
obecné nekonecné moho feseni, pokud nezadame konkrétni hodnoty pro
prvni dvé obdobi. Obecnym feSenim rozumime funkci tvaru x; = g(t, A, B),

pficemz volbou vhodnych hodnot A a B dostaneme libovolné feseni.
Definice : Je-li funkce f linearnti, j. I1ze-li rovnice zapsat ve tvaru

Xtio + atXeoq + bixy = ¢, (kde by # 0), hovotime o linearni diferencialni
rovnici 2. fadu. Nahradime-li pravou stranu nulou, dostaneme pfidruzenou
homogenni rovnici Xi.o + aiXtiq1 + bixy =0 .

Véta : Obecnym feSenim homogenni linearni diferenéni rovnice 2. fadu je

x = Aul" + Bu® , kde u!”, u!® jsou dvé nezavisla feseni a A, B libovolné
konstanty. Obecnym feSenim nehomogenni linearni diferen¢ni rovnice 2. fadu
je Xt = Au§1) 4 Bu}z) + uf , kde Au}” + Bufz) je feSeni pfidruzené homogenni
Ulohy a u; je jakékoliv partikularni feSeni nehomogenni rovnice.



Linearni diferencni rovnice s konstantnimi koeficienty

Uvazujme linearni diferen¢ni rovnici x:1o + axir1 + bx; = 0, kde koeficienty
a, b nezavisi na ¢ase a b # 0. Na zakladé predchozi zkusenosti mizeme
odhadnout, Ze feSeni muzeme otekavat ve tvaru x; = mt, kdy x;.4 = m*1,
Xr2 = m'*2 takze rovnice je spinéna pokud m!(m? 4+ am+b) = 0. Pro m # 0
muZeme pravou i levou stranu vydélit vyrazem m'.



Linearni diferencni rovnice s konstantnimi koeficienty

Uvazujme linearni diferencni rovnici Xy 2 + axi.1 + bx; = 0, kde koeficienty
a, b nezavisi na ¢ase a b # 0. Na zakladé predchozi zkusenosti mizeme
odhadnout, Ze feSeni muzeme otekavat ve tvaru x; = mt, kdy x;.4 = m*1,
Xr2 = m'*2 takze rovnice je spinéna pokud m!(m? 4+ am+b) = 0. Pro m # 0
muZeme pravou i levou stranu vydélit vyrazem m'.

Dostaneme tzv. charakteristickou rovnici (m? + am+ b) = 0 (leva strana se

nazyva charakteristickym polynomem rovnice). Kofeny mizeme vyjadfrit jako

my 2 = —% (ai\/M) .



Linearni diferencni rovnice s konstantnimi koeficienty

Uvazujme linearni diferencni rovnici Xy 2 + axi.1 + bx; = 0, kde koeficienty
a, b nezavisi na ¢ase a b # 0. Na zakladé predchozi zkusenosti mizeme
odhadnout, Ze feSeni muzeme otekavat ve tvaru x; = mt, kdy x;.4 = m*1,
Xr2 = m'*2 takze rovnice je spinéna pokud m!(m? 4+ am+b) = 0. Pro m # 0
muZeme pravou i levou stranu vydélit vyrazem m'.

Dostaneme tzv. charakteristickou rovnici (m? + am+ b) = 0 (leva strana se
nazyva charakteristickym polynomem rovnice). Kofeny mizeme vyjadfrit jako

Mip=—5 (a +va? — ) .Shriime vysledky do pfehledné véty:
Véta : Obecné feseni diferenéni rovnice x¢ o + axi.1 + bx; = 0, (b # 0)

muzeme vyjadfit v zavislosti na feSeni charakteristické rovnice
@ Pro & — 4b > 0 (dva rizné realné kofeny) ve tvaru x; = Am} + Bm} ,

kde my2 = —3 (ai Va2 — 4b)
@ Pro &2 — 4b = 0 (jeden dvojity realny kofen) ve tvaru x; = (A + Bt)m,
kde m=—Ja
© Pro & — 4b < 0 (zadny redlny kofen) ve tvaru
x; = ri(Acos(6t) + Bsin(dt)) , kde r = v/b, cos(f) = — -2

2/b




Linearni diferencni rovnice s konstantnimi koeficienty,

priklad

Priklad : Najdéte obecné feseni diferenénich rovnic
Q X2 —5x41+6x,=0.
Q X2 — 6xp41 +9x = 0.
Q X2 — X1 + X =0.



Linearni diferencni rovnice s konstantnimi koeficienty,

priklad

Priklad : Najdéte obecné feseni diferencnich rovnic
Q X2 —5x41+6x,=0.
Q X2 — 6xp41 +9x = 0.
Q X2 — X1 + X =0.
Reseni:
@ Charakteristicka rovnice je m?> —5m+ 6 = 0, jeji kofeny jsou my =2 a
mo = 3, takZe obecné feseni je x; = A2! + B3L.
@ Charakteristicka rovnice je m?> —6m+9 = (m — 3)2 = 0, jejim kofenem je
m = 3, takZe obecné feseni je x; = (A + Bt)3!.
© Charakteristicka rovnice je m®> — m+ 1 = 0 jejiz diskriminant je zaporny,
takze spoéteme r = vVb =1, cosf = % a dostaneme obecné feseni
X = Acos 3t + Bsin 3t

Poznamka : V pfipadé zaporného diskriminantu fedeni osciluje. Cislu r se
fika faktor ristu. Je-li |r| < 1, pak rt — 0 pro t — oo a oscilace jsou tlumené.



Nehomogenni linearni diferencni rovnice s

konstantnimi koeficienty

Zobecnéme vysledky pro rovnici s nenulovou pravou stranou

Xiro + aX1 +bXe =€, (b, ¢ #0)

Jiz vime, Ze feSeni nehomogenni rovnice Ize vyjadrit jako

x = A + Bul® + u, kde Aul) + Bul® je feseni pridruzené homogenni
ulohy a uyf je jakékoliv partikularni feSeni nehomogenni rovnice. Postup, jak
nalézt prvni €len, byl popsén na pfedchozich slajdech, ted' zbyvé urcit u;.



Nehomogenni linearni diferencni rovnice s

konstantnimi koeficienty

Zobecnéme vysledky pro rovnici s nenulovou pravou stranou

Xtro + axi 1 + bxs =c, (b, ¢ #£0)

Jiz vime, Ze feSeni nehomogenni rovnice Ize vyjadrit jako

x = A + Bul® + u, kde Aul) + Bul® je feseni pridruzené homogenni
ulohy a uyf je jakékoliv partikularni feSeni nehomogenni rovnice. Postup, jak
nalézt prvni €len, byl popsén na pfedchozich slajdech, ted' zbyvé urcit u;.
Hledame konstantni feSeni x; = C. Potom také x;.1 = C, x;.2 = C, takze
dosazenim ziskame C + aC + bC = ¢. Odtud C = 72 , pokud
1+a+b#0.



Nehomogenni linearni diferencni rovnice s

konstantnimi koeficienty

Zobecnéme vysledky pro rovnici s nenulovou pravou stranou

Xtro + axi 1 + bxs =c, (b, ¢ #£0)

Jiz vime, Ze feSeni nehomogenni rovnice Ize vyjadrit jako

xe = Al + Buf® + uz, kde Aul" + Bu® je teseni pridruzené homogenni
ulohy a uyf je jakékoliv partikularni feSeni nehomogenni rovnice. Postup, jak
nalézt prvni €len, byl popsén na pfedchozich slajdech, ted' zbyvé urcit u;.
Hledame konstantni feSeni x; = C. Potom také x;.1 = C, x;.2 = C, takze
dosazenim ziskame C + aC + bC = ¢. Odtud C = 72 , pokud
1+a+b#0.

Priklad : Najdéte feSeni diferencni rovnice 3x;.2 — 2x; = 4.



Nehomogenni linearni diferencni rovnice s

konstantnimi koeficienty

Zobecnéme vysledky pro rovnici s nenulovou pravou stranou

Xtro + axi 1 + bxs =c, (b, ¢ #£0)

Jiz vime, Ze feSeni nehomogenni rovnice Ize vyjadrit jako

xe = Al + Buf® + uz, kde Aul" + Bu® je teseni pridruzené homogenni
ulohy a uyf je jakékoliv partikularni feSeni nehomogenni rovnice. Postup, jak
nalézt prvni Clen, byl popsén na pfedchozich slajdech, ted zbyva urcit u;.
Hledame konstantni feSeni x; = C. Potom také x;.1 = C, x;.2 = C, takze
dosazenim ziskame C + aC + bC = ¢. Odtud C = 72 , pokud
1+a+b#0.

Priklad : Najdéte feseni diferenCni rovnice 3xi2 — 2x; = 4.

Reseni: Nejprve vyjadiime feSeni homogenni rovnice pomoci kofenl
charakteristického polynomu 3m? — 2 = 0. Dostaneme my » = i\/g. K feseni

t t
zhomogenizované ulohy A\/g +B <— g) musime je$té pricist konstantni

ool

t t
feSenipro C = —2; = 4. Tedy celkem x; = A\ /2 +B( —/2 ] +4.
1-2 3 3



Stabilita linearni diferencni rovnice druhého radu

Pridame-li k rovnici pocate¢ni podminky, bude jeji feSeni jednoznacné urceno
konkrétnimi hodnotami konstant. Pokud je diferen¢ni rovnici popsana
dynamika ekonomickeé veliCiny, jisté je dobré védét, jak zména pocte€nich
podminek ovlivni feSeni. Bude mit i mala zména vliv na chovani veliCiny v
dlouhodobém horizontu, nebo bude jeji efekt slabnout pro t — oco? Proto nas
zajima otazka stability feSeni, odpovéd nam dava nasleduijici véta.
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dlouhodobém horizontu, nebo bude jeji efekt slabnout pro t — oco? Proto nas
zajima otazka stability feSeni, odpovéd nam dava nasleduijici véta.

Véta : Rovnice X2 + axi11 + bx; = ¢ je globalné asymptoticky stabilni,
jestlize kofeny charakteristické rovnice m? + am + b = 0 jsou v absolutni
hodnoté menSinez 1, |mio| <1.
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hodnoté menSinez 1, |mio| <1.

Poznamka : Podminka véty je splnéna pokud |a| <1+ bab < 1.
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podminek ovlivni feSeni. Bude mit i mala zména vliv na chovani veliCiny v
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Stabilita linearni diferencni rovnice druhého radu

Pridame-li k rovnici pocate¢ni podminky, bude jeji feSeni jednoznacné urceno
konkrétnimi hodnotami konstant. Pokud je diferen¢ni rovnici popsana
dynamika ekonomickeé veliCiny, jisté je dobré védét, jak zména pocte€nich
podminek ovlivni feSeni. Bude mit i mala zména vliv na chovani veliCiny v
dlouhodobém horizontu, nebo bude jeji efekt sldbnout pro { — co? Proto nés
zajima otazka stability feSeni, odpovéd nam dava nasleduijici véta.

Véta : Rovnice X2 + axi11 + bx; = ¢ je globalné asymptoticky stabilni,
jestlize kofeny charakteristické rovnice m? + am + b = 0 jsou v absolutni
hodnoté menSinez 1, |mio| <1.

Poznamka : Podminka véty je splnéna pokud |a| <1+ bab < 1.

Priklad : Rozhodnéte o stabilité diferen¢ni rovnice 3x;.» — 2x; = 4.
Reseni: Kofeny splfiuji podminku |my »| = \/g < 1, tedy rovnice je globalné
asymptoticky stabilni. Evidentné prvni dva ¢leny feSeni

t t
Xt = A\/g +B (— §> + 4 konverguji k nule pro t — oo, tedy x; — x* = 4.



Systémy diferencnich rovnic

Systém 2 diferencnich rovnic prvniho fadu mdzeme zapsat jako
Xt+1 = f1 (t7 Xt, }’t),

Y1 = f2(t7Xt7Yt)7 t= 03172a"'



Systémy diferencnich rovnic

Systém 2 diferencnich rovnic prvniho fadu mdzeme zapsat jako
Xt+1 = f1 (t7 Xt, }’t),
Y1 = f2(t7Xt7Yt)7 t= Oa 172a oo

Jsou-li znamy pocatecni hodnoty xo, ¥o, mizeme postupnym dosazovanim
ziskat x;, y; pro libovolné t. Obecnym feSenim systému rozumime funkce

Xt = g1(t, C1, C2), ¥t = go(t, C1, Co), kde vhodnou volbou konstant Cy, Cp
mUlzeme ziskat libovolné reseni.



Systémy diferencnich rovnic

Systém 2 diferencnich rovnic prvniho fadu mdzeme zapsat jako

Xt+1 = f1 (t7 Xt, }’t),

Y1 = f2(t7Xt7Yt)7 t= 07 172a s

Jsou-li znamy pocatecni hodnoty xo, ¥o, mizeme postupnym dosazovanim
ziskat x;, y; pro libovolné t. Obecnym feSenim systému rozumime funkce
Xt = 91(t, C1, Co), yr = go(t, Cy, Co), kde vhodnou volbou konstant Cy, Co
muzeme ziskat libovolné feseni.

Pfiklad : Najdéte feSeni systému X1 = 3X; + 31, Vi1 = 35Xt + 511,
t=0,1,2,....



Systémy diferencnich rovnic

Systém 2 diferencnich rovnic prvniho fadu mdzeme zapsat jako

X1 = fi(t, Xe, 1),

Yir1 = fg(t, Xt,yt), t= O, 1 ,2, -

Jsou-li znamy pocatecni hodnoty xo, ¥o, mizeme postupnym dosazovanim
ziskat x;, y; pro libovolné t. Obecnym feSenim systému rozumime funkce

Xt = g1(t, C1, C2), ¥t = go(t, C1, Co), kde vhodnou volbou konstant Cy, Cp
muzeme ziskat libovolné feseni.

Pfiklad : Najdéte feSeni systému X1 = 3X; + 31, Vi1 = 35Xt + 511,
t=0,1,2,....

Reseni: Z prvni rovnice vyjadiime y; = 3X;41 — 3Xt, coz miizeme dosadit do
druhé rovnice a ziskat tak y;1 = 2x;11 — 3. Posunutim ¢asu (nahradime ¢
Gasem ¢+ 1) v prvni rovnici pak Xi;2 = 3Xr41 + 3¥r+1, takZe substituci za y;. 1

dostaneme diferenéni rovnici druhého Fadu Xii» — X1 + gX = 0.



Systémy diferencnich rovnic

Systém 2 diferencnich rovnic prvniho fadu mdzeme zapsat jako

X1 = fi(t, Xe, 1),

Yir1 = fg(t, X[,yt), t= O7 1 ,2, -

Jsou-li znamy pocatecni hodnoty xo, ¥o, mizeme postupnym dosazovanim
ziskat x;, y; pro libovolné t. Obecnym feSenim systému rozumime funkce

Xt = g1(t, C1, C2), ¥t = go(t, C1, Co), kde vhodnou volbou konstant Cy, Cp
muzeme ziskat libovolné feseni.

Pfiklad : Najdéte feSeni systému X1 = 3X; + 31, Vi1 = 35Xt + 511,
t=0,1,2,.

Reseni: Z prvn| rovnice vyjadiime y; = 3x,+1 3Xt, coz miizeme dosadit do
druhé rovnice a ziskat tak y;1 = 2x;11 — 3. Posunutim ¢asu (nahradime ¢
¢asem t + 1) v prvni rovnici pak Xii» = X1 + %yt+1, takZe substituci za y; 1

dostaneme diferen¢ni rovnici druhého fadu x¢ .o — —x,+1 + Gxt 0. Regenim
charakteristické rovnice m? — 6m + g = 0 dostaneme koteny my =1, mp = g,
které davaji x; = A+ B (%)[ . Dodateéné dosadime do

V=3 — e =3A+3B (3"~ $A-§B(3) = 3A-B(})"



Maticovy zapis linearniho systému diferencnich rovnic

V pfipadeé linearniho systému
X1 = a11X; + @12t + by,
Yitr1 = @i Xt + axyr + b, t=0,1,2,...

mizeme oznatit A= | 211 412 ) p_ by , a systém prepsat jako
az1 a2 b,

(Xt+1aYt+1)T :A'(Xfayf)T+b7 t:0,172)""



Maticovy zapis linearniho systému diferencnich rovnic

V pfipadeé linearniho systému
X1 = a11X; + @12t + by,
Yitr1 = @i Xt + axyr + b, t=0,1,2,...

az1 a2
(Xt+1 , Vi1 )T =A. (Xt, yt)T +b, t=0,1,2,....0bdobné jako u
jednodimenzionalniho pfipadu muZeme z vychoziho (xo, yo) " dostat
postupnym dosazovanim (xy,y1)" = A- (X0, %) + b,
(X2, y2) T =A-(x1,y1)T + b= A% (x0,¥0)" +A- b+ b, atd. Pro obecny &as
pak mame (x,y;)" = Al (x0,%0) T + (I + A+ A2+ .. A1) . b.

muzeme oznadit A = ( an a2 ) b= ( g; > , a systém prepsat jako



Maticovy zapis linearniho systému diferencnich rovnic

V pfipadeé linearniho systému
X1 = a11X; + @12t + by,
Yitr1 = @i Xt + axyr + b, t=0,1,2,...

az1 a2

(X1, Yee1) T =A-(xe, 1) + b, t=0,1,2,....0bdobné jako u
jednodimenzionalniho pfipadu muZeme z vychoziho (xo, yo) " dostat
postupnym dosazovanim (xy,y1)" = A- (X0, %) + b,

(X2, y2) T =A-(x1,y1)T + b= A% (x0,¥0)" +A- b+ b, atd. Pro obecny &as
pak mame (x, )" = Al (xo,)0)" + (I + A+ A2 +.. A1) b.

Prava strana mlzZe byt jesté zjednodusena pomoci rovnosti

(I+A+ A2+ . A" (- A)=I- Al Pro pfipad, kdy je matice / — A
regularni, tj. |/ — A| # 0, mame tedy

(I+ A+ A2+ A7) = (I - A - (I - A)~". Celkové feeni pak Ize vyjadfit ve
tvaru (xi, )" = Al (xo0.%0) " + (1= A")-(I-A)"-b.

muzeme oznadit A = ( an a2 ) b= ( g; > , a systém prepsat jako



Stabilita linearniho systému diferenénich rovnic

Systém nazveme globalné asymptoticky stabilni, pokud prvni ¢ast freSeni

Al (X0, o) " odpovidajici zhomogenizovanému systému konverguje nezavisle
na pocate¢nich podminkach k nulové matici, tj. A’ — 0 pro t — co. Nutnou a
postacujici podminku pro tuto konvergenci vyjadfuje nasledujici véta:

Véta : Systém linearnich diferenénich rovnic (x;.1, 1) = A-(x, y) " +bje
globalné asymptoticky stabilni < vlastni &isla matice A jsou v absolutni
hodnoté mendinez 1, |2 < 1].
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postacujici podminku pro tuto konvergenci vyjadfuje nasledujici véta:

Véta : Systém linearnich diferenénich rovnic (x;.1, 1) = A-(x, y) " +bje
globalné asymptoticky stabilni < vlastni &isla matice A jsou v absolutni
hodnoté mendinez 1, |2 < 1].

Poznamka : V ¢asti vénované maticim jsme s vyuzitim diagonalizace matice
pomoci vlastnich isel vyjadfili jeji mocninu jako A = P- D'. P~' kde

D = diag(\1, A2) a tudiz D' = diag(A\!, \}). Prvky této matice se ewdentne
blizi k nule, je-li |\ 12 < 1].



Stabilita linearniho systému diferenénich rovnic

Systém nazveme globalné asymptoticky stabilni, pokud prvni ¢ast freSeni

Al (X0, o) " odpovidajici zhomogenizovanému systému konverguje nezavisle
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pomoci vlastnich isel vyjadfili jeji mocninu jako A = P- D'. P~' kde

D = diag(\1, A2) a tudiz D' = diag(A\!, \}). Prvky této matice se ewdentné
blizi k nule, je-li |\ 12 < 1].

Véta : Jsou-li spinény pfedpoklady pfedchozi véty, pak je matice (/ — A)
regularni a kazdé feSeni rovnice konverguje k rovnovaznému stavu

(. y) T = (- A" b



Stabilita linearniho systému diferenénich rovnic

Systém nazveme globalné asymptoticky stabilni, pokud prvni ¢ast freSeni

Al (X0, o) " odpovidajici zhomogenizovanému systému konverguje nezavisle
na pocate¢nich podminkach k nulové matici, tj. A’ — 0 pro t — co. Nutnou a
postacujici podminku pro tuto konvergenci vyjadfuje nasledujici véta:

Véta : Systém linearnich diferenénich rovnic (x;.1, 1) = A-(x, y) " +bje
globalné asymptoticky stabilni < vlastni &isla matice A jsou v absolutni
hodnoté mendinez 1, |2 < 1].

Poznamka : V ¢asti vénované maticim jsme s vyuzitim diagonalizace matice
pomoci vlastnich isel vyjadfili jeji mocninu jako A = P- D'. P~' kde

D = diag(\1, A2) a tudiz D' = diag(A\!, \}). Prvky této matice se ewdentné
blizi k nule, je-li |\ 12 < 1].

Véta : Jsou-li spinény pfedpoklady pfedchozi véty, pak je matice (/ — A)
regularni a kazdé feSeni rovnice konverguje k rovnovaznému stavu

(. y) T = (- A" b

Tvrzeni dostaneme, nahradime-li ve vyrazu pro feseni
(xt, )T = At~ (X0, y0) T + (1 = AY) - (I — A)~" . b matici A’ nulovou matici.



