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Pfiklad : Ur¢ete gradient a Hessovu matici funkce f(x, y) = x - y? v bodé
(5.3).

Reseni: Parcidlni derivace prvniho fadu jsou: fi(x, y) = y2, f)(x,y) =2x -y,
tedy V£(5,3) = (9,30) ". Parcialni derivace druhého Fadu jsou:

, , 0 6
FaX:y) = 0, 1, (x.y) = 2y, f,(x,y) = 2x, tedy H(5,3) = < 6 10 >



Smérové derivace

Uvazujme X C R”, funkci f : X — R, bod t € X a jednotkovy vektor s € R".
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derivaci f ve sméru s a znacime f/(t). (pozn.: obdobné definujeme /()
jako ¢”(0).)
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Smérové derivace

Uvazujme X C R”, funkci f : X — R, bod t € X a jednotkovy vektor s € R".
Vytvofime funkci jedné proménné ¢(x) = f(t + x.s). Hodnotu ¢’(0) nazveme

derivaci f ve sméru s a znacime f{(t). (pozn.: obdobné definujeme £;'(t)
jako ¢’(0).) Da se ukazat, ze plati

fl(t)y=s-VI{H), /) =s-H)-s'.

Pfiklad : Ur¢ete prvni a druhou derivaci funkce f(x, y) = x - y ve sméru
_(1 1
S= (\ﬁv ﬁ)
Reseni: Vime, ze Vf(x,y) = (y?, 2xy)T, tedy fi(x,y) = £ ;23”
C (0 2y
Hessova matice je: H(x,y) = ( oy 2x ) tedy
fl(x,y) =% -(0+2y +2y +2x) =2y + x.



Grafické znazornéni funkce dvou proménnych

V tfirozmérném prostoru si mizeme graf funkce dvou proménnych predstavit
jako zemsky povrch. Pro zndzornéni povrchu ve 2D se pouzivaji veétSinou
vrstevnice funkce.
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Grafické znazornéni funkce dvou proménnych

Podobnym zplUsobem si miZzeme znézornit tfeba funkci f(x, y) = ez%yz
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Vrstevnici funkce f(x, y) "o nadmotské vysce c"rozumime mnozinu vSech
bodu (x, y) € R? takovych, Ze plati f(x, y) = c. Naptiklad pro vy$e uvedenou
funkci f(x, y) uréime nultou vrstevnici jako mnozinu vSech feSeni rovnice o
dvou neznamych ﬁ = 0. Zfejmé& musi byt x = 0, ale y je libovolné, tedy

dostaneme mnozinu {(0, y), y € R}.



Grafické znazornéni gradientd funkce dvou

proménnych

Gradient Vf(x, y) vétSinou zndzorniujeme jako vektor vychazejici z bodu
(x,y) do bodu (x + fi(x, y), ¥ + f;(x, y)). Na obrazku vidime gradienty funkce
f(x,y) = ez+y2 v bodech pravidelné sité.
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Gradienty a vrstevnice

Znazornime-li gradienty funkce do stejného obrazku s vrstevnicemi, mizeme
si v§imnout, Ze se jevi jako normalové vektory vrstevnic. Da se ukazat, ze
libovolna funkce f v zadaném bodé x nejprudceiji roste ve sméru gradientu
V£(x) a nejstrméji klesa ve sméru —V£(x).
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Totalni diferencial

Necht z = f(x, y) je funkce definovana v daném §-okoli Us([a, b]) bodu [a, b],
ktera ma v bodeé [a, b] spojité parcialni derivace f;, f,. Potom funkci of

v proménnych dx, dy, danou vztahem

dfap(dx, dy) = fi(a, b)dx + fy(a, b)dy

nazyvame totalnim diferencialem funkce f(x, y) v bodé |a, b].
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Necht z = f(x, y) je funkce definovana v daném §-okoli Us([a, b]) bodu [a, b],
ktera ma v bodeé [a, b] spojité parcialni derivace f;, f,. Potom funkci of

v proménnych dx, dy, danou vztahem

dfap(dx, dy) = fi(a, b)dx + fy(a, b)dy

nazyvame totalnim diferencialem funkce f(x, y) v bodé |a, b].

Pfiklad : Napidte diferencial funkce z = x3y* v bodé [2, 3].

Reseni: Funkce z = x3y* ma spojité parcialni derivace f.(x, y) = 3x2y* a
f,(x,y) = 4x3y® v kazdém bodé [x, y], tedy i v bodé [2, 3]. Dostavame pak

dz = (3x2y*)p,50X + (4x3y3)2.5.dY,
dz =972 dx + 864 dy.



Totalni diferencial

Pro totalni diferencial plati nasledujici véta.

Véta : Ma-li funkce f(x, y) v bodé [a, b] spojité parciélni derivace prvniho
fadu, potom existuji 6 > 0 a funkce n(h, k) tak, ze pro vSechna h, k spliujici
[a+ h,b+ K] € Us([a, b]) plati:
fla+ h, b+ k) —f(a,b) = fy(a, b)h + f,(a, b)k +n(h, k) azaroven

n(hk)
[hK—[0,0] IAIHTKL =
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Pro totalni diferencial plati nasledujici véta.

Véta : Ma-li funkce f(x, y) v bodé [a, b] spojité parciélni derivace prvniho
fadu, potom existuji 6 > 0 a funkce n(h, k) tak, ze pro vSechna h, k spliujici
[a+ h,b+ K] € Us([a, b]) plati:
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Vyznam véty:

f(a+ dx, b+ dy) — f(a, b) je prirtstek funkce pfi pfechodu z bodu [a, b] do
bodu [a + dx, b + dy]. Pfedchozi vztah Ize tedy zapsat takto

Af =f(a+ dx,b+ dy) — f(a, b) = dfyp(dx, dy) + n(dx, dy).

Jestlize nahradime pfirGstek Af prirdstkem na te¢né roviné df, dopustime se
chyby n(dx, dy), tato chyba se blizi k nule, blizime-li se k bodu [a, b].



Totalni diferencial n proménnych

Analogicky Ize zavést diferencial funkce n-proménnych.

Definice : Jestlize funkce z = f(X), X = [x1,...,Xn], n € Nma v oblasti Q
spojité parcialni derivace 1. fadu, pak

dix(dxy, ..., dxp) = f (X)dxy + - + £ (X)dxp

nazyvame totalnim diferencialem funkce z = f(X) v bodé
X =[xq,..., X5 € Q.
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Analogicky Ize zavést diferencial funkce n-proménnych.

Definice : Jestlize funkce z = f(X), X = [x1,...,Xn], n € Nma v oblasti Q
spojité parcialni derivace 1. fadu, pak

dix(dxy, ..., dxp) = f (X)dxy + - + £ (X)dxp

nazyvame totalnim diferencialem funkce z = f(X) v bodé

X =[xq,..., X5 € Q.

Analogicky pfipadu n = 2 Ize formulovat vétu, ze které vyplyva, Zze pokud ma
funkce f(X), X = [x1,..., Xn] v bodé X° = [x?, ..., x0] spojité parcialni
derivace 1. fadu, pak

f(x + dxy, ..., X0+ dxn) — F(XP,...,x9) = f, (Xo)axy + - - - + £ (Xo)dXp.
Totalni diferencial vyjadfuje priristek na tecné nadroviné, pfejdeme-li z bodu
X0 =[x?,...,x8] do bodu X = [x? + dxi,..., X3 + dxn).



Taylortv polynom

Formulujeme pouze pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) majici v jistém
okoli Us([a, b]) bodu [a, b] spojité vSechny parciélni derivace az do fadu 3
véetné. Oznaéme T,(x, y) nésledujici polynom v proménnych x, y:

To(x.y) = f(a, b) + {; (fi(a, b)(x — a) + f;(a, b)(y — b)) +
+31 (f(a b)(x — a)® + 2f;(a, b)(x — a)(y — b) + f;,(a, b)(y — b)?) .



Taylortv polynom

Formulujeme pouze pro funkci dvou proménnych z = f(x, y) majici v jistém
okoli Us([a, b]) bodu [a, b] spojité vSechny parciélni derivace az do fadu 3
véetné. Oznaéme T,(x, y) nésledujici polynom v proménnych x, y:

To(x,y) = f(a, b) + % (fi(a,b)(x — a) + fy(a, b)(y — b)) +
+21 (fa(@, b)(x — a)* + 2f (a,b)(x — a)(y — b) + f,(a, b)(y — b)?).

Podivame-li se blize na polynom T»(x, y), vidime, ze tento polynom ma
v bodé [a, b] stejnou funkeni hodnotu jako funkce f(x, y) a vSechny
odpovidajici si parcialni derivace funkci f(x, y) a T>(x, y) az do fadu 2 se
v bodé [a, b] sobé rovnaji. Polynom Ty(x, y) nazyvame Taylorovym
polynomem fadu 2 ptislusnym k funkci f(x, y) v bodé [a, b].



Taylortv polynom - priklad

Priklad : Pomoci Taylorova polynomu funkce f(x, y) = x¥ ve vhodném bodé
odhadnéte 0,9"1.
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f(1,1) =1, f,(1,1) =0, f5(1,1) =0, f,(1,1) =1, f,(1,1) = 0, takze
To(x,y) =1+ f(x = 1)+ Z(x = 1)(y - 1)
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F(x.y) = x¥ - In(x)

M. y)=y (y—1)-x2

(X, y) =y X" In(x) +x'~"

(X, y) =x"- In?(x)

Hodnoty téchto derivaci ve vhodném bodé [1, 1] jsou

f(1,1) =1, f,(1,1) =0, f5(1,1) =0, f,(1,1) =1, f,(1,1) = 0, takze
To(x,y) =1+ f(x = 1)+ Z(x = 1)(y - 1)

Aplikujeme tento vztah pro odhad 0,9"' pomoci T(0,9; , )
0,9 ~ T»(0,9;1,1) =1+ 1(0,9—1)+ 2(0,9-1)(1,1 - 1) =0, 89.



