Matice - pokroCilé partie

Ze zakladniho kurzu matematiky je tfeba znat nasledujici témata: (staci napf.
vrozsahu http://mathstat.econ.muni.cz/materialy/matematika)

Matice a zakladni operace s maticemi

Determinant matice

Inverzni matice

Systémy linearnich rovnic

Elementarni transformace, Gaussova elimina¢ni metoda
Euklidovsky prostor

Linearni nezavislost vektor(, hodnost matice


http://mathstat.econ.muni.cz/materialy/matematika

Matice a linearni zobrazeni

Pomoci matic mizeme definovat linearni zobrazeni:

Priklad : Matice A = 5 1 definuje linearni zobrazeni pfifazujici vektoru

_ (X 2 o[ T +2%
x_<X2)eR vektor A X_<2x1+1x2>



Matice a linearni zobrazeni

Pomoci matic mizeme definovat linearni zobrazeni:

Priklad : Matice A = ; ? definuje linearni zobrazeni pfifazujici vektoru
. Xq 2 v 1x1 + 2xo
X = < Xo ) € R vektor A - x = < 2% + 1% >

Naptiklad pro vektor x = ( g) ) dostaneme A - x = ( ; )




Matice a linearni zobrazeni

Pomoci matic mizeme definovat linearni zobrazeni:

Priklad : Matice A = ; ? definuje linearni zobrazeni pfifazujici vektoru
. Xq 2 v 1x1 + 2xo
X = < Xo ) € R vektor A - x = < 2% + 1% >

Proy = ( ?)dostanemeA-y_ ( ? )




Matice a linearni zobrazeni, priklad

Pokud bychom chtéli provést totéz pro vektor z = x + y = 1 ) diky

linearité zobrazeni nemusime pocitat sou¢in A - (x + y), ale stali seCist

nxiar=(3)+(2)=(3)



Matice a linearni zobrazeni, priklad

Pokud bychom chtéli provést totéz pro vektor z = x + y = ( 1 diky

linearité zobrazeni nemusime pocitat sou¢in A - (x + y), ale stali seCist

nxiar=(3)+(2)=(3)
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Matice a linearni zobrazeni, priklad

Pokud bychom chtéli provést totéz pro vektor z = x + y = < 1 diky

linearité zobrazeni nemusime pocitat sou¢in A - (x + y), ale stali seCist

nxiar=(3)+(2)=(3)
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Vektor z = x + y z pfikladu mé& jednu zajimavou vlastnost. Pfi nasobeni matici
A se nezménil jeho smér, ale pouze se ztrojnasobila jeho délka. Takovy vektor
pak nazyvame vlastnim vektorem matice A pfislusejici vlastnimu &islu 3.




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice : Pokud pro ¢tvercovou matici A existuje Cislo A a nenulovy vektor x
takové Zze Ax = \x, pak Cislo A nazyvame vlastnim Cislem matice A a x
nazveme vlastnim vektorem odpovidajicim &islu .



Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice : Pokud pro ¢tvercovou matici A existuje Cislo A a nenulovy vektor x
takové Zze Ax = \x, pak Cislo A nazyvame vlastnim Cislem matice A a x
nazveme vlastnim vektorem odpovidajicim &islu .

Priklad : Existuji pro matici A z pfedchoziho prikladu néjaké dalsi vektory
prislusejici vlastnimu Cislu 3?




Vlastni Cisla a vlastni vektory

Definice : Pokud pro ¢tvercovou matici A existuje Cislo A a nenulovy vektor x
takové Zze Ax = \x, pak Cislo A nazyvame vlastnim Cislem matice A a x
nazveme vlastnim vektorem odpovidajicim &islu .

Priklad : Existuji pro matici A z pfedchoziho prikladu néjaké dalsi vektory
prislusejici vlastnimu Cislu 3?

Priklad : Existuje pro matici A néjaké jiné vlastni ¢islo? (hint: najdete na
obrazku néjaky jiny vektor, ktery neméni transformagci smar?)



Vlastni Cisla a vlastni vektory, priklad

Reseni: Prepi§me si soustavu rovnic, pomoci které jsou vlastni &isla
definovana.

X1 +2X0 = AXq
2X1 + Xo = A\Xo

Anulovanim rovnic dostaneme homogenni systém
(1 - )\)X1 +2x =0
2x1+(1=XM)x=0

Kdy ma homogenni systém i jiné nez trividlni (rozuméj nulové) feSeni? Matice

1-x 2
2 1—A

byt singularni, tedy jeji determinant musi byt nulovy.

soustavy A — A\l = (kde I znaci jednotkovou matici) musi



Vlastni Cisla a vlastni vektory, priklad

Reseni: Prepi§me si soustavu rovnic, pomoci které jsou vlastni &isla
definovana.

X1 + 2Xo = AXq

2X1 + Xo = A\Xo

Anulovanim rovnic dostaneme homogenni systém
(1 - )\)X1 +2x =0
2x1+(1=XM)x=0

Kdy ma homogenni systém i jiné nez trividlni (rozuméj nulové) feSeni? Matice
1-X 2

2 1-A
byt singularni, tedy jeji determinant musi byt nulovy. RozepiSme tuto
podminku podrobngiji: [A — M| = (1 —\)2 -4 =0,tedy (1 - \)?>=4a
(1 — X\) = 2. Dostali jsme dvé vlastni €isla A\ =3 a \p = —1.

soustavy A — A\l = (kde I znaci jednotkovou matici) musi



Vlastni Cisla a vlastni vektory, priklad

Reseni: Prepi§me si soustavu rovnic, pomoci které jsou vlastni &isla
definovana.

X1 + 2Xo = AXq
2X1 + Xo = AXo

Anulovanim rovnic dostaneme homogenni systém
(1 - )\)X1 +2x =0
2x1+(1=XM)x=0

Kdy ma homogenni systém i jiné nez trividlni (rozuméj nulové) feSeni? Matice

1-x 2
2 1—A

byt singularni, tedy jeji determinant musi byt nulovy. RozepiSme tuto

podminku podrobngji: |A — M| = (1 —X)2 -4 =0,tedy (1 - \)2=4a

(1 — X\) = £2. Dostali jsme dvé vlastni isla A\ = 3 a A\, = —1. Jaké vektory

prisluseji témto vlastnim Cislim zjistime jiz snadno jako feSeni systém

Ax = A\ x a Ax = \ox. Prvni systém nemusime fesit, vime Ze rovnici vyhovuje

soustavy A — A\l = (kde I znaci jednotkovou matici) musi



Vlastni Cisla a vlastni vektory, priklad

Pro A = —1 dostaneme:

Xy +2X2 = —Xq
2X1 + Xo = —Xo

Po anulovani:
2xy +2x =0
2Xy1+2x =0
dostavame feseni x; = —x2, X2 = t € R. Odpovidajici vlastni vektor je tedy lib.

nenulovy nasobek vektoru ( _11



Vlastni Cisla a vlastni vektory, navod

Shriime si nyni postup nalezeni viastnich Cisel a vlastnich vektord pro
obecnou ¢tvercovou matici A:

@ Odecteme )\ od kazdého z diagonalnich prvk( matice A

@ Vyjadfime determinant |A — Al| , tzv. charakteristcky polynom

@ Polozime tento polynom roven nule, ¢imz ziskame tzv. charakteristickou
rovnici |[A—Ml| =0

@ Nalezneme realné kofeny charakteristické rovnice

@ Ke kazdému vlastnimu Cislu ); sestavime systém rovnic (A — \il)x =0,
jeho feSenim ziskame odpovidajici vlastni vektor(y) v;.



Vlastni Cisla a vlastni vektory, navod

Shriime si nyni postup nalezeni viastnich Cisel a vlastnich vektord pro
obecnou ¢tvercovou matici A:

@ Odecteme )\ od kazdého z diagonalnich prvk( matice A
@ Vyjadfime determinant |A — Al| , tzv. charakteristcky polynom

@ Polozime tento polynom roven nule, ¢imz ziskame tzv. charakteristickou
rovnici |[A—Ml| =0

@ Nalezneme realné kofeny charakteristické rovnice

@ Ke kazdému vlastnimu Cislu ); sestavime systém rovnic (A — \il)x =0,
jeho feSenim ziskame odpovidajici vlastni vektor(y) v;.

Priklad : Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory pro matici B = ( 91 8 )



Vlastni Cisla a vlastni vektory, navod

Shriime si nyni postup nalezeni viastnich Cisel a vlastnich vektord pro
obecnou ¢tvercovou matici A:

@ Odecteme )\ od kazdého z diagonalnich prvk( matice A

@ Vyjadfime determinant |A — Al| , tzv. charakteristcky polynom

@ Polozime tento polynom roven nule, ¢imz ziskame tzv. charakteristickou
rovnici |[A—Ml| =0

@ Nalezneme realné kofeny charakteristické rovnice

@ Ke kazdému vlastnimu Cislu ); sestavime systém rovnic (A — \il)x =0,
jeho feSenim ziskame odpovidajici vlastni vektor(y) v;.

Priklad : Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory pro matici B = ( 91 8 )

Reseni: Sestavime charakteristicky polynom:

IB— | = ‘ :)‘ 1| = X2+ 1. Charakteristicka rovnice 2 + 1 — 0 nemé

1 =)
bohuzel v redlném oboru feseni, takze neexsituji zadna realna vlastni isla
matice B.



Vlastni Cisla a vlastni vektory, priklad

Priklad : Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory pro matici

5 -6 -6
c=| -1 4 2 |.
3 -6 -4



Vlastni Cisla a vlastni vektory, priklad

Priklad : Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory pro matici

5 -6 -6
c=| -1 4 2 |.
3 -6 -4

Reseni: Sestavime charakteristickou rovnici:
5-\2 -6 -6
C—M=| -1 4-x 2 |=——(-1)(r—22=0.
3 6 4\



Vlastni Cisla a vlastni vektory, priklad

Priklad : Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory pro matici

5 -6 -6
c=| -1 4 2 |.
3 -6 -4

Reseni: Sestavime charakteristickou rovnici:

5-X2 -6 —6
[C=A|=| -1 4-2) 2 =—-(A-1)(A-22=0.
3 -6 —4-)
4 -6 -6|0
Pro A\ = 1 dostaneme systém | -1 3 2 |0 ),ktery elementarnimi
3 -6 -5|0

-1 3 210

Upravami prevedeme na 0 3 1|0 |.Zdruhé rovnice ziskame pro lib.
0 0 0

nenulové t € R: xo = —1I, x3 = 3, nam po dosazeni do prvni rovnice da

co
X1 = 3t, tedy vlastni vektor je v = ( )



Vlastni Cisla a vlastni vektory, priklad pokracovani

3 -6 610
Pro A 3 = 2 dostaneme systém | —1 2 2 | 0 |, ktery elementarnimi
( 3 -6 610 )
-1 2 2|0
Upravami prevedeme na 0 0 0|0 |.Tatosoustava ma reSeni zavislé
0 0 0|0

na dvou parametrech, pro volbu x; =t € R a x3 = s € R dopocitame
Xy = 2t + 2s. Kazdé feSeni tedy mizeme zapsat jako kombinaci

1 0

2 2
vektory, v = | 0 | avyz= 1
1 0

2 2
s ( 0 ) +t ( 1 | Rekneme, Ze vlastnimu ¢&islu 2 odpovidaji dva vlastni



Vlastni Cisla a vlastni vektory, vyuziti

Vlastni Cisla a vlastni vektory jsou vyuzivany v mnoha oblastech matematiky
a statistiky:
@ Diagonalizace a rozklady matic
@ Systémy diferenciélnich rovnic
@ Analyza hlavnich komponent https:
//en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis
@ Vicerozmérna optimalizace
@ Teorie grafd


https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis
https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis
https://en.wikipedia.org/wiki/Eigenface
https://docs.google.com/viewer?a=v&pid=sites&srcid=ZGVmYXVsdGRvbWFpbnxuYXNsdW5kZXJpY3xneDpkMTI4OTI1NTc4YjRlOGE
https://docs.google.com/viewer?a=v&pid=sites&srcid=ZGVmYXVsdGRvbWFpbnxuYXNsdW5kZXJpY3xneDpkMTI4OTI1NTc4YjRlOGE
http://www.rose-hulman.edu/~bryan/googleFinalVersionFixed.pdf

Vlastni Cisla a vlastni vektory, vyuziti

Vlastni Cisla a vlastni vektory jsou vyuzivany v mnoha oblastech matematiky
a statistiky:
@ Diagonalizace a rozklady matic
@ Systémy diferenciélnich rovnic
@ Analyza hlavnich komponent https:
//en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis
@ Vicerozmérna optimalizace
@ Teorie grafd
Maji nesmirny prakticky vyznam v fadé aplikacnich oblasti:
@ Zpracovani obrazu (rozpoznavani tvari apod.)
https://en.wikipedia.org/wiki/Eigenface
@ Komprese a dekomprese dat
https://docs.google.com/viewer?a=v&pid=sites&srcid=
ZGVmYXVsdGRvbWEpbnxuYXNsdW5kZXJpY3xneDpkMTI40TI1INTc4Y jR]
@ Analyza trzniho rizika, predikce vyvoje na burze
@ Google Pagerank algoritmus "The $25,000,000,000 Eigenvector"
@ Fyzika, stavebni inzenyrstvi a dalsi


https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis
https://en.wikipedia.org/wiki/Principal_component_analysis
https://en.wikipedia.org/wiki/Eigenface
https://docs.google.com/viewer?a=v&pid=sites&srcid=ZGVmYXVsdGRvbWFpbnxuYXNsdW5kZXJpY3xneDpkMTI4OTI1NTc4YjRlOGE
https://docs.google.com/viewer?a=v&pid=sites&srcid=ZGVmYXVsdGRvbWFpbnxuYXNsdW5kZXJpY3xneDpkMTI4OTI1NTc4YjRlOGE
http://www.rose-hulman.edu/~bryan/googleFinalVersionFixed.pdf

Vlastni Cisla a vlastni vektory diagonalni matice

Priklad : Najdéte vSechna vlastni ¢isla matice

3 00
D =diag(3,2,1)=| 0 2 0

0 0 1



Vlastni Cisla a vlastni vektory diagonalni matice

Priklad : Najdéte vSechna vlastni ¢isla matice

3 00
D =diag(3,2,1)=| 0 2 0

0 0 1



Vlastni Cisla a vlastni vektory diagonalni matice

Priklad : Najdéte vSechna vlastni ¢isla matice

3 00
D =diag(3,2,1)=| 0 2 0
0 0 1

Poznamka : Kazda diagonalni matice D = diag(d;, @b, ..., d,) ma viastni
¢isla rovna svym diagonalnim prvkdm a vlastni vektor odpovidajici viastnimu
Cislu d; je prislusny sloupec jednotkové matice e;, i =1,...,n.



Diagonalizace matice

Definice : Rekneme, Ze ¢tvercova matice A fadu n je diagonalizovatelna,
jestlize existuji diagonalni matice D a regularni matice P fadu n, takové ze
P-'AP =D.



Diagonalizace matice

Definice : Rekneme, Ze ¢tvercova matice A fadu n je diagonalizovatelna,
jestlize existuji diagonalni matice D a regularni matice P fadu n, takové ze
P-'AP =D.

Nyni bychom chtéli védét, za jakych podminek je Ctvercova matice
diagonalizovatelna, a jak nalezneme matici P. Na obé otazky ndm odpovi
nasledujici véta:

Véta : Matice A fadu n je diagonalizovatelna tehdy a jen tehdy, ma-li n
linearné nezavislych vlastnich vektorl xi, . .. x,. Potom

P-'AP = diag(\1,. .., \n), kde P je matice sestavena ze sloupcli xi, ..., x, a
M, ..., An jsou odpovidajici viastni Cisla.



Diagonalizace matice

Definice : Rekneme, Ze ¢tvercova matice A fadu n je diagonalizovatelna,
jestlize existuji diagonalni matice D a regularni matice P fadu n, takové ze
P-'AP =D.

Nyni bychom chtéli védét, za jakych podminek je Ctvercova matice
diagonalizovatelna, a jak nalezneme matici P. Na obé otazky ndm odpovi
nasledujici véta:

Véta : Matice A fadu n je diagonalizovatelna tehdy a jen tehdy, ma-li n
linearné nezavislych vlastnich vektorl xi, . .. x,. Potom

P-'AP = diag(\1,. .., \n), kde P je matice sestavena ze sloupcli xi, ..., x, a
M, ..., An jsou odpovidajici viastni Cisla.

Poznamka : V ekonomii se Casto pracuje se symetrickymi maticemi. Kazda
symetrickd matice fadu n je diagonalizovatelna, protoze ma pravé n vlastnich
Cisel a jejich odpovidajici vlastni vektory jsou nezavislé (Ize ukazat, Ze jsou
dokonce vzajemné ortogonalni)



Diagonalizace matice, pfiklad

Priklad : Diagonalizujte matici A — ( ) 2 )



Diagonalizace matice, pfiklad

Priklad : Diagonalizujte matici A — ( ) 2 )

Reseni: JiZ dfive jsme nalezli Ay =3, o =—-1ax; = ( 1 ) Xo = ( _11 )
Pro matici P = < 1 _11 ) spocteme inverzi. Determinant je roven |P| = -2,

takze P~ = 3! ( j —1 ) - ( 1;2 _11//22 ) . Muzeme tedy zapsat:

1
(e M) (27)(0 4)-(5 %)



Diagonalizace matice, vyuziti

Poznamka : S vyhodou Ize vyuzit diagonalizace pfi vypoctu vy§Sich mocnin
matice A. Plati: P~'AP = D tedy AP = PD a A = PDP~". Pro A2 dostaneme
A% = PD?P~', nebot PDP~'.PDP~' = PD - DP~'. Tento postup muzeme

opakovat k vyjadfeni A™ = PD™P~'. Mocniny diagonalni matice
D = diag(\1, ..., \n) spofteme snadno, D = diag(\7, ..., A7).



Diagonalizace matice, vyuziti

Poznamka : S vyhodou Ize vyuzit diagonalizace pfi vypoctu vy§Sich mocnin
matice A. Plati: P~'AP = D tedy AP = PD a A = PDP~". Pro A2 dostaneme
A% = PD?P~', nebot PDP~'.PDP~' = PD - DP~'. Tento postup muzeme

opakovat k vyjadfeni A™ = PD™P~'. Mocniny diagonalni matice
D = diag(\1, ..., \n) spofteme snadno, D = diag(\7, ..., A7).

Pfiklad : Pro matici A z pfedchoziho p¥ikladu spoététe A*
Reseni: P-'AP =D, tedy AP =PD a A = PDP'

A4:PD4P_1:<1 11>'(%4 (—2)4>'<%§ 11//22):
(8 5)(8 B)-(5 %)



Kvadratické formy

V mnoha aplikacich se setkavame se specialnim pripadem funkci dvou
proménnych ve tvaru Q(xi, x2) = ai1x2 + @i2X1 X2 + ap1 XXy + ap2X2. Takovou
funkci nazyvame kvadraticka forma 2 proménnych.

Bez Ujmy na obecnosti Ize predpokladat, ze a;> = a»1 (kdyby byly koeficienty
r(zné, Ize je oba nahradit vyrazem (a2 + ao1)/2 protoze xi xo = XoX1).



Kvadratické formy

V mnoha aplikacich se setkavame se specialnim pripadem funkci dvou
proménnych ve tvaru Q(xi, x2) = ai1x2 + @i2X1 X2 + ap1 XXy + ap2X2. Takovou
funkci nazyvame kvadraticka forma 2 proménnych.

Bez Ujmy na obecnosti Ize predpokladat, ze a;> = a»1 (kdyby byly koeficienty
r(zné, Ize je oba nahradit vyrazem (a2 + ao1)/2 protoze xi xo = XoX1).

OznacCime-li A = (aj)ij=1,..2 @ X = (X1, X2)’, z definice maticového nésobeni je
zfejmé, Ze funkci Q(x1, x2) |ze zapsat jako

Q(x1,x2) = ( Xy xz)-<a” a12>-<x1>:x’Ax.

azy a2 X2



Kvadratické formy

V mnoha aplikacich se setkavame se specialnim pripadem funkci dvou
proménnych ve tvaru Q(xi, x2) = ai1x2 + @i2X1 X2 + ap1 XXy + ap2X2. Takovou
funkci nazyvame kvadraticka forma 2 proménnych.

Bez Ujmy na obecnosti Ize predpokladat, ze a;> = a»1 (kdyby byly koeficienty
r(zné, Ize je oba nahradit vyrazem (a2 + ao1)/2 protoze xi xo = XoX1).

OznacCime-li A = (aj)ij=1,..2 @ X = (X1, X2)’, z definice maticového nésobeni je
zfejmeé, ze funkci Q(x1, x2) Ize zapsat jako
ay  ae Xq /
X1, X%)=( X4 Xo )- . = x'Ax .
Q(x1,%2) = ( xi 2)<a21 a22><xz>
Pfiklad : UrCete matici kvadratické formy Q(xi, X2) = x2 + 5x1 Xz + 3x2



Kvadratické formy

V mnoha aplikacich se setkavame se specialnim pripadem funkci dvou
proménnych ve tvaru Q(xi, x2) = ai1x2 + @i2X1 X2 + ap1 XXy + ap2X2. Takovou
funkci nazyvame kvadraticka forma 2 proménnych.

Bez Ujmy na obecnosti Ize predpokladat, ze a;> = a»1 (kdyby byly koeficienty
r(zné, Ize je oba nahradit vyrazem (a2 + ao1)/2 protoze xi xo = XoX1).

OznacCime-li A = (aj)ij=1,..2 @ X = (X1, X2)’, z definice maticového nésobeni je
zfejmé, Ze funkci Q(x1, x2) |ze zapsat jako

Q(x1,x2) = ( Xy xz)-<a” a12>-<x1>:x’Ax.

dg1 a2 X2
Pfiklad : UrCete matici kvadratické formy Q(xi, X2) = x2 + 5x1 Xz + 3x2

oA 1 5/2
F{esenl.A_<5/2 3 )



Kvadratické formy

Uved'me obecnou definici kvadratické formy pro pfipad n proménnych:
Definice : Kvadratickou formou n proménnych nazveme funkci

Q(x,. .., Xn) = >4 >[4 @jxix. Bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme
aj = aj,I,j =1,...n. Symetrickou matici A = (&j); j-1,...n Nazyvame matici
kvadratické formy.

Poznamka : Pfi oznaCeni x = (xi,...,X,)" |ze opét psat Q(xi, ..., Xn) = X'Ax



Kvadratické formy

Uved'me obecnou definici kvadratické formy pro pfipad n proménnych:
Definice : Kvadratickou formou n proménnych nazveme funkci

Q(x,. .., Xn) = >4 >[4 @jxix. Bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme
aj = aj,I,j =1,...n. Symetrickou matici A = (&j); j-1,...n Nazyvame matici
kvadratické formy.

Poznamka : Pfi oznaCeni x = (xi,...,X,)" |ze opét psat Q(xi, ..., Xn) = X'Ax

Priklad : Zapiste kvadratickou formu
Q(x1, X2, X3) = 3X2 + 6X1X3 + X5 — 4X2X3 + 8X2 maticové.



Kvadratické formy

Uved'me obecnou definici kvadratické formy pro pfipad n proménnych:
Definice : Kvadratickou formou n proménnych nazveme funkci

Q(x,. .., Xn) = >4 >[4 @jxix. Bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme
aj = aj,I,j =1,...n. Symetrickou matici A = (&j); j-1,...n Nazyvame matici
kvadratické formy.

Poznamka : Pfi oznaCeni x = (xi,...,X,)" |ze opét psat Q(xi, ..., Xn) = X'Ax

Priklad : Zapiste kvadratickou formu
Q(x1, X2, X3) = 3X2 + 6X1X3 + X5 — 4X2X3 + 8X2 maticové.

3 0 3
Reseni: Q(x) = x’Ax, kde x = (xy, X, x3) a A = ( 0 1 -2 )
3 -2 8



Definitnost kvadratické formy

V praktickych ulohach nas ¢asto zajima, co musi splfiovat koeficienty, aby
kvadraticka forma "neménila znaménko".
Definice : Kvadratickou formu Q(x) nazyvame
@ pozitivné semidefinitni < Vx e R": Q(x) > 0
pozitivné definitni < V nenulové x € R": Q(x) > 0
negativné semidefinitni & vx e R": Q(x) <0
negativné definitni < V nenulové x e R" : Q(x) < 0

(*]
(*]
(*]
@ indefinitni < existuji vektory x, y € R" takové, Zze Q(x) > 0a Q(y) < 0.
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Qo = X2 —2x1X + X2, Q3 = X2 — x2
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Reseni: Vyraz —x2 — x2 je vzdy nekladny a pokud je alespon jedna slozka
nenulova, tak je dokonce zaporny. Forma Qy je tedy negativné definitni.
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Definitnost kvadratické formy

V praktickych ulohach nas ¢asto zajima, co musi splfiovat koeficienty, aby
kvadraticka forma "neménila znaménko".
Definice : Kvadratickou formu Q(x) nazyvame

@ pozitivné semidefinitni < Vx e R": Q(x) > 0

@ pozitivné definitni < V nenulové x € R": Q(x) > 0

@ negativné semidefinitni & vx e R": Q(x) <0

@ negativné definitni < V nenulové x e R" : Q(x) < 0

@ indefinitni < existuji vektory x, y € R" takové, Zze Q(x) > 0a Q(y) < 0.

Priklad : UrCete definitnost kvadratickych forem Q; = —x2 — x2,
Qo = X2 —2x1X + X2, Q3 = X2 — x2

Reseni: Vyraz —x2 — x2 je vzdy nekladny a pokud je alespon jedna slozka
nenulova, tak je dokonce zaporny. Forma Qy je tedy negativné definitni.
Vyraz x2 — 2x1 X + X2 Ize upravit na (x; — x2)?, coZ nabyva pouze
nezapornych hodnot, ale mize byt rovno nule napf. pro x; = xo = 1.
Kvadraticka forma Q. je tedy pozitivné semidefinitni

Vyraz x? — x2 mUze nabyvat kladné hodnoty (napf. pro x; =1, xo =0)
zaporné hodnoty (napf. pro x; = 0, x» = 1 ). Forma Qs je tedy indefinitni.



Definitnost kvadratické formy dvou proménnych

Priklad : Urcete definitnost kvadratické formy Q = 5x2 — 2xyx + X3.



Definitnost kvadratické formy dvou proménnych

Priklad : Urcete definitnost kvadratické formy Q = 5x2 — 2xyx + X3.

Reseni: Doplnlme prvni dva ¢leny vyrazu na étverec

Q=5(x? - x1x2) —|—x2 =5(x2 — §x1x2 + 25x2 25X3) + X2 =

5(x1 — $X2)2 — x5 + X2 =5(x1 — $x2)2 + £X2.

Vidime, Ze koeficienty u obou kvadratlckych vyraz( jsou kladné, forma je tedy
pozitivné definitni.



Definitnost kvadratické formy dvou proménnych

Priklad : Urcete definitnost kvadratické formy Q = 5x2 — 2xyx + X3.

Reseni: Doplnlme prvni dva ¢leny vyrazu na étverec
Q=5(x? - x1x2) —|—x2 =5(x2 — §x1x2 + 25x2 25X3) + X2 =
5(x1 — $X2)2 — x5 + X2 =5(x1 — $x2)2 + £X2.
Vidime, Ze koeficienty u obou kvadratlckych vyraz( jsou kladné, forma je tedy
pozitivné definitni.
Pokud bychom provedli postup doplnéni na ¢tverec pro formu s obecnymi
koeficienty, dostali bychom nasledujici pravidlo:
Véta : Kvadratickd forma Q(x1, x2) = a11x2 + 2ai2X1 X2 + axpx2 je
@ pozitivné semidefinitni < a1 >0, ax» >0, aj1ax — 8, >0
@ pozitivné definitni < ayy > 0, ay1a — a, >0
@ negativné semidefinitni < a1 <0, @ <0, @182 — a3, >0
@ negativné definitni < ay1 < 0, ajjaxn — &, >0



Definitnost kvadratické formy, Sylvestrovo kritérium

K uvedeni kritéria pro rozhodnuti o definitnosti kvadratické formy potfebujeme
pfipomenout pojem vedoucich hlavnich minord matice A. Vedoucim hlavnim
minorem fadu k rozumime determinant Dy submatice vytvorené z prvnich k
fadku a sloupct matice A. Na obrazku vidime barevné jednotlivé submatice
naznaceny.
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Definitnost kvadratické formy, Sylvestrovo kritérium

K uvedeni kritéria pro rozhodnuti o definitnosti kvadratické formy potfebujeme
pfipomenout pojem vedoucich hlavnich minord matice A. Vedoucim hlavnim
minorem fadu k rozumime determinant Dy submatice vytvorené z prvnich k
fadku a sloupct matice A. Na obrazku vidime barevné jednotlivé submatice
naznaceny.

Q1n

QAop,

an1 Qn2 T Ann

Nyni stali ur€it znaménka vedoucich hlavnich minord matice A pfislusné
formé Q.

@ Jestlize Dy >0, D> >0,..., D, > 0, je Q pozitivné definitni.

Q Jestlize Dy <0, D, >0,..., (—1)"D, > 0, je Q negativné definitni.



Definitnost kvadratické formy, Sylvestrovo kritérium

Priklad : Rozhodnéte o definitnosti formy
Q = 3x2 + 6x1X3 + X2 — 4XoX3 + 8x2.



Definitnost kvadratické formy, Sylvestrovo kritérium

Priklad : Rozhodnéte o definitnosti formy
Q = 3x2 + 6x1X3 + X2 — 4XoX3 + 8x2.

3 0 3
Reseni: Matice formy A= [ 0 1 —2 | mafidici hlavni minory
3 -2 8
3 0 3 0 3
Dy =3, D, = 0 1 =3, D3=|0 1 -2|=3
3 -2 8

D; >0, D>, >0, D3 > 0, tedy forma Q je pozitivné definitni.



Definitnost kvadratické formy a vlastni Cisla

Priklad : Rozhodnéte o definitnosti formy s matici D = diag(—1, —4, —5).
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Priklad : Rozhodnéte o definitnosti formy s matici D = diag(—1, —4, —5).

Mame-li Gtvercové matice A, P, kde P je regularni, pak A a P~1AP maji
stejna vlastni ¢isla. Toto dllezité tvrzeni ndm umozni rozhodnout o
definitnosti matice na zakladé jeji diagonalizace.



Definitnost kvadratické formy a vlastni Cisla

Priklad : Rozhodnéte o definitnosti formy s matici D = diag(—1, —4, —5).

Mame-li Gtvercové matice A, P, kde P je regularni, pak A a P~1AP maji
stejna vlastni ¢isla. Toto dllezité tvrzeni ndm umozni rozhodnout o
definitnosti matice na zakladé jeji diagonalizace.

Véta : Pro kvadratickou formu Q(x) se symetrickou matici A, kterd mé vlastni
Cisla \1, Aa,..., \p, plati, Ze tato forma je:

@ pozitivné semidefinitni < Ay, Aa,...,A\p >0

@ pozitivné definitni < Ay, Xo,...,Ap >0

@ negativné semidefinitni < Ay, Aa,...,A\p <0
@ negativné definitni < Ay, Aa,...,A\p <0

@ indefinitni & ma kladna i zaporna vlastni Cisla.
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