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Rovnice

Cihla vazi kilo a pdl cihly k tomu.
Kolik vazi cela cihla?
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Rovnice

Cihla vazi kilo a pdl cihly k tomu.
Kolik vazi cela cihla?

Reseni najdeme:

@ intuitivn& (nap¥. predstava rovnoramennych vah)
@ matematickou rovnici
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Rovnice

Cihla vazi kilo a pdl cihly k tomu.
Kolik vazi cela cihla?

~

Reseni najdeme:
@ intuitivn& (nap¥. predstava rovnoramennych vah)

@ matematickou rovnici

Matematicka rovnice, kde m. je oznaleni hmotnosti cihly:

1
mC:1+§mC /2
2me = 2 + m. / — me

me=2
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Rovnice

UvaZujme dva libovolné algebraické vyrazy L(x) a P(x) s
proménou Xx.

Zajima nds pro jakd x ma vyraz L(x) stejnou hodnotu jako P(x).
Ulohu zapiSeme ve tvaru

L(x) = P(x)

L(x) ... leva strana rovnice

P(x) ... prava strana rovnice
X ... nezndma

s w7

Konkrétni &isla pro které je rovnice splnéna nazyvame kofeny, nebo
taky YeSeni rovnice.
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Rovnice

Dvé rovnice, které maji stejné mnoZiny viech feSeni se nazyvaji
ekvivalentni rovnice.

Postup FeSeni rovnic spodiva v Upravach vyrazil na levé i pravé
strang, tak abychom obdrzeli rovnici v jednodussim tvaru.

Upravy délime na:

@ ekvivalentni
L(x) = P(x) & L'(x) = P'(x)
e dusledkové (implicitnf)

L(x) = P(x) = L'(x) = P'(x)
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Ekvivalentni Gpravy

Ptehled ekvivalentnich Gprav:
@ prohozeni levé a pravé strany rovnice,

e pritteni(odetteni) libovolného &isla nebo ndsobku nezndmé
Uu=vesow+u=w+vy,

@ vynasobeni levé a pravé strany Cislem &i vyrazem, ktery je
nenulovy

proVweR: u=v=w-u=w-v,

poVw e R\ {0} :u=vew-u=w-v,
e umocné&ni(odmocnéni) levé a pravé strany pfirozenym
(od-)mocnitelem jsou- li ob& strany nezdporné,

@ zlogaritmovani obou stran rovnice se stejnym zakladem jsou-li
obé& strany rovnice kladné.
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Reseni rovnic polynomialniho typu

Polynomialni rovnice 1. stupeii
Pi1(x) = aix + ao, a1 #0

Hleddme takové x pro n&z plati p(x) = 0. Vyniklou algebraickou
rovnici nazyvame linearni rovnici's jednim kofenem x; = —3—‘1).

Pt¥iklad: Najdéme koFen polynomu

Pl(X) =3x+ 6.
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Reseni rovnic polynomialniho typu

Polynomialni rovnice 1. stupeii
Pi1(x) = aix + ao, a1 #0

Hleddme takové x pro n&z plati p(x) = 0. Vyniklou algebraickou
rovnici nazyvame linedrni rovnici s jednim kofenem x; = —20

5.
Pt¥iklad: Najdéme koFen polynomu

Pl(X) =3x+ 6.
Nas polynom ma pravé jeden koten, ktery spliiuje rovnici

3x+6=0.

Timto kofenem je &islo —2.

Poznamka
Reseni rovince v daném oboru.
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Reseni rovnic polynomialniho typu

Polynomialni rovnice 2. stupeii
Pr(x) = arx? + ai1x + ao, ax # 0.
Kofeny tohoto polynomu spliiuji rovnici
a2x2 + aix+ay =0.

Reseni kvadratické rovnice:

@ diskriminant kvadratické rovnice
D=a2—4-a-a

@ kofeny kvadratické rovnice

—ali\/ﬁ

X1,2 =
’ 2-a
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Motivaéni priklad
Regte rovnici x2 — 2x — 15 = 0.
Pomoci diskriminantu:

D=b>—4ac=(-2)>—4-1-16 =64
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Motivaéni priklad

Regte rovnici x2 — 2x — 15 = 0.
Pomoci diskriminantu:
D=b>—4ac=(-2)>—4-1-16 =64

—b+vD —2+38

o 5 = xx=bax=-3

X1,2 =
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Motivaéni priklad

Regte rovnici x2 — 2x — 15 = 0.
Pomoci diskriminantu:
D=b>—4ac=(-2)>—4-1-16 =64

—b+vD —2+38

o 5 = xx=bax=-3

X1,2 =

Doplnénim na Ctverec:
x?—2x—15=(x—1)>-16 =0
(x —1)2 =16
x—1=4 A xX—1=-4
x=D5 A x=-=3
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Regenf polynomidlnich rovnic specifického typu

Polynomialni rovnice 2. stupen

o ryze kvadraticka rovnice (bez linedrniho &lenu a; = 0)
2x> —8=0

@ rovnice bez absolutniho &lenu (ag = 0)
2x% — 6x =0,

@ normovana kvadratickd rovnice (a; = 1)

x*4+4x—-6=0
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Reseni rovnic polynomialniho typu

Polynomialni rovnice n-tého stupeii

Pn(x) = apx" 4+ ... 4+ a1x + ao, an, #0.

@ neexistuji jednoduché vzorce pro feseni

@ existuji ndvody pro Feseni specifickych rovnic
substituce (bikvadratickd)

vytykani

Hornerovo schéma

o
]
]
e numerické metody
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Umocriovani rovnice

Motiva¢éni priklad
V oboru redlnych C&isel feSme rovnici v/2x +4 =3
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Umocriovani rovnice

Motiva¢éni priklad
V oboru redlnych C&isel feSme rovnici v/2x +4 =3
Umocnime obé strany rovnice a dostaneme:

2x+4=9

Z této rovnice plyne, Ze x = 2,5
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Umocriovani rovnice

Motiva¢éni priklad
V oboru redlnych C&isel feSme rovnici v/2x +4 =3
Umocnime obé strany rovnice a dostaneme:

2x+4=9

Z této rovnice plyne, Ze x = 2,5 Zde plati jsou-li u a v stejnd, pak
jsou stejné i jejich mocniny, tj.

U:V:>U2:V2

JestliZze pro né&jaké &islo x plati v/2x + 4 = 3 splfiuje toto &islo x i
rovnici 2x +4 = 9.
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Umocriovani rovnice

Motivacni priklad AvSak pozor na opacnou implikaci! Jestlize
se sob& rovnaji druhé mocniny &isel u? a v nemusi se sob& rovnat
Cisla v a v, tj.

neplati v> = v? = u=v.

(—5)> =52, ale —5#5.
P¥iklad Reste rovnici:
VX2 = 2x+10 = x — 10.
Umocnime obé& strany rovnice a dostaneme:
x? = 2x +10 = x%> — 20x + 100

Nova rovnice ma jediny kofen a to x = 5. Lehce se v3ak
presvédéime, Ze to neni kofen pivodni rovnice.
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Umocriovani rovnice

o0 vy s /

DileZita tvrzeni:

e Umocnénim obou stran rovnice na druhou dostaneme
rovnici, pro kterou plati: KaZzdy kofen plivodni rovnice je
i kofenem této nové rovnice. Obracené to ale neplati.
Zda je FeSeni nové rovnice i feSenim piivodni rovnice
ovéfime zkouskou. Zkouska je je v tomto pFipadé
NUTNOSTI.

@ Pro rovnici jejiz obé strany jsou v uvaZzovaném ¢&iselném
oboru nezaporné (nekladné), je umocnéni ekvivalentni
upravou. Jestlize sledujeme po celou dobu znaménka
obou stran rovnice, zkousku délat nemusime.
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Umocriovani rovnice

iklad:

P¥
Reste rovnici

V5 —bx =+3x —11

a) na prvni pohled je zfejmy vysledek,

b) umocnime obé& strany rovnice a dostaneme

5-bx=3x-11

x=2

To ov8em neni vysledkem piivodni rovnice, protoZe vyraz v
levo je definovan jen pro x < 1.
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Regenfi rovnic specifického typu

Exponencialni rovnici nazyvdme kaZdou rovnici, ve které je
nezndma x € R v exponentu mocniny né&jakého &isla. Za zdkladnf{
tvar exponencialni rovnice lze povaZovat

A0 — ),

kde a >0, b> 0 a f(x), g(x) jsou n&jaké vyrazy.

Metoda feseni:
Rovnici pfevedeme logaritmovanim na tvar

f(x)log(a) = g(x)log(b),

ve specidlnim p¥ipadé&, kdy a = b, dostaneme
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Reseni exponencidlni rovnice - spole¢ny zdklad

Priklad:
V redlném oboru feste:

3X+1 o 927X — 0
Reseni: Ptevedeme druhy &len na pravou stranu:
3X+1 — 927X

Dosadime 9 = 32
3X+1 — 32(27X)

Logaritmovanim dostaneme

x+1=2(2—-x)
3x=3

x=1
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Reseni exponencidlni rovnice - vytknuti

Priklad:
V redlném oboru ¥este

32X—1 o 32X—4 — 315 — 32X—2.

Regeni: Pfevedeme mocniny na jednu stranu a vytkneme z nich 3%%.

3*(371-37%4+372)=315
1 1 1

2x
- — — 4+ =-)=2315
3 (3 81+9)
35
2x
— =31
3 a1 315
32X = 729
32x:36

Logaritmovanim dostaneme

2x =6 < x = 3.
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Redeni exponencidlni rovnice - substituce

Ptiklad:
V redlném oboru Yeste

25 —6-54+5=0
Re¥eni: Upravime na tvar

5 —6-5+5=0
Zavedeme substituci y = 5%

y2—6y +5=0

Dostaneme kofeny

6£+36—-20

y172:f:>y1:1/\y2:5

Tedy po provedeni zp&tné substituce dostaneme:
a) pro y; = 5 ziskdme prvni ¥eSeni plivodni rovnice z 5 = 5%
b) pro y» = 1 ziskdme druhé ¥eZeni plivodni rovnice z 1 = 5%
3>(371 -3 4 372) =315



Logaritmicka rovnice

Logaritmicka rovnice je takova rovnice, v niz se vyskytuji logaritmy
vyrazu s nezndmou x, pfi¢emz x patfi do mnoziny kladnych
redlnych &isel. Zakladni logaritmickou rovnici je rovnice typu

logax = b,

a >0, a# 1 Tato rovnice ma pro libovolné b jediné ¥eSeni tvaru
b
x = a°.

Logaritmické rovnice sloZitéjSich typl se nejprve upravi na tvar

log.f(x) = log.g(x),

kde a > 0, a # 1 pfi¢emZ rovnici ¥e§ime na mnoZin& téch x € R,
pro n&Z vyrazy f(x) a g(x) nabyvaji kladnych hodnot. Pokud tuto
mnoZinu neurime pfedem, je nutno provést zkousku.
Odlogaritmovanim rovnice dostaneme

f(x) = &(x)
a ddle YeSime rovnici bez logaritmu.
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Goniometrické rovnice

Goniometrickou rovnici nazyvame takovou rovnici, v niz se
nezndma x € R vyskytuje v argumentu goniometrické funkce.

Rovnice upravujeme pomoci vzorcl pro goniometrické funkce na
jeden z nasledujicich tvari:

sinx = a resp. CoOsx = a,

Rovnice sin x = a resp. cosx = a,:
a) nema ¥edeni, jestlize a ¢ (—1,1)
b) ma jeden kofen jestlize a = —1 nebo a = 1 a obor FeSeni je
interval (0, 27)

c) mad dva koFeny x1, xo, jestlize a € (—1,1) a obor YeSeni je
interval (0, 27)

d) md nekone&n& mnoho Yeleni, jestlize a € (—1,1) a obore
feSeni v R
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Goniometrické rovnice - feSeni ptikladd

Pf¥iklad:
Redte v R:
sin (/3 — 2x) = V/3/2.
Regeni: zavedeme substituci y = 7/3 — 2x.
siny = v/3/2.
Kofeny v zdkladnim intervalu jsou
y1 =m/3,y2 = 2m/3.

Celkem y € {n/3 + 2km,27/3 + 2km, k € Z}. Nyni se vratime k
plvodni nezndmé: x = (/3 — y)/2, tedy
x € {km,—m/6 — km, k € Z}.
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Goniometrické rovnice - feSeni ptikladd

Re&te v R: cos?x — sin’x + cosx = 0.
Res 2

eni: nejprve nahradime sin®x vyrazem 1 — cos“x:
2 2 _
cos“x — 1 + cos“x + cosx = 0.
Dostaneme kvadratickou rovnici
2c0s’x + cosx — 1 = 0.

zavedeme substituci y = cosx.

2y +y—1=0
Kofeny jsou
—-1++148
Vig=—"—"F7""
4
tedy y3 = —1, y» = 1/2. Vratime se k pivodni neznamé. Nejprve
pro y; = —1 dostaneme rovnici cosx = —1, tedy

x1 € {m + 2km, k € Z} Pro y» = 1/2 dostaneme rovnici
cosx = 1/2, tedy xo € {m/3 + 2km,57/3 + 2km, k € Z}



Vzorce pro dpravu goniometrickych rovnic

P¥ehled nejdalezitéjsich vzorecki pro tpravu goniometrickych
rovnic
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sin?(x) + cos?(x) = 1,

sin(xy £ x2) = sin(xq) - cos(x2) = sin(x2) - cos(x1),
cos(x1 = x2) = cos(xy) - cos(x2) £ sin(x1) - sin(x2),
sin(2x) = 2 - sin(x) - cos(x),

cos(2x) = cos?(x) — sin?(x),

1+cos(2x
cos?(x) = 72( ),
sin(x) = 1),



Rovnice s absolutni hodnotou

Reste rovnici pro x € R.
Ix+ 1| +2|x—3] = 3|x =5/ —x=0.

Nulové body vyrazii v absolutnich hodnotich jsou —1, 3, 5.
Redlnou osu si pro dalsi vypolty rozdélime na intervaly
(—o0,—1),(-1,3),(3,5), (5,00). Uvedme si tabulku s
prehledem znamének vyrazii v t&chto intervalech.

(—OO, _1) <_173) <3a5) <5700)
x+1 - + + +
x—3 - - + +
x—>5 - - - +
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Re¥me rovnici na intervalu /; = (—oo, —1). Dostaneme tvar
—x—14+2(—x+3)—3(—x+5)—x=0,
tedy —x — 10 =0, x; = —10. ProtoZe x; € 1, je téZ koFenem
pivodni rovnice. Re¥me rovnici na intervalu b = (—1,3).
Dostaneme tvar
x+142(—x+3)=3(—x+5)—x=0,
tedy x — 8 =0, xo = 8. ProtoZe x» ¢ l», neni kofenem plvodni
rovnice. Re$me rovnici na intervalu /5 = (3,5). Dostaneme tvar
x+142(x—3)—3(—x+5)—x=0,
tedy 5x — 20 = 0, x3 = 4. ProtoZe x3 € I3, je téZ kofenem plvodnf{
rovnice. Re€éme rovnici na intervalu Iy = (5,00). Dostaneme tvar
x+1+2(x—3)—3(x—5)—x=0,

tedy —x + 10 = 0, x4 = 10. ProtoZe x4 € I, je téZ kofenem
ptvodni rovnice.
Celkem jsme ziskali ¥eSeni K = {—10,4,10}.



Nerovnice

Zavedeni pojmii nerovnice:
Jsou dédny dva vyrazy L(x) a P(x) s prom&nnou x. Maji se urcit
hodnoty této proménné z oboru M, pro néz plati

L(x) < P(x), resp.L(x) > P(x)

nebo
L(x) < P(x), resp.L(x) > P(x).

Zapis ulohy v nékterém z uvedenych tvarii se nazyva nerovnice.
Zavadi se obdobnd terminologie jako u rovnic.
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Nerovnice

P¥iklad:

V R ¥e$te nerovnici
x+1 _ 4 —x <
X+ 2 1—x—

Resent:
Secteme vyrazy vlevo:

(x+1)(x—1)—(4—x)(x+2)

<0
(x+2)(x—1) -
—2x—17
— <0
(x+2)(x—1) —
Najdeme koteny &itatele: —2x —7 =0 < x = —1.
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Nerovnice

Najdeme kofeny jmenovatele: (x +2)(x — 1) =0< x3 = -2 a
X = 1.
Nalezené body nam rozdéli redlnou osu na dil&i intervaly:

h =(—00,-3,5),h =(-3,5,-2), 5 =(-2,1),l4 = (1, 0),

Ptehled znamének jednotlivych &initel(i na ¢astednych intervalech
je uveden v tabulce.

(*007*3’5) (*375a *2) (*271) (1700)
—2x -7 + - - -
X+ 2 - - + +
x—1 + + + -

Z tabulky je zfejmé, Ze FeSenim je jsou intervaly
(—OO, _33 5) U (_27 1)

Stepan Krehlik Rovnice a nerovnice



Nerovnice s absolutni hodnotou

V R ¥eSte nerovnici
2x —1 < |x —2|. (1)

-

Re3eni: Redeni rozdélme do dvou &asti
«) Necht x —2 > 0. Potom |x — 2| = x — 2. Déle je x > 2. Tedy
FeSime nerovnici:
2x—1<x—=2
FeSenim je x < —1, ov8em neexistuje x < —1 a zdroveil x > 2.

) Necht x —2 < 0. Potom |x — 2| = —x + 2. Déle je x < 2.
Tedy ¥eSime nerovnici:

2x—1< —x+2

FeSenim je x < 1, prlnik intervali x < 1 a x < 2,tj. Nerovnici
spliiuji v8echna x € (—o0, 1).
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Dalsi typy nerovnic

Priklad:
Reste nerovnici

x+3<vVx+33

Defini¢ni obor rovnice jsou viechna x € (—33,00). JestliZe jsou
obé strany rovnice nezdporné miizeme umocnit na druhou. To platf
pro x > —3. Ulohu délime na dvé &asti

a) pro interval x € (—33,—3) plati, Ze leva strana je zdporna a
prava nezdpornd, tedy nerovnice je splnéna, pro viechna
x € (—33,-3), tj. K1 = (—33,-3)

b) pro interval x € (—3,00) jsou ob& strany nerovnice nezaporné,
proto umocnime:

(x+3)? <x +33

x4 6x 49 <x + 33
x% 4+ 5x — 24 <0
(x 4 8)(x —3) <0



Dalsi typy nerovnic

Regenim je interval (—8,3), tedy Ky = (—3,00) N (—8.3) = (—3,3)

Sjednocenim vysledkil z bodu a a) bodu b) dostdvdme zavér:

K=K UKy = (—33,-3).
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Dalsi typy nerovnic

iklad:

P¥
Reste nerovnici

log, logs logg s x > 0

PN

eSeni ziskdme postupnym odlogaritmovanim:
2|og2 logs logg 5 x >20

|Og3 |0g075 x >1

Znaménko nerovnosti jsme neotaleli, protoze zdklad je v&tsi nez 1.
Pokradujeme v odlogaritmovani:

3|og3 logg 5 x >31

logp 5 x >3
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Dalsi typy nerovnic

Pokralujeme v odlogaritmovdéni, tentokrdt budeme nerovnost
otalet protoze zaklad logaritmu je mensi nez 1.

(0,5)"°805% <(0,5)3
x <1/8
Zbyva ovéfit pro jakd x je leva strana nerovnice definovana -
argumenty vSech logaritmi musi byt kladné. Tedy x > 0 navic

logg 5 x > 0 a logs logg 5 x > 0. Tyto podminky jsou splnény
vyplyva to z postupu ¥eseni.

Z3v&r: viechna x z intervalu (0,1/8) spliiuji nerovnici vy3e.

Stepan Krehlik Rovnice a nerovnice



