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Rovnice

Cihla váž́ı kilo a půl cihly k tomu.
Kolik váž́ı celá cihla?

Řešeńı najdeme:

intuitivně (nap̌r. p̌redstava rovnoramenných vah)

matematickou rovnićı

Matematická rovnice, kde mc je označeńı hmotnosti cihly:

mc = 1 +
1

2
mc / · 2

2mc = 2 + mc /−mc

mc = 2
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mc = 1 +
1

2
mc / · 2

2mc = 2 + mc /−mc

mc = 2

Štěpán Křehĺık Rovnice a nerovnice



Rovnice

Uvažujme dva libovolné algebraické výrazy L(x) a P(x) s
proměnou x .

Zaj́ımá nás pro jaká x má výraz L(x) stejnou hodnotu jako P(x).
Úlohu zaṕı̌seme ve tvaru

L(x) = P(x)

L(x) . . . levá strana rovnice

P(x) . . . pravá strana rovnice
x . . . neznámá

Konkrétńı č́ısla pro které je rovnice splněna nazýváme kǒreny, nebo
taky řešeńı rovnice.
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Rovnice

Dvě rovnice, které maj́ı stejné množiny všech řešeńı se nazývaj́ı
ekvivalentńı rovnice.

Postup řešeńı rovnic spoč́ıvá v úpravách výraz̊u na levé i pravé
straně, tak abychom obdrželi rovnici v jednoduš̌śım tvaru.

Úpravy děĺıme na:

ekvivalentńı

L(x) = P(x)⇔ L′(x) = P ′(x)

důsledkové (implicitńı)

L(x) = P(x)⇒ L′(x) = P ′(x)
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Ekvivalentńı úpravy

Přehled ekvivalentńıch úprav:

prohozeńı levé a pravé strany rovnice,

p̌ričteńı(odečteńı) libovolného č́ısla nebo násobku neznámé

u = v ⇔ w + u = w + v ,

vynásobeńı levé a pravé strany č́ıslem či výrazem, který je
nenulový

pro ∀w ∈ R : u = v ⇒ w · u = w · v ,

pro ∀w ∈ Rr {0} : u = v ⇔ w · u = w · v ,

umocněńı(odmocněńı) levé a pravé strany p̌rirozeným
(od-)mocnitelem jsou- li obě strany nezáporné,

zlogaritmováńı obou stran rovnice se stejným základem jsou-li
obě strany rovnice kladné.
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Řešeńı rovnic polynomiálńıho typu

Polynomiálńı rovnice 1. stupeň

P1(x) = a1x + a0, a1 6= 0

Hledáme takové x pro něž plat́ı p(x) = 0. Vyniklou algebraickou
rovnici nazýváme lineárńı rovnićı s jedńım kǒrenem x1 = −a0

a1
.

Př́ıklad: Najděme kǒren polynomu

P1(x) = 3x + 6.

Náš polynom má právě jeden kǒren, který splňuje rovnici

3x + 6 = 0.

T́ımto kǒrenem je č́ıslo −2.

Poznámka

Řešeńı rovince v daném oboru.
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Řešeńı rovnic polynomiálńıho typu

Polynomiálńı rovnice 2. stupeň

P2(x) = a2x
2 + a1x + a0, a2 6= 0.

Kǒreny tohoto polynomu splňuj́ı rovnici

a2x
2 + a1x + a0 = 0.

Řešeńı kvadratické rovnice:

diskriminant kvadratické rovnice

D = a2
1 − 4 · a2 · a0

kǒreny kvadratické rovnice

x1,2 =
−a1 ±

√
D

2 · a2
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Motivačńı p̌ŕıklad

Řešte rovnici x2 − 2x − 15 = 0.

Pomoćı diskriminantu:

D = b2 − 4ac = (−2)2 − 4 · 1 · 16 = 64

x1,2 =
−b ±

√
D

2a
=
−2± 8

2
⇒ x1 = 5 a x1 = −3

Doplněńım na čtverec:

x2 − 2x − 15 = (x − 1)2 − 16 =0

(x − 1)2 =16

x − 1 = 4 ∧ x − 1 = −4

x = 5 ∧ x = −3
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x2 − 2x − 15 = (x − 1)2 − 16 =0

(x − 1)2 =16

x − 1 = 4 ∧ x − 1 = −4

x = 5 ∧ x = −3
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Řešeńı polynomiálńıch rovnic specifického typu

Polynomiálńı rovnice 2. stupeň

ryze kvadratická rovnice (bez lineárńıho členu a1 = 0)

2x2 − 8 = 0

rovnice bez absolutńıho členu (a0 = 0)

2x2 − 6x = 0,

normovaná kvadratická rovnice (a2 = 1)

x2 + 4x − 6 = 0
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Řešeńı rovnic polynomiálńıho typu

Polynomiálńı rovnice n-tého stupeň

Pn(x) = anx
n + . . .+ a1x + a0, an 6= 0.

neexistuj́ı jednoduché vzorce pro řešeńı

existuj́ı návody pro řešeńı specifických rovnic

substituce (bikvadratická)
vytýkáńı
Hornerovo schéma
numerické metody
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Umocňováńı rovnice

Motivačńı p̌ŕıklad
V oboru reálných č́ısel řešme rovnici

√
2x + 4 = 3

Umocńıme obě strany rovnice a dostaneme:

2x + 4 = 9

Z této rovnice plyne, že x = 2, 5 Zde plat́ı jsou-li u a v stejná, pak
jsou stejné i jejich mocniny, tj.

u = v ⇒ u2 = v2

Jestliže pro nějaké č́ıslo x plat́ı
√

2x + 4 = 3 splňuje toto č́ıslo x i
rovnici 2x + 4 = 9.
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Umocňováńı rovnice

Motivačńı p̌ŕıklad Avšak pozor na opačnou implikaci! Jestliže
se sobě rovnaj́ı druhé mocniny č́ısel u2 a v2 nemuśı se sobě rovnat
č́ısla u a v , tj.

neplat́ı u2 = v2 ⇒ u = v .

(−5)2 = 52, ale − 5 6= 5.

Př́ıklad Řešte rovnici:√
x2 − 2x + 10 = x − 10.

Umocńıme obě strany rovnice a dostaneme:

x2 − 2x + 10 = x2 − 20x + 100

Nová rovnice má jediný kǒren a to x = 5. Lehce se však
p̌resvědč́ıme, že to neńı kǒren původńı rovnice.
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Umocňováńı rovnice

Důležitá tvrzeńı:
Umocněńım obou stran rovnice na druhou dostaneme
rovnici, pro kterou plat́ı: Každý kǒren p̊uvodńı rovnice je
i kǒrenem této nové rovnice. Obráceně to ale neplat́ı.
Zda je řešeńı nové rovnice i řešeńım p̊uvodńı rovnice
ově̌ŕıme zkouškou. Zkouška je je v tomto p̌ŕıpadě
NUTNOSTÍ.

Pro rovnici jej́ıž obě strany jsou v uvažovaném č́ıselném
oboru nezáporné (nekladné), je umocněńı ekvivalentńı
úpravou. Jestliže sledujeme po celou dobu znaménka
obou stran rovnice, zkoušku dělat nemuśıme.
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Umocňováńı rovnice

Př́ıklad:
Řešte rovnici √

5− 5x =
√

3x − 11

a) na prvńı pohled je žrejmý výsledek,

b) umocńıme obě strany rovnice a dostaneme

5− 5x = 3x − 11

x = 2

To ovšem neńı výsledkem původńı rovnice, protože výraz v
levo je definován jen pro x ≤ 1.
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Řešeńı rovnic specifického typu

Exponenciálńı rovnićı nazýváme každou rovnici, ve které je
neznámá x ∈ R v exponentu mocniny nějakého č́ısla. Za základńı
tvar exponenciálńı rovnice lze považovat

af (x) = bg(x),

kde a > 0, b > 0 a f (x), g(x) jsou nějaké výrazy.

Metoda řešeńı:
Rovnici p̌revedeme logaritmováńım na tvar

f (x)log(a) = g(x)log(b),

ve speciálńım p̌ŕıpadě, kdy a = b, dostaneme

f (x) = g(x).
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Řešeńı exponenciálńı rovnice - společný základ

Př́ıklad:
V reálném oboru řešte:

3x+1 − 92−x = 0.

Řešeńı: Převedeme druhý člen na pravou stranu:

3x+1 = 92−x

Dosad́ıme 9 = 32

3x+1 = 32(2−x)

Logaritmováńım dostaneme

x + 1 = 2(2− x)

3x = 3

x = 1
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Řešeńı exponenciálńı rovnice - vytknut́ı

Př́ıklad:
V reálném oboru řešte

32x−1 − 32x−4 = 315− 32x−2.

Řešeńı: Převedeme mocniny na jednu stranu a vytkneme z nich 32x .

32x(3−1 − 3−4 + 3−2) = 315

32x(
1

3
− 1

81
+

1

9
) = 315

32x .
35

81
= 315

32x = 729

32x = 36

Logaritmováńım dostaneme

2x = 6⇔ x = 3.
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Řešeńı exponenciálńı rovnice - substituce

Př́ıklad:
V reálném oboru řešte

25x − 6 · 5x + 5 = 0

Řešeńı: Uprav́ıme na tvar

52x − 6 · 5x + 5 = 0

Zavedeme substituci y = 5x

y2 − 6y + 5 = 0

Dostaneme kǒreny

y1,2 =
6±
√

36− 20

2
⇒ y1 = 1 ∧ y2 = 5

Tedy po provedeńı zpětné substituce dostaneme:

a) pro y1 = 5 źıskáme prvńı řešeńı původńı rovnice z 5 = 5x

b) pro y2 = 1 źıskáme druhé řešeńı původńı rovnice z 1 = 5x

32x(3−1 − 3−4 + 3−2) = 315

32x(
1

3
− 1

81
+

1

9
) = 315

32x .
35

81
= 315

32x = 729

32x = 36

Logaritmováńım dostaneme

2x = 6⇔ x = 3.
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Logaritmická rovnice

Logaritmická rovnice je taková rovnice, v ńıž se vyskytuj́ı logaritmy
výrazu s neznámou x , p̌ričemž x paťŕı do množiny kladných
reálných č́ısel. Základńı logaritmickou rovnićı je rovnice typu

logax = b,

a > 0, a 6= 1 Tato rovnice má pro libovolné b jediné řešeńı tvaru
x = ab.
Logaritmické rovnice složitěǰśıch typů se nejprve uprav́ı na tvar

logaf (x) = logag(x),

kde a > 0, a 6= 1 p̌ričemž rovnici řeš́ıme na množině těch x ∈ R,
pro něž výrazy f (x) a g(x) nabývaj́ı kladných hodnot. Pokud tuto
množinu neurč́ıme p̌redem, je nutno provést zkoušku.
Odlogaritmováńım rovnice dostaneme

f (x) = g(x)

a dále řeš́ıme rovnici bez logaritmu.
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Goniometrické rovnice

Goniometrickou rovnićı nazýváme takovou rovnici, v ńıž se
neznámá x ∈ R vyskytuje v argumentu goniometrické funkce.

Rovnice upravujeme pomoćı vzorc̊u pro goniometrické funkce na
jeden z následuj́ıćıch tvar̊u:

sin x = a resp. cos x = a,

Rovnice sin x = a resp. cos x = a,:

a) nemá řešeńı, jestliže a /∈ 〈−1, 1〉
b) má jeden kǒren jestliže a = −1 nebo a = 1 a obor řešeńı je

interval 〈0, 2π)

c) má dva kǒreny x1, x2, jestliže a ∈ (−1, 1) a obor řešeńı je
interval 〈0, 2π)

d) má nekonečně mnoho řešeńı, jestliže a ∈ (−1, 1) a obore
řešeńı v R
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Goniometrické rovnice - řešeńı p̌ŕıkladů

Př́ıklad:
Řešte v R:

sin (π/3− 2x) =
√

3/2.

Řešeńı: zavedeme substituci y = π/3− 2x .

sin y =
√

3/2.

Kǒreny v základńım intervalu jsou

y1 = π/3, y2 = 2π/3.

Celkem y ∈ {π/3 + 2kπ, 2π/3 + 2kπ, k ∈ Z}. Nyńı se vrát́ıme k
původńı neznámé: x = (π/3− y)/2, tedy
x ∈ {kπ,−π/6− kπ, k ∈ Z}.
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Goniometrické rovnice - řešeńı p̌ŕıkladů

Řešte v R: cos2x − sin2x + cosx = 0.
Řešeńı: nejprve nahrad́ıme sin2x výrazem 1− cos2x :

cos2x − 1 + cos2x + cosx = 0.

Dostaneme kvadratickou rovnici

2cos2x + cosx − 1 = 0.

zavedeme substituci y = cosx .

2y2 + y − 1 = 0

Kǒreny jsou

y1,2 =
−1±

√
1 + 8

4
,

tedy y1 = −1, y2 = 1/2. Vrát́ıme se k původńı neznámé. Nejprve
pro y1 = −1 dostaneme rovnici cosx = −1, tedy
x1 ∈ {π + 2kπ, k ∈ Z} Pro y2 = 1/2 dostaneme rovnici
cosx = 1/2, tedy x2 ∈ {π/3 + 2kπ, 5π/3 + 2kπ, k ∈ Z}
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Vzorce pro úpravu goniometrických rovnic

Přehled nejdůležitěǰśıch vzorečk̊u pro úpravu goniometrických
rovnic

sin2(x) + cos2(x) = 1,

sin(x1 ± x2) = sin(x1) · cos(x2)± sin(x2) · cos(x1),

cos(x1 ± x2) = cos(x1) · cos(x2)± sin(x1) · sin(x2),

sin(2x) = 2 · sin(x) · cos(x),

cos(2x) = cos2(x)− sin2(x),

cos2(x) = 1+cos(2x)
2 ,

sin2(x) = 1−cos(2x)
2 ).
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Rovnice s absolutńı hodnotou

Řešte rovnici pro x ∈ R.

|x + 1|+ 2|x − 3| − 3|x − 5| − x = 0.

Nulové body výraz̊u v absolutńıch hodnotách jsou −1, 3, 5.
Reálnou osu si pro daľśı výpočty rozděĺıme na intervaly
(−∞,−1), 〈−1, 3) , 〈3, 5) , 〈5,∞) . Uved’me si tabulku s
p̌rehledem znamének výraz̊u v těchto intervalech.

(−∞,−1) 〈−1, 3) 〈3, 5) 〈5,∞)

x + 1 - + + +

x − 3 - - + +

x − 5 - - - +
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Řešme rovnici na intervalu I1 = (−∞,−1). Dostaneme tvar

−x − 1 + 2(−x + 3)− 3(−x + 5)− x = 0,

tedy −x − 10 = 0, x1 = −10. Protože x1 ∈ I1, je též kǒrenem
původńı rovnice. Řešme rovnici na intervalu I2 = 〈−1, 3).
Dostaneme tvar

x + 1 + 2(−x + 3)− 3(−x + 5)− x = 0,

tedy x − 8 = 0, x2 = 8. Protože x2 /∈ I2, neńı kǒrenem původńı
rovnice. Řešme rovnici na intervalu I3 = 〈3, 5). Dostaneme tvar

x + 1 + 2(x − 3)− 3(−x + 5)− x = 0,

tedy 5x − 20 = 0, x3 = 4. Protože x3 ∈ I3, je též kǒrenem původńı
rovnice. Řešme rovnici na intervalu I4 = 〈5,∞). Dostaneme tvar

x + 1 + 2(x − 3)− 3(x − 5)− x = 0,

tedy −x + 10 = 0, x4 = 10. Protože x4 ∈ I4, je též kǒrenem
původńı rovnice.
Celkem jsme źıskali řešeńı K = {−10, 4, 10}.
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Nerovnice

Zavedeńı pojmů nerovnice:
Jsou dány dva výrazy L(x) a P(x) s proměnnou x . Maj́ı se určit
hodnoty této proměnné z oboru M, pro něž plat́ı

L(x) < P(x), resp.L(x) > P(x)

nebo
L(x) ≤ P(x), resp.L(x) ≥ P(x).

Zápis úlohy v některém z uvedených tvar̊u se nazývá nerovnice.
Zavád́ı se obdobná terminologie jako u rovnic.
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Nerovnice

Př́ıklad:
V R řešte nerovnici

x + 1

x + 2
− 4− x

1− x
≤ 0

Řešeńı:
Sečteme výrazy vlevo:

(x + 1)(x − 1)− (4− x)(x + 2)

(x + 2)(x − 1)
≤ 0

−2x − 7

(x + 2)(x − 1)
≤ 0

Najdeme kǒreny čitatele: −2x − 7 = 0⇔ x = −7
2 .
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Nerovnice

Najdeme kǒreny jmenovatele: (x + 2)(x − 1) = 0⇔ x1 = −2 a
x2 = 1.
Nalezené body nám rozděĺı reálnou osu na d́ılč́ı intervaly:

I1 = (−∞,−3, 5), I2 = (−3, 5,−2), I3 = (−2, 1), I4 = (1,∞),

Přehled znamének jednotlivých činitel̊u na částečných intervalech
je uveden v tabulce.

(−∞,−3, 5) (−3, 5,−2) (−2, 1) (1,∞)

−2x − 7 + - - -

x + 2 - - + +

x − 1 + + + -

Z tabulky je žrejmé, že řešeńım je jsou intervaly
(−∞,−3, 5) ∪ (−2, 1)
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Nerovnice s absolutńı hodnotou

V R řešte nerovnici
2x − 1 < |x − 2|. (1)

Řešeńı: Řešeńı rozdělme do dvou část́ı

α) Necht’ x − 2 ≥ 0. Potom |x − 2| = x − 2. Dále je x ≥ 2. Tedy
řeš́ıme nerovnici:

2x − 1 < x − 2

řešeńım je x < −1, ovšem neexistuje x < −1 a zároveň x ≥ 2.

β) Necht’ x − 2 < 0. Potom |x − 2| = −x + 2. Dále je x < 2.
Tedy řeš́ıme nerovnici:

2x − 1 < −x + 2

řešeńım je x < 1, pr̊unik interval̊u x < 1 a x < 2,tj. Nerovnici
splňuj́ı všechna x ∈ (−∞, 1).
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Daľśı typy nerovnic

Př́ıklad:
Řešte nerovnici

x + 3 <
√
x + 33

Definičńı obor rovnice jsou všechna x ∈ 〈−33,∞). Jestliže jsou
obě strany rovnice nezáporné můžeme umocnit na druhou. To plat́ı
pro x ≥ −3. Úlohu děĺıme na dvě části

a) pro interval x ∈ 〈−33,−3) plat́ı, že levá strana je záporná a
pravá nezáporná, tedy nerovnice je splněna, pro všechna
x ∈ 〈−33,−3), tj. K1 = 〈−33,−3)

b) pro interval x ∈ 〈−3,∞) jsou obě strany nerovnice nezáporné,
proto umocńıme:

(x + 3)2 <x + 33

x2 + 6x + 9 <x + 33

x2 + 5x − 24 <0

(x + 8)(x − 3) <0

Štěpán Křehĺık Rovnice a nerovnice



Daľśı typy nerovnic

Řešeńım je interval (−8, 3), tedy K2 = 〈−3,∞)∩ (−8.3) = 〈−3, 3)

Sjednoceńım výsledk̊u z bodu a a) bodu b) dostáváme závěr:

K = K1 ∪ K2 = 〈−33,−3).
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Daľśı typy nerovnic

Př́ıklad:
Řešte nerovnici

log2 log3 log0,5 x > 0

Řešeńı źıskáme postupným odlogaritmováńım:

2log2 log3 log0,5 x >20

log3 log0,5 x >1

Znaménko nerovnosti jsme neotáčeli, protože základ je věťśı než 1.
Pokračujeme v odlogaritmováńı:

3log3 log0,5 x >31

log0,5 x >3
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Daľśı typy nerovnic

Pokračujeme v odlogaritmováńı, tentokrát budeme nerovnost
otáčet protože základ logaritmu je menš́ı než 1.

(0, 5)log0,5 x <(0, 5)3

x <1/8

Zbývá ově̌rit pro jaká x je levá strana nerovnice definovaná -
argumenty všech logaritmů muśı být kladné. Tedy x > 0 nav́ıc
log0,5 x > 0 a log3 log0,5 x > 0. Tyto podḿınky jsou splněny
vyplývá to z postupu řešeńı.

Závěr: všechna x z intervalu (0, 1/8) splňuj́ı nerovnici výše.
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