MKM_OMVE: ulohy k reseni

Linearni programovani, formulace optimaliza¢ni tlohy

Priklad 1: Sestavte matematicky model ulohy:
a) Uloha rozvrhovani reklamy

Jde o rozdéleni prostiedku na reklamni kampan pro penzijni pripojisténi do jed-
notlivych médii (televize, rozhlas, noviny, ¢asopisy, poutace), tak aby byl ma-
ximalizovan celkovy ucinek reklamy vyjadieny poctem osob ”oslovenych rekla-
mou,, Reklama je prioritné zamérena na urcité kategorie osob dle véku, vzdélani
a prijmové skupiny. Pozadavky zadavatele jsou nasledujici:

e do televize a rozhlasu pujde maximalné 50 % prostiedku

e do kazdého z médii lze umistit aspon 10% ale ne vic nez 30 % celkového
rozpoctu

e je tieba oslovit aspon 2,5 mil. osob ve véku 30-50 let, aspon 0,8 mil. osob v
prijmové skupiné nad 20000,- K¢ mésiéné a aspon 1,5 mil. osob s minimalné
stredoskolskym vzdélanim.

Celkovy objem prostfedkii uvolnénych na kampan je 10 mil. Ké. Na zdkladé
pravidelnych priuzkumu provadénych reklamni agenturou bylo odhadnuto, ze pii
vynalozeni 1000 K¢ bude prostrednictvim jednotlivych médii zasazeny nasledujici
pocty osob z uvedenych kategorii:

druh média televize | rozhlas | ¢asopis | noviny | poutace
celkem 750 420 300 360 180
vek 30 - 50 320 280 140 240 120
prijem > 20 000 K¢ | 120 90 60 60 50
SS vzdélani 350 200 120 140 60

Navrhnéte takovou strukturu reklamni kampané, aby byl pocet oslovenych ma-
ximalni a ptritom byly splnény pozadavky zadavatele i rozpoc¢tové omezeni.

b) Uloha diverzifikace portfolia

Investi¢ni spolecnost planuje investovat 50 mil. K¢ do cennych papira. Pro tuto
investici vybira z péti variant: akcie ti{ spole¢nosti Ay, Ay, A3 a dva druhy obli-



gaci O1,0y. Kazda z téchto péti variant je charakterizovana o¢ekavanou mirou
vynosu v procentech za rok a bezrozmérnym koeficientem vyjadiujicim miru
rizika investice, viz tabulka:

A1 Ay | A3 | O | Og
vynos [%] | 25 |18 [ 20 | 14 | 12
mirarizika| 9 | 5 | 7 | 3 | 1

Investi¢ni strategie spolecnosti predpoklada, ze:

e do obligaci pujde miniméalné 50 % celkové investované castky

e celkova mira rizika (tj. vazeny prumeér rizik jednotlivych variant) nepfesdhne
hodnotu 5

e 74dna z variant nebude nakoupena v mensim objemu nez 5 mil. K¢

Cilem modelu je navrhnout takovou strukturu portfolia, kterda bude maximali-
zovat celkovy oc¢ekavany vynos a pritom bude respektovat uvedenou investi¢ni
strategii.

c) Finané¢ni analyza projekti

Investor, ktery ma na zacatku obdobi volné k dispozici 1,5 mil. K¢ se rozhoduje o
ucasti na tfech investi¢nich projektech A, B, C. VSechny porjekty jsou planovany
na dva roky, pricemz naklady a vynosy jsou definovany v pulro¢nich intervalech,
viz udaje v tabulce [mil. K¢] (kladné hodnoty predstavuji vynosy a zaporné
naklady):

obdobi | 1/2013 | 7/2013 | 1/2014 | 7/2014 | 12/2014
projekt A | -0,5 -0,3 0,3 0,6 1,0
projekt B | -1,0 -0,4 -0,2 0,7 2,3
projekt C | -0,8 0,2 0,4 0,4 0,4

Protoze investor nemé dostatecné prostiedky aby pokryl vsechny naklady v
jednotlivych obdobich, musi volit pouze ¢astecnou participaci na nékterych pro-
jektech (potom jsou ndklady i vynosy krdceny na pomérnou ¢ast). Pokud in-
vestorovi v kterémkoliv obdobi zbydou néjaké volné prostiedky, muze je ulozit
jako terminovany vklad na 6 mésicu, ¢imz za toto obdobi ziska 5 % ulozené
castky. Ukolem je navrhnout investic¢ni strategii tak, aby byl maximalizovan ob-
jem prostredku na konci dvouletého obdobi.



Priklad 2: Pomoci grafické metody vyteste tlohu LP:
z =211 — Ty — min.

za podminek

T — Ty > —2

T1+ 72 <6

T, — 2o <0

r1>1

To >0

Doplnujici otazky:

e Jak by se zménilo feSeni, kdyby nerovnosti v omezenich byly ostré?

e Jak se zméni Teseni, jestlize obratime u druhého omezeni znaménko nerov-
nosti na xy + x93 > 67

e Jak se zméni reSeni, jestlize kromé otoc¢eni druhé nerovnosti na x1+ z9 > 6
budeme ticelovou funkci maximalizovat misto minimalizace?

Linearni programovani, simplexova metoda, reSeni pomoci
MS Excel Solver, postoptimalizac¢ni analyza

Piiklad 3: Resenf dloh z prvntho pifkladu minulé kapitoly pomoci pocitace:

Spustte MS Excel a zapnéte si doplnék Solver (Resitel). Odkaz na navod, jak po-
stupovat, je v u¢ebnich materidlech. Tamtéz se nalézaji soubory finanalyza.xls,
reklama.xls a portfolio.xls. Po otevien{ souboru v Excelu spustite Resitel na ro-
letce Nastroje, dale je tieba nastavit cilovou bunku, ménéné bunky a postupné
pridat omezujici podminky. V. Moznostech lze zakliknout tlacitko ,Nezaporna
¢isla“. Pokud jste postupovali spravné, po ulozeni Moznosti stiskem ,OK“ a
nislednym stiskem tlacitka ,Resit“ se objevi hldska, ze bylo nalezeno vyho-
vujici feSeni. Naslednym stiskem ,,OK*“ potvrdime, ze chceme uchovat feseni a
muzeme si prohlédnout vysledky.

Priklad 4: Simplexovou metodou feste nasledujici ulohy:

a) z = 36z, + 1229 + 60x3 — max.



za podminek
201 + 29+ 33 <9
r1+ 3x3 <3
Ty, Tz, 3 >0

b) z = x1 + 229 — max.
za podminek
T — Ty < 12
—2x1 + 19 <8
r1, Tg, >0

c) z = 3wy — x9 — max.
za podminek
3r1+ 12 < 3
3r] — 4xy > 12
—2x1+ 29 > 6

X1, To, Z 0

Piiklad 5: Pomoci Resitele naleznéte optimélni feseni ilohy z édsti a) predchoziho
prikladu.

Doplnujici otazky:
e Na zdkladé citlivostn{ zpravy z Regitele urcete intervaly stability pro cenové

koeficienty i pro omezeni.

e Interpretujte zadani ulohy jako tlohu optimalizace vyrobniho programu s
m surovinami a n vyrobky a formulujte dudlni tlohu k puvodni 1loze.

e Kde ve vysledcich z Resitele nalezneme optimalni hodnoty duélnich proménnych?
e Kde v simplexové tabulce nalezneme teseni dualni tlohy?

e Zkontrolujte, zda se hodnoty ucelovych funkci primarni a dualni tlohy sho-
duji.



Distribu¢ni tlohy (metoda SZ rohu, indexova, VAM a
MODI), piifazovaci tlohy (madarska metoda)

Priklad 6: Financni urad vypsal konkurz na mista vedoucich tii oddéleni,
vyzadujici odlisné schopnosti a védomosti. Do konkurzu se prihlasilo pét uchazec,
u kterych byly pomoci testu s maximalnim poctem bodu 30 zjistovany predpoklady
pro vykon jednotlivych funkei. Vysledky testu jsou uvedeny v tabulce.

uchazec

oddéleni | A | B| C |D | E
O1 25127124 | 27|28 7
Oy 28 123125 (24|27
O3 221211232024

Pfifad'te pomoci mad arské metody 3 z uchaze¢t na piislusnd vedouci mista tak,
aby jejich predpoklady pro praci na jednotlivych oddélenich byly co nejvyssi.

Piiklad 7: Firma Glass bottle, a.s. vyrabi 4 typy pivnich lahvi (S10°, G12°,
P12° 1/21 a P12° 1/3l) na ttech vyrobnich linkdch A,B,C. Vzhledem k jejich
rozdilnému vykonu jsou jednotkové naklady rozdilné, viz tabulka:

S10° | G12° | P12° 1/21 | P12° 1/3l | kapacita
linka A | 2,20 | 2,50 2,50 1,80 100
linka B | 2,00 | 2,30 2,40 1,70 150
linka C | 1,95 | 2,20 2,30 1,70 130
pozadavek | 200 | 50 80 30

Mesicéni vyrobni kapacita linek A, B, C je po radé 100, 150 a 130 tisic ks.

Na zakladé smluv je tfeba dodat 200, 50, 80 a 30 tisic ks lahvi S10°, G12°, P12°
1/21 a P12° 1/3l. Cilem je rozvrhnout produkci na jednotlivych linkach tak, aby
byly minimalizovany vyrobni naklady.

Vasim tkolem je:
e rozhodnout, o jaky typ ulohy se jedna
e najit pripustné reseni metodou SZ rohu, indexovou metodou a VAM

e ziskand Teseni porovnat s optimalnim feSenim ziskanym pomoci Resitele



Piiklad 8: Uloha z knihy T. Subrt a kol., Ekonomicko-matematické metody:
Svoz brambor

Ze tii honu (H1, H2, H3) se svazeji brambory do ¢tyr skladu (S1, S2, S3, S4).
Vzdélenosti hont a skladu jsou zadany v kilometrech, produkce honu a kapacity
skladu v tunach. Mame stanovit takovy prepravni plan, pii kterém ujedou vozi-
dla minimalni pocet tunokilometru. Vychozi idaje o jednotlivych vzdalenostech
a kapacitach jsou v tabulce

Hon S1 | S2|S3| S4 | produkce honu
H1 11 (11 ] 7 | 12 50
H2 6 |96 10 200
H3 5 | 8 [11] 10 150
kapacita skladu | 120 | 90 | 70 | 120

Zkontrolujte vyrovnanost ulohy, najdéte vychozi pripustné feseni a postupujte
déal metodou MODI az k nalezeni optimalniho fesSeni.

leohy celoc¢iselného programovani, heuristiky pro okruzni
dopravni problém

Priklad 9: Sestavte matematicky model ilohy celo¢iselného programovani a po-
moci Resitele naleznéte optimalni feseni (nezapomente v Omezujicich podminkach
pridat podminky celo¢iselnosti):

a) Uloha o bramboréch

Potravinarska firma se zabyva zpracovanim brambor. Jejimi produkty jsou
bramborové lupinky, které prodava po 120 Ké/kg, a hranolky po 76 K¢/ke.
Na vyrobu 1 kg lupinku se spotfebuje 2 kg brambor a 0,4 1 oleje a na vyrobu 1
kg hranolku 1,5 kg brambor a 0,2 1 oleje. Navrhnéte vyrobni program tak, aby
byl pfi ndkupnich cenach surovin 12 K¢/kg brambor a 40 K¢/l oleje maximalni
ZISK (zanedbame néklady na praci, energii, apod.) a ptitom nebyla prekrocena
kapacita dodavatele (100 kg brambor a 16 1 oleje). Jak se zméni optimalni fesent,
je-li odbératel ochoten odebirat zbozi pouze v balenich (lupinky & 3kg a hra-
nolky & 15kg)?



b) Uloha o fezném planu

Firma vyrabéjici kovové soucastky nakupuje v libovolném mmnozstvi trubky o
délce 65 cm. K vyrobé soucastek potiebuje alespon 1200 ks trubek o délce 20
cm a alespon 900 ks trubek o délce 15 cm. Jakym zpusobem ma firma roziezat
nakoupené trubky tak, aby spotieba nakoupeného materialu byla minimalni?

c¢) Uloha o dopravé

Dopravni spolec¢nost v mésté S zasobuje paletovanym zbozim 4 stejné vzdalena
sousedni mésta A, B, C a D. Dnes mé rozvézt 110 palet do mésta A, 70 do B, 58
do C a 62 do D. M4 dva typy nakladnich aut s fixnimi cenami jizdy: 6 malych
aut s kapacitou 33 palet a cenou jizdy 120 K¢ a 4 velka auta s kapacitou 60
palet a cenou jizdy 190 K¢. Kazdé auto stihne za den jen jednu cestu. Ktera
auta maji kam jet, aby cena dopravy byla minimalni?

d) Uloha o pracovnim rozvrhu sluzeb

Sprava sbirkového fondu a provozni potieba galerie vyzaduji, aby v jednotlivych
dnech byly v galerii ve sluzbé tyto pocty osob:

PO |UT|ST|CT|PA|SO|NE
22 [ 17 11314 |15 | 18 | 24

Pracujici nastupuji do zameéstnani tak, ze odpracuji vzdy 5 po sobé jdoucich dni,
po kterych nasleduji dva dny volna. Nastupy se mohou uskutecnit kterykoliv den
v tydnu.

Ukolem je stanovit co nejmensi pocet zaméstnancu a rozvrhnout jejich nastupy
do 5-dennich pracovnich cyklu tak, aby byly kazdy den v tydnu pokryty pro-
vozni potieby.

e) Uloha o zakézkach

Podnik muze prevzit 6 ruznych zakazek, které se lisi spotrebou ¢asu vyrobniho
zafizeni. Je znam zisk z jednotlivych zakazek a materidlova spotieba. Zasoba
materialu a casu je omezena. Parametry zakazek jsou shrnuty v tabulce:

¢. zakazky 1 12| 3 |4]5)|6 | disponibilni kapacita
zisk 111639 |5]4]8 — maz.
spotfeba ¢asu [smény] | 1 | 7 | 1 [1|1|5 15 smén
spotieba materidlu [kg] | 15|70 | 10 |5 |3 | 2 100kg




Navrhnéte, které zakazky ma podnik realizovat, aby byl jeho zisk maximalni.

Piiklad 10: Dealer, sidlici ve mésté A, ma za kol béhem dne nabizet zbozi ve
méstech B, C, D, E, jejichz vzajemné vzdélenosti jsou uvedeny v tabulce.

A|B|C|D|E
X 1507040 |60
50 | X |40 (30|80,
70 140 | X |40 |60
40 1 30 | 40 | X | 50
60 |80 60|50 | X

= O Q|| =

V jakém poradi ma tato mésta navstivit, aby ujel co nejméné kilometru? Na-
vrhnéte trasu metodou nejblizsiho souseda (zacdtek volte postupné ve vsech
meéstech). Porovnejte nalezené feseni s fesenim ziskanym metodou vyhodnostnich
¢isel. Optimalitu feseni ovéite madarskou metodou, pii které kontrolujte, zda
se optimalni feseni nerozpadd na dva samostatné okruhy. (nutnou podminkou je
nevybirat nezavislé nuly na pozicich symetrickych dle hlavni diagonaly a dalsich
pozicich uzavirajicich okruh z jiz vybranych nul).

Rizeni projekti

Piiklad 11: Sestrojte sitovy diagram zndzornujici piipravu védecké konference,
ktera si vyzada tyto hlavni ¢innosti:

a) vypracovani programu konference (2dny)
b) zajisténi terminu a mista konani konference (3dny)

c¢) dojednéni ucasti prednésejicich (7dni)

) v
)
)
d) vypracovani a zaslani tezi od prednésejicich (14dni)
e) rozesldni pozvének na konferenci (4 dny)
f) prijem a zpracovani prihlasek od zdjemcu o ucast (20dni)
g) zorganizovani poradatelské sluzby (2dny)
)

h) tisk a rozmnozeni tezi prednasek (3 dny)



i) predani tezi a seznamu tcastniku poradatelské sluzbé, rozpis ubytovani a
stravovani (2dny)

Priklad 12: Je dén projekt sklddajici se ze 7 elementarnich ¢innosti, jejichz
navaznosti a doba trvani je uvedena v nasledujici tabulce:

¢innost | trvani | bezprostiedné predchazejici ¢innost
A 5 -
B 9 -
C 11 A, B
D 6 B
E 7 A
F 5 C,D
G 9 C, E

a) sestavte sitovy graf projektu

b) pomoci metody CPM uréete minimalni dobu projektu a vyznacte kritickou
cestu

c) sestavte casovy diagram realizace ¢innosti projektu

Priklad 13: Je dan projekt skladajici se z 8 elementarnich ¢innosti, jejichz
navaznosti a doba trvani je uvedena v nasledujici tabulce:

¢innost | trvani | bezprostiedné predchazejici ¢innost

A 4 -

B 1 -

C 3 B

D 3 A, B

E 1 B

F 5 B

G 4 C,D

H 4 C,D, F

a) sestavte sitovy graf projektu

b) pomoci metody CPM uréete minimalni dobu projektu a vyznacte kritickou
cestu

c) sestavte casovy diagram realizace ¢innosti projektu



Priklad 14: Stahnéte si z adresy
http: //www.vertex42.com/Excel Templates/critical-path-method.html

Sablonu pro metodu CPM v Excelu a vlozte idaje o projektech z predchozich
uloh. Znazornéte Ganttovy diagramy feSenych projektu.

Metody vicekriterialniho rozhodovani

Priklad 15:

Pti hodnoceni indexu kvality Zivota podle OECD (www.oecd.org/) byly zjistovany
mimo jiné nasledujici udaje:

a) prijem domécnosti [USD]

b) vydaje na bydlenf [%]

)

)
¢) zaméstnanost [%]
d) ocekavana délka zivota [roky]
)

e) pocet vrazd na 100 000 obyvatel

Jednotlivymi variantami byly zvoleny zemé sousedici s CR: CR, Némecko, Ra-
kousko, Polsko, Slovensko. Hodnoty kritérii pro jednotlivé zemé jsou uvedeny v
tabulce.

kritérium
varianty | piij. dom. | vyd. na bydl. | zaméstn. | oc. dél. ziv. | vraz.
CR 16614 26 65 77,7 0,9
Rakousko 27541 22 72 80,7 0,5
Némecko 27692 22 71 80,5 0,8
Polsko 14508 26 59 75,2 1,6
Slovensko 15840 24 59 76,3 1,3

e Urcete typy jednotlivych kritérii a vyberte nedominované varianty.

e Stanovte kolektivné vahy jednotlivych kritérii pomoci Fullerova trojihelniku.
Preference kritérii stanovte hlasovanim.

e Stanovte vahy kritérii individualné pomoci Saatyho metody. Vysledky po-
rovnejte.



e Pro kolektivné stanovené vahy sefad’te alternativy metodami WSA a TOP-
SIS (vypocty muzete provadét v MS Excel, data naleznete v souboru oecd.xlsx)



Priklad 16: Stahnéte si aplikaci SANNA a podle navodu k pouziti aktivujte v
MS Excel. Provedte znovu tikony z piedchoziho piikladu s vyuzitim SANNY.

Priklad 17: Uvazujte vicekriterialni linearni model
z1 = 811 + 69 + 203 — max

29 = 3x1 + 4x9 + drz — min

za omezeni

4x1 4 229 + 23 < 36

T+ 219 — 223 < 12

x1, T2, w3 >0

e Naleznéte simplexovou metodou diléi optimalni feSeni

e Naleznéte simplexovou metodou kompromisni feSeni pti agregaci kritérii s
vahami vy = 0,5 a v, =0, 5.

e Naleznéte simplexovou metodou optimalni hodnotu prvniho kritéria, na-
stavime-li aspiracni uroven pro ze na hodnotu 10.

Priklad 18: Uvazujme nutriéni problém sestaveni denniho jidelnicku pro 100
osob, pricemz k dispozici mame 9 druhu zakladnich potravin. Slozeni potravin
z hlediska dulezitych vyzivovych komponent a jejich ceny (vSe pfepocteno na
100g potraviny), viz tabulka:

energ. | bilk. | Fe |vit. A | vit. C | chol | cena
kJ] | [g] |[mg]| [jed] | [mg] | [mg] | [K¢]
maso vept. | 1200 | 18,4 | 3,1 20 0 83 12
maslo 3000 | 0,6 | 0,2 | 2500 0 120 | 11,2
chleba 1160 | 7,2 | 0,8 0 0 1 1,5
brambory | 300 1.6 | 0,6 40 10 1,2
jablka 240 0 0,5 60 2 0 1,5
eidam 1260 | 31,2 | 0,6 | 1100 0 71 | 10,6
kure 650 |20,2| 1,5 0 0 b7 6
jogurt 450 7 0,2 | 260 0 11 | 4,5
jahody 150 0 0,8 60 60 0 12

Nutri¢ni odbornici stanovili, ze denni davka vyzivy pro dospélého by méla obsa-
hovat minimalné 80 g bilkovin, 15mg Zeleza, 6000 jednotek vitaminu A a 200 mg




vitaminu C. Pro zajisténi celodenniho stravovani pro 100 osob mame sestavit
optimalni skladbu jidelnicku pfi respektovani doporuceni nutricnich expertu a
soucasné s co nejvyssi energetickou hodnotou, co nejmensim obsahem choleste-
rolu a za co nejméné penéz, pritom mame k dispozici maximéalné 40 kg kazdé
potraviny. Vyzkousejte ruzné piistupy vicekriteridlniho programovani.

Linearni lomené programovani, Analyza datovych obalt

Priklad 19: Uvazujme tlohu linedrniho lomeného programovani minimalizovat
funkci

2 ro+3
f(.ﬁUl,QTQ,xg) — %

za podminek
Ty — T+ 23 <D
i) 2 3

X1,T3 Z 0

a) Linearizujte tlohu pomoci vhodné substituce
b) Vyfteste linearizovanou tlohu

¢) Zkontrolujte fesenf pomoci Regitele

Priklad 20: Uvazujte DEA model pro 8 nemocnic¢nich oddéleni, jejichz vykon
je charakterizovan nésledujicimi hodnotami:

Jednotka 01102[03]04|05]|06|07]|08
personal 716 |6 | 8105|415

pacientu ambulantné 21 124 | 42 | 16 | 50 | 45 | 40 | 60
hospitalizovanych pacientu | 63 | 36 | 48 | 40 | 40 | 15 | 24 | 10

a) Znazornéte graficky. Uvazujte konstantni vynosy z rozsahu a najdéte efek-
tivni hranici.

b) Pro 5. oddéleni urcete graficky miru efektivity a naleznéte jeho referencni
jednotky pfi orientaci na vystupy.



c¢) Sestavte vstupové orientovany CCR model pro 5. oddélent a vyteste pomoci
fesitele (nutno zvolit metodu GRG nonlinear)

d) Linearizujte vstupové orientovany CCR model pro 5. oddéleni a vyfeste
pomoci tesitele ( metodou Simplex LP)

Piiklad 21: (BCC model, zpracovano dle J. a M. Zouharovych z VSE) Nésledujici
tabulka zachycuje pocet lektoru (v desitkdch) a pocet tispésnych absolventu (ve
stovkach) za posledni rok pro jisté vysoké skoly A az D.

skola AB|C|D
lektortu [10] 113|715
absolventu [100] |3 |5 |7 |4

e V grafu s osami vstup a vystup zachytte efektivni hranici pii variabilnich
vynosech z rozsahu. Porovnejte pocet efektivnich jednotek pti predpokladu
VRS s pripadem CRS.

e Najdéte vstup, vystup a referencni jednotky pro virtualni jednotku D,
ve vstupové orientovaném modelu (input-oriented), spoctéte efektivnost D
podle tohoto modelu.

e Najdéte vstup, vystup a referen¢ni jednotky pro virtualni jednotku D, ve
vystupové orientovaném modelu (output-oriented), spoctéte efektivnost D
podle tohoto modelu.

Priklad 22: (Uloha Mgr. Jany Kaléevové, PhD z VSE)
Uvazujte model DEA s 2 vstupy, 3 vystupy a 10 hodnocenymi jednotkami:

X (vstupy)

3254234713552
5 (456 135(65/10| 5|7 |74
Y (vystupy)
40 | 45 | 55| 28 | 48 | 80|45 |70 | 45|45
55 50 |45 ] 50 | 20 | 65|64 |65 |65 |40
30140 [ 30| 25 | 65 | 57 |42 | 48|40 | 44

Najdéte vSechny efektivni jednotky, uvazujete - li



a) CCR model orientovany na vstupy

)

b) CCR model orientovany na vystupy

¢) BCC model orientovany na vstupy
)

d) BCC model orientovany na vystupy
Najdéte pro 3. jednotku referencni efektivni jednotky, uvazujete-li

a) CCR model orientovany na vstupy

b) BCC model orientovany na vystupy

K vypoctum pouzijte aplikaci DEA.



