Kapitola 4

Maticovy pocet

Resené piiklady
1. Uzaviena ekonomika a IS-LM model’

Méjme uzavienou ekonomiku, kterou lze popsat systémem rovnic popisujicim rovnovédhu na trhu statkt a trhu
penéz - IS a LM vztah. Trh statk (IS ¢ast modelu) je popsana rovnicemi:

C=15+0,8(Y—T),
T = —25+0,25Y,
I=65—R,

G =94,

kde C je spotfeba, T dariové piijmy, Y agregatni vystup, I investice, R iirokova sazba a G vladni vydaje. Trh
penéz (LM ¢ast modelu) 1ze popsat pomoci rovnic
L =5Y —50R
M = 1500,

kde L je poptavka po penézich a M je fixni nabidka penéz. Naleznéte rovnovdznou troven Y a R. Vypocitejte
vladni deficit (nebo prebytek) a obchodni deficit (nebo pfebytek) v rovnovéze.

Zadany systém rovnic lze pfevést do maticovému zapisu Ap = b, kde A je 2 x 2 matice koeficientt, pje2 x 1
vektor zahrnujici Y a R a p je 2 x 1 vektor konstant. V prvnim kroku nalezneme rovnice rovnovéhy na trhu
zbozi a trhu penéz - nalezneme IS a LM kfivky. IS kfivku nalezneme jako soucet Y = C + I 4 G:

Y=C+I+G,
Y =15+0,8(Y — (—25+0,25Y)) + 65 — R + 94,
Y = 485 —2,5R.

Rovnovahu na trhu penéz Ize popsat pomoci LM kiivky a ta odpovidé situaci kdy L = M:

1500 = 5Y — 50R,
300 =Y — 10R.

1Ptiklad vychazi z Hoy (2011).



IS a LM ktivky ndm nyni ddvaji soustavu rovnic o dvou nezndmych

Y +2,5R =485,
Y — 10R = 300,

1 25 1[Y] [48
1 -10 R | ]300 |°
Jednoduchymi tipravami ziskdme R a Y
Y] [1 251 '[485 ] [ 448
R| |1 -10 300 | | 14,8 |°

Rovnovédznd hodnota vystupu a trokové sazby v nasi ekonomice je [Y, R] = [448;14,8]. Odtud 1ze snadno
vypoditat dafiovy pifjem T = 25 4 0,25(448) = 87 a stanovit vladni deficitjako T — G = 87 — 94 = —7.

které 1ze prepsat do tvaru

2. Mzdovéi mezera a mezinarodni obchod 2

Mzdova mezera mezi vice vzdélanymi a relativné méné vzdélanymi pracovniky se v 80. letech v USA zna¢éné
zvétsila. Ve stejném obdobi se obchod s rozvojovymi zemémi zacal vice podilet na americkych importech. Radi
bychom zjistili, zda je vét5 mezinarodni konkurence moznym zdrojem rostouciho mzdového nepomeéru. Moz-
nou spojitost mezi témito dvéma trendy ukazuje teorie mezindrodniho obchodu jinak zndma jako Stolper—
Samuelsontiv efekt.

V nasem piikladu budeme uvazovat jednoduchy model obchodu, kde existuji pouze dva vyrobni faktory, a to
vzdélana (S) a nevzdéland (U) pracovni sila. Tato zemé produkuje pouze dva statky, textil (T) a pocitace (C).
Produkce je popsédna tzv. technickymi koeficienty a;;, z nichz kazdy popisuje mnozstvi pouzitého vstupu i (S
nebo U) k vyrobé produktu j (T nebo C). Tyto koeficienty jsou
aur = %, ast = STT, auc = %/ asc = %Cf

kde U¢ a Sc jsou pocty nevzdélanych a vzdélanych pracovnikii v pocitacovém pramyslu a Ur, St jsou pocty
nevzdélanych a vzdélanych pracovniki v textilnim primyslu. Pro nasi aplikaci pfedpoklddame, Ze tyto tech-
nické koeficienty jsou konstantni.

Dale zavedeme pfedpoklad dokonale konkurenéniho trhu, ktery implikuje nulovy zisk. Také vime, Ze celkové
mzdy se musi rovnat celkovym trzbdm. Oznac¢ime tedy mzdu pro nevzdélané pracovniky jako w a pro vzdélané
pracovniky jako s. Podminky nulového zisku pak jsou:

Ucw + Scs = pcC,
Urw + Sts = pr1,

kde pc a pr znadi pfislusné ceny pocitacii a textilu. Obé podminky miizeme podélit celkovym vystupem v kaz-
dém odvétvi, ¢imz dostaneme

U, S
Tt s =pe
u S
TTZ/U+TTSZPT.

2P¥iklad vychézi z Klein (2002) str.109.



Vsimnéte si, Ze tyto rovnice odpovidaji technickym koeficientiim. Takovy systém tedy miiZe byt vyjadfen jako
Aw = p, kde A je matice technickych koeficienttl, w je vektor mezd a p je vektor cen, tj.

(i 2)(2)- (%)

ayc  asc s pc )’

Nyni vypocitdme determinant matice A jako |A| = ayrasc — aycagr. Tento determinant bude kladny pokud
se v textilni vyrobé vyuziva nevzdélana pracovni sila relativné vice nez p¥i vyrobé pocitaci (tedy ayr/ast >
ayc/asc). Budeme predpokladat, Ze tomu tak je. VSimnéte si, Ze pokud by relativni vyuZiti pracovni sily bylo
stejné, pak by byl determinant nulovy. To by znamenalo, Ze tato dvé odvétvi jsou v podstaté totoznd. Zmény

v cené pocitadti nebo textilu ovlivituji mzdy obou skupin pracovniki. Regeni tohoto systému rovnic, w = A~ lp,
to pfimo ukazuje. S pouZitim ptedchozich vysledkt k nalezeni A~! dostdvame

|Al \ —auc aur pc s
V tomto modelu se efekt rostouctho obchodu s rozvojovymi zemémi projevi jako snizeni relativni ceny textilu.
Pokud pouZijeme komparativni statiku a uvaZujeme pokles v pr a neménné pc, pak mtiZeme feSeni pfepsat ve

tvaru zmén, ¢imz ziskame
1 [ asc  —asr Apr \ _ [ Aw
|A| —ayc ayr 0 o As ’

Vysledek ukazuje, Ze Aw = asc/|A|Apr a As = —ayc/|A|Apr. JelikoZ je Apr zdpornd, tento vysledek doka-
zuje, ze mzdy pro nevzdélané pracovniky se snizi a mzdy pro vzdélané pracovniky budou riist. Z toho vyplyva,
Ze spojitost mezi rostoucim obchodem s rozvojovymi zemémi a rtistem mzdové mezery mezi vzdélanymi a ne-
vzdélanymi pracovniky v USA je mozna.

3. Linearni regrese
Linearni regrese je dalsi oblast, kde 1ze vyuZzit maticovy pocet. Jednoduchym pfikladem linedrni regrese je
yi = po+ Pixi + €,

kdei =1, ..., n, y; nazyvdme vysvétlovanou proménnou, ¢len By droviiovou konstantou, B regresnim koefici-
entem, x; vysvétlujicimi proménnymi a €; rezidui. Systém mtlizZeme rozepsat jako

y1 = Bo+ P1x1 + €1,

Y2 = Bo + B1x2 + €2,

Yn = Bo + PB1xn +€n,

Tento systém vSak mtizeme zapsat i maticové jako
Y =XB+e.

V tomto pfipadé jsou Y, B a € vektory a X oznacuje tzv. matici planu. Nase pfipadova matice planu (s jedinou
vysvétlujici proménnou) md rozmér n X k, kde k = 2 a nabyva nasledujici podoby

1 X1
1 X2
XxX=|1 xs
1 x,



Rozméry vektoru Y jsou n x 1, pro vektor § jsou rozméry k X 1 (v modelu jsou pouze By a B, tudiz k = 2),
rozméry vektoru rezidui jsou n x 1.

Nyni se podivejme na odvozeni vztahu pro odhad (estimator) p metodou nejmensich ¢tvercti. Nas odhad
chceme vytvorit tak, aby odpovidal co nejlépe datiim, kterd mame k dispozici. Metoda nejmensich ¢tverctt
je jednim ze zptlisob, které l1ze vyuzit. Metoda je zaloZena na minimalizaci souctu ¢tvercti rezidui, ktery je dan
vyrazem

Rezidua mtizeme v maticovém zapisu vyjadfit jako € = Y — XpB, vyraz, jehoZ minimum hleddme, miizeme tedy
zapsatjako (Y — XB)T (Y — XB), kde vrchni index T zna&i standardné transpozici. Tento vyraz nyni zderivujeme
vzhledem k B. Derivovani matic ma podobna pravidla, jako derivovani jednoduchych vyrazt, tato pravidla zde
vsak nebudeme dopodrobna rozebirat. Derivaci ziskame

T (Y= XB)T (Y= XB) = —2XT (Y- Xp).

PoloZenim tohoto vyrazu rovno 0 (hleddme minimum souctu ¢tvercti rezidui) a vydélenim dvéma dostaneme
—XT(Y -XxB) =0,
z ¢ehoZ tpravou ziskame tzv. normadlni rovnici, kterd je ve tvaru
xTy = (XTXx)B.

Z této rovnice jiz vektor regresnich koeficientt ziskdme vynasobenim inverznf matici k matici (X X), tj. matici
(XTX)~1. Touto tpravou dojdeme k velmi zndmému vzorci

B=(xTx)"xTy,

kterd nam ¥ik4, jak budou vypadat jednotlivé odhady prvki v matici f. V tomto jednoduchém ptikladu tedy
prvku Bo, ktery udava prisecik regresni pfimky s osou y a 1, ktery urcuje jeji sklon.

Nyni si s vyuZzitim vysledkti uvedenych vyse vyzkouSime provést jednoduchou linedrni regresi. Madme matici,
ve které jsou v prvnim sloupci hodnoty vysvétlované proménné (Y) a ve druhém sloupci hodnoty vysvétlujici
proménné (X)

0,05 0,12
0,18 0,22
0,31 0,35
0,42 0,38
0,5 0,49

Prepiste tuto matici do maticové zadané linedrni regrese a najdéte odhad matice § pomoci vzorce uvedeného
vyse.

Systém zapiSeme opét ve tvaru Y = X + ¢, v tomto ptipadé ziskdavame

0,05 1 0,12 €
0,18 1 0,22 €
031 [=]1 0,35 _([30 >+ €3
0,42 1 0,38 A1 €4
0,5 1 0,49 €5



Odhad matice regresnich koeficientii pak ziskdme vynésobenim matice X s matici X', tim dostaneme matici

i (5 1,56
X X= ( 1,56 0,5689 )

Nasledné provedeme inverzi této matice, ¢imz ziskdme

(XTX)*I 1 ( 0,5689 —1,56 > _ ( 1,38452  —3,79654 >

T det(XTX) \ —1,56 5 —3,79654 12,1684

Nyni si vypoéitame soudin X' Y, ¢éim2 dostaneme
Tv 1,46
XY= ( 0,5587 )

Nyni jiZ sta&f vynasobit posledni dva vysledky mezi sebou, &imz ziskame matici B, ve které jsou odhady para-
metra Bp a B, tj. mame

s [ Bo\ _ ATw—ivTy [ 1,38452  —3,79654 1,46 \ _ [ —0,0997277
p= ( 6 = EX)TXEY = 3 70651 12, 1684 05587 ) — \ 1,25554 J°

Prvni parametr je nd$ odhad prisec¢iku pfimky s osou y, druhy pak jeji sklon.

4. Definitnost matic a Choleského dekompozice

V této casti si ukdZeme, jak urcit definitnost matice a vypocitat Choleského rozklad. Uréeme nyni definitnost
matice

A= -1 2 -1

K tomu vyuZijeme znaménka vedoucich hlavnich minort, tj. spocitime mensi determinanty (subdeterminanty)
zadané matice. Prvni z nich je pouze determinant z prvku a1, j.

2| =2>0,
druhy je determinant matice 2x2, a to

2 -1
R e
Poslednim determinantem, ktery musime spocitat, je determinant matice A, ktery vypocteme Sarrusovym pra-
vidlem, ¢imZ ziskdme
2 -1 0
Al=| -1 2 —-1|=4-2-1=1>0.
0 -1 1

Z téchto vysledki tedy mtizeme Fict, Ze matice A je pozitivné definitni, nebot vSechny jeji vedouci hlavni mi-
nory jsou kladné.

Nyni si na pfikladu stejné matice A ukazeme i Choleského dekompozici. Hleddme matici T takovou, aby platilo
A = TTT. Prvni diagonalni prvek této matice (t11) ziskdme odmocnénim prvku aj1, v tomto pfipadé tedy mame

b1 = /an = V2.



Prvek ty; ziskdme jako podil

thy = a1 _ ;1
i V2
Prvek t3; pak dostaneme obdobné podilem
a 0
== =0

7 vz

Zatim tedy mame prvni fadek matice T, kterd je dolni trojithelnikova, coZ znamend, Ze pod hlavni diagonalou
jsou nulové prvky. Prozatimni vysledek je tedy ve tvaru

1
V2 -5 0
T=1 o 2 2
o o0

Prvek ty; vypocteme podle vzorce

e o () - L

Prvek t3; pak ziskdme nasledujicim zptisobem:

by = 32 ;27;311521 _—-1-0_ %
Vi
Nyni vypocteme posledni chybéjici prvek, t33, a to jako
2

Hledana matice T je tedy

1
V2 -5 0
— 3 2
r=1 o0 2 V3
o o

Ovéfeni vysledku ponechdme na ¢tenéfi.

Poznamka: ¢islovani jednotlivych prvkt v matici je zde v souladu s ¢islovanim vyuzitym na pfednasce. Prvni
¢islo v indexu tedy, ponékud netradi¢né, odpovida ¢islu sloupce, druhé pak ¢islu fadku.



NetesSené piiklady
Matematické piiklady

1. Méjme zadané matice A, Ba C

A= <72 151> b= Gi 712) €= (100 i g é)
(a) Ukazte, Ze plati A + B=B + A.
(b) Jaka je hodnota A — B?
(c) Jaké je hodnota (—A + 2B)C? Jakého rozméru nabyva vysledna matice?
(d) Naleznéte transponované matice AT, BTa CT.
(e) Ukazte, ze plati A(BC) = (AB)C.
(f) Ukazte, Ze plati (AC)T=CT AT.
(g) Plati CTC = CcCT?

(h) Jaka je dimenze pro jednotkovou matici ndsobku CI? Jakd je dimenze pro jednotkovou matici na-
sobku IC? Najdéte CI a IC.

2. Naleznéte matice X a Y (vlastni vypocty lze provést v softwaru)
1 2 3 -1 1 2
o (Ga)ee(z )00 1)
1 2 3 -1 4
(b)(_1 1)-X+3<2 3 >Y:<1
2 1 -1 2 0
(C)X'(o 3)+Y'(1 4)_(2
21 -1 2 0 3
@ (os)x (i) r=(27)

3. Gaussovou elimina¢ni metodou feSte soustavu rovnic a nasledné pomoci Frobeniovy véty zdlivodnéte
existenci a pocet feSeni.

(a) (©

x+y+z 0 2x+]/+3z = 6
4x+0y+14z = 28
(b) (d)
x+2y+3z—4u = 3 3x+2y+z+u 0
—2x+3y+4z+u = 3 x+4y—-2z4+u = 0
3x—1y—2z+2u = 8 3x+7y+z+u = 0
S5x+3y+3z+u = 22 6x +4y +2z+2u 0



4. Najdéte vlastni ¢isla matice A a pro nejvétsi vlastni ¢islo urcete vlastni vektor. Urcete determinant a stopu
matice.

2 3 2 -1 -1
(a)A=(3 _6> (c)A:(O—l 0)

0 2 1
4 2 0 1 -1 0
b) A= 21 0 (d) A= 0 1 -4
4 6 3 -1 0 4
5. Naleznéte determinant a inverzni matici matice A.
_(1-B B _(a—-p b
@a=("3"3) wa=("P 0

6. Urcete definitnost nasledujicich matic:

5 -6 —6 2 1 0
@ A= -1 4 2 e A=|1 -2 0
3 -6 —4 0 0 4
-4 1 1
111 HA=( 1 -1 0
by A= 1 3 3 1 0 -6
135
-9 -3 1
g A= -3 -1 0
SR N
©@A=12 4 10 3 2.0 =2
01 3 6 h)yA={ 0 3 -6
-2 —6 4
1 1 0 -8 0 4
dA=|1 2 =2 @A=| 0 -2 2
0 -2 6 4 2 -4

7. Provedte Choleského dekompozici matice A. Vzdy nejprve ovéite, zda se jednd o pozitivné-definitni
matici.

@a—( B 50 4 12 -16
A=\ 50 101 e A=| 12 37 -—43
Ly —16 —43 98
2 8 4 2
2 1 0 ®A=17 4 111
@A=|1 20 02 1 2
00 4
40 0 2
4 1 0 01 3 0
@ A=|1 4 -1 ®A=109 3 10 1
0 -1 2 20 1 3



Ekonomické piiklady

1. Pfedpokladejme dva trhy. Na prvnim trhu se obchoduje s cukrem a na druhém trhu s kdvou. Tyto dva
trhy jsou propojeny. Poptavku a nabidku na trhu s kdvou Ize zapsat pomoci rovnic

Dy =100 —5px — pe, Sk = —20+2py,
a poptavku a nabidku na trhu s cukrem pomoci rovnic
D.=80—4p:—2,, Sc=—-10+p,,
kde py je cena kdvy a p. cena cukru.

(a) Zapiste trh v rovnovaze tak, aby odpovidal maticovému zdpisu Ap = b, kde A je 2 x 2 matice
koeficienttl, p je 2 x 1 vektor cen a p je 2 x 1 vektor konstant.

(b) Naleznéte rovnovaznou cenu kavy a cukru.
2. Rozsifeny IS-LM model s ¢istymi exporty je zapsan rovnicemi:

C=15+0,8(Y —T),

T = —-25+0,25Y,

I =65-R,

G =94,

NX =50-10-0,1Y,
kde C je spotieba, T datové ptijmy, Y agregatni vystup, I investice, R tirokova sazba, G vladni vydaje
a NX jsou cisté exporty. Trh penéz (LM cast) 1ze popsat pomoci rovnic
L =5Y —50R,
M = 1500.

Naleznéte rovnovaznou droveni Y a R. Vypocitejte vlddni deficit (nebo pfebytek) a obchodni deficit (nebo
ptebytek) v rovnovaze.

3. ZjednoduSeny model narodnich p¥fjmu lze zapsat jako:

Y=C+I+G,
C=a+by,
kde nérodni pfijem (Y) a spotteba (C) jsou endogenni veli¢iny a investice (I) a vlddni vydaje (G) jsou
exogenni veli¢iny. Parametry a a b ve spotfebni funkci reprezentuji autonomni spotebu a mezni sklon ke
spottebé.
(a) Zapisté model pomoci matice koeficientti o velikosti 2 x 2, vektoru endogennich proménnych o ve-
likosti 2 x 1 a vektoru konstant o velikosti 2 x 1 (I 4+ G povaZujte za jednu konstantu).

(b) Tento model mitize byt také zapsan jako Ax = y, kde A je matice koeficientd, x je vektor endogennich
proménnych a y je vektor konstant. S pomoci znamého faktu, ze x = A~y naleznéte feseni tohoto
systému rovnic.

4. Ziskové funkce dvou vyrobcti letadel, evropské firmy Airbus a americké firmy Boeing, 1ze vyjadtit jako:

1
A=—=B+F,
5 +
B=—24+G
=3 ,

kde A je zisk vyrobce Airbusu, B je zisk vyrobce Boeingu, F je evropska vladni dotace pro vyrobce Airbusu
a G je americka vladni dotace pro vyrobce Boeingu.



(a) Vyjadrete rovnice jako maticovy systém, kde A a B jsou endogenni proménné a F a G jsou exogenni
promeénné.

(b) Naleznéte feSeni systému rovnic pokud vite, Ze obé vlady poskytnou dotaci 100 milionti dolart.

(c) Urcete, co se stane se zisky obou firem, pokud se evropska vladni dotace zvysi na 200 milionti dolar,
zatimco americka vladni dotace ztistane 100 miliont dolart.

. Nésledujici model determinuje exporty a importy v ekonomice jako:

X =1000 — 20E + 0, 2YF,
M =450 + 10E + 0,15Yp.

Exporty (X), importy (M) a redlny sménny kurz (E) jsou endogenni veli¢iny. Zahrani¢ni (Yr) a doméci
pifjem (Yp) jsou exogenni veli¢iny. Radi bychom prozkoumali dlouhodobé vlastnosti redlného sménného
kurzu. Pfedpokladdme tedy, Ze v dlouhém obdobi se exporty musi rovnat importtim.

(a) Zapiste model pomoci maticového systému.

(b) Pomociopakované substituce vyfeste systém rovnic pro redlny sménny kurz a pro rovnovazné mnoz-
stvi exportti nebo importtl, vyjadfené jako funkce zahrani¢nitho a doméciho pffjmu.

(c) Urcete vztah mezi zménou redlného sménného kurzu E a zménou zahrani¢niho pffjmu Y. Dédle
urcete vztah mezi zménou redlného sménného kurzu E a zménou domaciho p¥fjmu Yp.

(d) Pfedpokladejte, Ze béhem dlouhého obdobi se Yr zvysi o 100 a Yp zvysi o 90. Urcete, jak velkd je
zména E.

. Nésledujici maticovy systém, zapsany kompaktné jako Wo = g, odpovida Keynesidnskému makroeko-
nomickému modelu, kde AD je agregatni poptdvka, C je spotfeba, I jsou investice, Y je narodni p¥fjem
a r je trokové sazba,

1 -1 -1 0 AD 0
o1 0 -3 c | _ 2000
00 1 0 I 500 — 10007
1 0 0 -1 Y 0

Pouzijte maticové ndsobeni k ziskani rovnic, které popisuji dany model.
. Pfedpokladejme jednoduchy Keynesiansky makroekonomicky model

C =200+0,8Y,
Y=C+I+G,
I = 1000 — 2000R,

kde C je spotfeba, Y agregatni vystup, I investice a navic to jsou endogenni veli¢iny. Déle zna¢ime R jako
urokovd sazba a G jako vladni vydaje. R a G jsou exogenni veli¢iny.

(a) Sestavte matici 3 x 3 parametrd, vektor 3 X 1 endogennich proménnych a vektor 3 x 1 exogennich
proménnych.

(b) Najdéte inverzni matici k matici parametrd.

(c) Uvazujte efekt sniZeni vladnich vydaji G o 50 s dopadem na agregatni vystup Y.

(d) Uvazujme nyni, Ze je spotfeba zavisla na drokové sazbé C = 200 + 0, 8Y — 1000R. Diskutujte zmény
ve vysledcich s pfedchozimi body (a)-(c). Zamyslete se nad ekonomickou interpretaci této zmény.
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