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P°edná²ky

▶ Sobota 18.9. 16:00�19:50, P103

▶ Sobota 9.10. 12:00�15:50, P103

▶ Pátek 3.12. 16:00�19:50, P304

▶ Pokud máte jakýkoliv dotaz k £emukoliv b¥hem hodiny, rovnou
se ptejte, ne£ekejte s dotazy.

▶ V období mezi p°edná²kami se o£ekává, ºe si projdete
probranou látku. S p°ípadnými dotazy se na mne m·ºete
obrátit na email, Teamsy, p°ípadn¥ na konci následující hodiny.
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Zkou²ky

Termín Den �as Místnost
� 11.12.2021 12:00 VT105

�+O 15.1.2021 12:00 VT105
O 29.1.2021 12:00 VT204

▶ Prosím zapisujte se ideáln¥ uº na první termín, aby jste mohli
pln¥ vyuºít i termíny opravné (p°i p°ípadném neúsp¥chu).
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Poºadavky pro úsp¥²né ukon£ení

▶ Podrobn¥ji ve Studijních materiálech v ISu, sloºka Organiza£ní
pokyny.

▶ Odevzdání v²ech 5ti odpov¥dník· b¥hem semestru (online).
▶ 1. odpov¥dník: 19.9.-3.10.
▶ 2. odpov¥dník: 10.10.-24.10.
▶ 3. odpov¥dník: 31.10.-14.11.
▶ 4. odpov¥dník: 14.11.-28.11.
▶ 5. odpov¥dník: 5.12.-19.12.

▶ Odevzdání odpov¥dník· ⇒ p°ipu²t¥ní ke zkou²ce.
▶ Aº 5 bod· za odpov¥dník (body v poznámkovém bloku v ISu).
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Poºadavky pro úsp¥²né ukon£ení

▶ Zkou²ka písemná £ást (60b) a ústní £ást (20b).
▶ Hodnocení:

F - do 50ti bod·,
E - 50 - 60 (bez) bod·,
D - 60 - 70 (bez) bod·,
C - 70 - 80 (bez) bod·,
B - 80 - 90 (bez) bod·,
A - 90 bod· a více.
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Jakékoli opisování, zaznamenávání nebo vyná²ení test·, pouºívání
nedovolených pom·cek jakoº i komunika£ních prost°edk· nebo jiné
naru²ování objektivity zkou²ky (zápo£tu) bude povaºováno za
nespln¥ní podmínek k ukon£ení p°edm¥tu a za hrubé poru²ení
studijních p°edpis·. Následkem toho uzav°e vyu£ující zkou²ku
(zápo£et) hodnocením v ISu známkou "F"a d¥kan zahájí
disciplinární °ízení, jehoº výsledkem m·ºe být aº ukon£ení studia.
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Obsah p°edná²ek

▶ 1. blok
▶ Výroková logika
▶ Matice
▶ Lineární nezávislost
▶ Determinanty a inverzní matice
▶ Soustavy lineárních rovnic

▶ 2. blok
▶ Vlastní £ísla a vektory
▶ Funkce a limity
▶ Derivace

▶ 3. blok
▶ Optimalizace funkce jedné prom¥nné
▶ Funkce dvou prom¥nných
▶ Neur£itý a ur£itý integrál
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Literatura

▶ SYDSÆTER, Knut, Peter J. HAMMOND, Arne STRØM a
Andrés CARVAJAL: Essential mathematics for economic
analysis. Fifth edition. Harlow: Pearson, 2016. xvi, 807. ISBN
9781292074610.

▶ BAUER, Lubo², Hana LIPOVSKÁ, Miloslav MIKULÍK a Vít
MIKULÍK: Matematika v ekonomii a ekonomice. První
vydání. Praha: Grada Publishing, a.s., 2015. 352 s. ISBN
978-80-247-4419-3.

▶ Dal²í literatura je uvedena v informacích o p°edm¥tu.
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P°edná²ka
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Výroková logika - výrok

▶ Logika - v¥da, která se zabývá usuzováním, pravdivostí,
dokazatelností a vyvratitelností.
▶ ��íslo 6 je d¥litelné 3 a zárove¬ 4.�

▶ Výrok: kaºdá oznamovací v¥ta, u které lze ur£it pravdivost.
▶ �Jablko je ovoce� (pravdivý výrok).
▶ ��íslo 8 je prvo£íslo� (nepravdivý výrok).
▶ �ESF je nejlep²í fakulta na sv¥t¥� - NENÍ výrok.

▶ Atomický výrok: nejjednodu²²í výrok.
▶ ��íslo 6 je d¥litelné 3.�
▶ ��íslo 6 je d¥litelné 4.�
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Výroková logika - spojky

▶ Výrokové spojky:
∧ konjunkce - �a� - �a sou£asn¥� ,
∨ disjunkce - �nebo� ,
⇒ implikace - �jestliºe . . . pak� ,
⇔ ekvivalence - �práv¥ tehdy, kdyº� - �tehdy a jen tehdy, kdyº� ,
¬ negace.

Example

Sn¥dl jsem jablko. Sn¥dl jsem hru²ku.
Sn¥dl jsem jablko a hru²ku. (konjunkce)
Sn¥dl jsem jablko nebo hru²ku. (disjunkce)
Jestliºe jsem sn¥dl jablko, pak jsem sn¥dl i hru²ku. (implikace)
Sn¥dl jsem jablko práv¥ tehdy, kdyº jsem sn¥dl hru²ku.
(ekvivalence)
Nesn¥dl jsem jablko. (negace)

Martin Chvátal Výroková logika



Výroková logika - formule

▶ Formule: sloºení atomických výrok· pomocí spojek.
▶ Vý²e uvedené p°íklady jsou formule.
▶ Výroky zna£íme pomocí velkých písmen.

Example

A . . . �Sn¥dl jsem jablko,�
B . . . �Sn¥dl jsem hru²ku.�

A ∧ B, (konjunkce)
A ∨ B, (disjunkce)
A ⇒ B, (implikace)
A ⇔ B, (ekvivalence)
¬A. (negace)
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Výroková logika - pravdivost

▶ Pravdivost:
▶ atomický výrok platí −→ pravdivost 1,
▶ atomický výrok neplatí −→ pravdivost 0,
▶ pro formule viz tabulka níºe

A B A ∧ B A ∨ B A ⇒ B A ⇔ B

1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

¬A ¬B ¬(A ⇒ ¬B) ¬A ⇒ B ¬B ⇒ ¬A
0 0 1 1 1
0 1 0 1 0
1 0 0 1 1
1 1 0 0 1
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Výroková logika - pravdivost

Example

A<-c(T,T,F,F);B<-c(T,F,T,F)
A& B
A | B
imp<-function(A,B){!A | B}
imp(A,B)
eqv<-function(A,B){(A& B)|(!A & !B)}
eqv(A,B)
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Výroková logika - pravdivost

▶ Negace
A B A ∧ B A ∨ B A ⇒ B A ⇔ B

1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1

¬A ¬B ¬A ∨ ¬B ¬A ∧ ¬B ¬B ∧ A (¬B ∧ A) ∨ (¬A ∧ B)

0 0 0 0 0 0
0 1 1 0 1 1
1 0 1 0 0 1
1 1 1 1 0 0
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Výroková logika - pravdivost

Example

Napi²te pravdivostní tabulku pro formuli A ⇒ (B ∧ ¬(A ∨ B)).
A B A ∨ B ¬(A ∨ B) B ∧ ¬(A ∨ B)

1 1 1 0 0
1 0 1 0 0
0 1 1 0 0
0 0 0 1 0

A ⇒ (B ∧ ¬(A ∨ B))

0
0
1
1

▶ Tautologie, kontradikce.
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Výroková logika - p°íklady

Example

Pan Spock kaºdé pond¥lí, úterý a st°edu lºe, kdeºto pan Dat lºe ve
£tvrtek, pátek a v sobotu. V ostatní dny mluví chlapci pravdu.
Jednou se ov²em potkali a prob¥hl následující rozhovor:

Pan Spock: �V£era jsem lhal.�

Pad Dat: �Jo, já taky.�

Který je den?

Spock
Pravda Leº

Dat
Pravda × ×
Leº £tvrtek ×
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Výroková logika - p°íklady

Example

Ze t°ídy byla ukradena t°ídní kniha. Podez°elí jsou Antonín, Barbora a Cyril.
Bylo zji²t¥no, ºe:

V dob¥ krádeºe nebyl ve t°íd¥ Antonín nebo tam nebyla Barbora.

Pokud v dob¥ krádeºe nebyla ve t°íd¥ Barbora, nebyl tam ani Antonín.

Cyril byl ve t°íd¥ práv¥ tehdy, kdyº tam nebyl Antonín.

Pachatel byl v dob¥ krádeºe ve t°íd¥ sám.

U koho má u£itel t°ídní knihu hledat?

A B C ¬A ∨ ¬B ¬B ⇒ ¬A C ⇔ ¬A
1 0 0 1 0 1
0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 1 1
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Predikátová logika

Kvati�kátory

∀ Pro v²echny - ∀x ∈ (−2, 5) : |x | < 6.

∃ Existuje - ∃x ∈ (−2, 5) : |x | < 1.

Negace
▶ ¬ (∀x : A) ⇔ ∃x : ¬A
▶ ¬ (∃x : A) ⇔ ∀x : ¬A

Example

De�nice limity L v bod¥ a

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ Oa : |x − a| < δ ⇒ |f (x)− L| < ε.
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Matice

▶ dvojrozm¥rné obdélníkové pole £i tabulka £ísel, které chápeme
jako jeden objekt

▶ matice A o rozm¥ru m × n :

A =

á
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

am1 am2 . . . amn

ë
Example

Matice A o rozm¥ru 2× 3 :

A =

Å
1 0 1
π e

√
2

ã
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Matice

Example

Zapi²te matici 2× 2 zadanou prvky aij = i + j − 1.

A =

Å
1 2
2 3

ã
Example

(A <- matrix(c(1, 2, 2, 3), 2)) ... po sloupe£cích zadáváme

▶ £tvercová matice: m = n.

▶ °ádkový/sloupcový vektor: m/n = 1.
▶ Matice zna£íme velkými písmeny A,B, . . . a vektory malými

písmeny x , x, x⃗ , . . .

Martin Chvátal Matice



Matice
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Operace s maticemi

▶ ROVNOST: A = B, pokud mají stejný rozm¥r a prvky na
odpovídajících si pozicích se rovnají, tzn. aij = bij .

▶ S�ÍTÁNÍ: A± B = C , musí mít stejný rozm¥r a prvky na
odpovídajících si pozicích se£teme/ode£teme, tzn.
cij = aij ± bij .

▶ NÁSOBENÍ SKALÁREM: c · A = B, v²echny prvky
vynásobíme daným £íslem, tzn. bij = c · aij .

Example

Nalezn¥te £ísla a, b, c ∈ R, tak aby platila rovnostÅ
a 3

b − c c + 1

ã
=

Å
2 3
−2 4

ã
.

�e²ení: a = 2, c = 3, b = 1.

Martin Chvátal Matice



Operace s maticemi

▶ ROVNOST: A = B, pokud mají stejný rozm¥r a prvky na
odpovídajících si pozicích se rovnají, tzn. aij = bij .

▶ S�ÍTÁNÍ: A± B = C , musí mít stejný rozm¥r a prvky na
odpovídajících si pozicích se£teme/ode£teme, tzn.
cij = aij ± bij .

▶ NÁSOBENÍ SKALÁREM: c · A = B, v²echny prvky
vynásobíme daným £íslem, tzn. bij = c · aij .

Example

Nalezn¥te £ísla a, b, c ∈ R, tak aby platila rovnostÅ
a 3

b − c c + 1

ã
=

Å
2 3
−2 4

ã
.

�e²ení: a = 2, c = 3, b = 1.

Martin Chvátal Matice



Operace s maticemi

Example

M¥jme matice

A =

Å
1 1
−2 2, 5

ã
,B =

Å
7 3
−2 −4

ã
.

Ur£ete 2A a 2A+ B.

2A =

Å
2 2
−4 5

ã
2A+ B =

Å
9 5
−6 1

ã
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Operace s maticemi

Example

A <- matrix(c(1,-2,1,2.5),2)
B <-matrix(c(7,-2,3,-4),2)
Násobení skalárem:
2*A
2*A + B
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Operace s maticemi

▶ NÁSOBENÍ DVOU MATIC: C = A · B, kde A,B je matice o
rozm¥ru n ×m, resp. m × l a matice C je rozm¥ru n × l .
Prvky matice C vzniknou následovn¥: cij =

∑m
k=1 aik · bkj .

Example

A =

Å
1 1 3
2 3 4

ã
, B =

Ñ
−1 0
−2 −1
3 1

é
,

A · B =

Å
1 · (−1) + 1 · (−2) + 3 · 3 1 · 0+ 1 · (−1) + 3 · 1
2 · (−1) + 3 · (−2) + 4 · 3 2 · 0+ 3 · (−1) + 4 · 1

ã
=

Å
6 2
4 1

ã
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Operace s maticemi

Example

A <- matrix(c(1,2,1,3,3,4),2)
B <- matrix(c(-1,-2,3,0,-1,1),3)
Maticové násobení:
A %*% B
B %*% A
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Operace s maticemi

▶ asociativita: (A · B) · C = A · (B · C )

▶ distributivita zprava: (A+ B) · C = A · C + B · C )

▶ distributivita zleva: A · (B + C ) = A · B + A · C
▶ je-li c ∈ R, pak (c · A) · B = A · (c · B) = c · (A · B)
▶ obecn¥ NEPLATÍ komutativita A · B ̸= B · A

Example

Je-li A =

Å
1 1
3 4

ã
a B =

Å
0 1
−1 2

ã
, pak A · B =

Å
−1 3
−4 11

ã
, ale

B · A =

Å
3 4
5 7

ã
.
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Jednotková matice

▶ Pro reálná £ísla: a · 1 = a = 1 · a.
▶ Ozna£ení: I . �tvercová matice. Na hlavní diagonále jsou 1 a

v²ude jinde 0.

▶ I =

â
1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

ì
Example

A =

Å
1 2 3
4 5 6

ã
, I2 =

Å
1 0
0 1

ã
, I3 =

Ñ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

é
Pak

I2 · A = A · I3 = A.
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Jednotková matice

Example

A <- matrix(c(1,4,2,5,3,6),2)
I2 <- diag(2)
I3 <- matrix(c(1,0,0,0,1,0,0,0,1),3)
Musíme násobit matice �správných� rozm¥r·:
I2 %*% A
A %*% I3
Naopak dostaneme chybu:
I3 %*% A
A %*% I2
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Transponovaná matice

▶ Prohodíme sloupce a °ádky.
▶ Ozna£ení: AT nebo A′.

Example

A =

Å
1 2 3
4 5 6

ã
⇒ AT =

Ñ
1 4
2 5
3 6

é
A <-matrix(c(1,4,2,5,3,6),2);(t(A))

▶ Symetrická matice: A = AT .

Example

A =

Ñ
1 2 3
2 3 4
3 4 5

é
= AT
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Lineární závislost

▶ �ekneme, ºe vektory x1, x2, . . . , xn jsou lineárn¥ nezávislé,
jestliºe rovnice

a11x1 + a12x2 + · · ·+ anxn = 0⃗

má pouze triviální °e²ení, tzn. a11 = a12 = · · · = an = 0. V
opa£ném p°ípad¥ °íkáme, ºe jsou vektory lineárn¥ závislé.

▶ Lineární kombinace (levá strana), soustava rovnic

Example

M¥jme u =

Å
4
2

ã
, v =

Å
−2
−1

ã
. Z°ejm¥ platí

1 · u+ 2 · v =
Å
4
2

ã
+

Å
−4
−2

ã
=

Å
4− 4
2− 2

ã
=

Å
0
0

ã
,

vektory u, v jsou lineárn¥ závislé.
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Lineární závislost

Obrázek: Lineárn¥ závislé
vektory.

Obrázek: Lineárn¥ nezávislé
vektory.
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Hodnost matice

▶ Po£et lineárn¥ nezávislých sloupc·/°ádk· matice.
▶ Zna£íme h(A).

Example

Bu¤ A =

Å
1 0 2
0 1 4

ã
, I =

Ñ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

é
. Pak h(A) = 2, h(I ) = 3.
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Gaussova elimina£ní metoda

▶ Elementární °ádkové úpravy:
▶ vynásobení °ádku nenulovým £íslem,
▶ prohození dvou °ádk·,
▶ p°i£tení libovolného násobku jednoho °ádku k °ádku jinému.

▶ Dostáváme ekvivalentní matice (nesou stejnou informaci co se
závislosti tý£e).

▶ Upravíme do schodovitého tvaru.

Example

A =

Ñ
1 2 3
1 1 4
2 0 6

é
∼

Ñ
1 2 3
0 −1 1
0 −4 0

é
∼

Ñ
1 2 3
0 −1 1
0 0 −4

é
⇒ h(A) = 3
A<-matrix(c(1,1,2,2,1,0,3,4,6),3)
library(pracma)
rref(A)

Martin Chvátal Matice



Determinant

▶ �íslo, které p°i°adíme £tvercové matici, zna£íme det(A) nebo
|A|.
▶ regulární matice: det(A) ̸= 0
▶ singulární matice: det(A) = 0

▶ matice 1× 1 : det (a) = |a| = a

▶ matice 2× 2 : det

Å
a b
c d

ã
=

∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ad − bc

▶ matice 3× 3 :

det

Ñ
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

é
=

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33 +

a12a23a31 + a13a21a32 − a31a22a13 − a32a23a11 − a33a21a12
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Determinant

▶ Sarrusovo pravidlo (pouze pro matice 3× 3)

▶ |A| = |AT |
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Determinant - Laplace·v rozvoj

▶ Sníºí °ád matice pro výpo£et determinantu.
▶ |A| =

∑n
i=1(−1)i+jaij |Cij |, kde matice Cij vznikne z matice A

vynecháním i-tého °ádku a j-tého sloupce.
▶ Pro jednoduchost vybíráme °ádek £i sloupec s nejv¥t²ím

po£tem 0.
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Determinant - Laplace·v rozvoj

Example

Je-li A =

Ü
0 1 −1 2
1 0 0 2
1 −1 1 −1
0 2 −1 0

ê
, pak podle druhého °ádku

|A| = (−1)2+1 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
−1 1 −1
2 −1 0

∣∣∣∣∣∣+ (−1)2+2 · 0 ·

∣∣∣∣∣∣
0 −1 2
1 1 −1
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣+
(−1)2+3 · 0 ·

∣∣∣∣∣∣
0 1 2
1 −1 −1
0 2 0

∣∣∣∣∣∣+ (−1)2+4 · 2 ·

∣∣∣∣∣∣
0 1 −1
1 −1 1
0 2 −1

∣∣∣∣∣∣ =
1+ 0+ 0+ (−2) = −1

Example

A <- matrix(c(0,1,1,0,1,0,-1,2,-1,0,1,-1,2,2,-1,0),4);(det(A))
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Determinant - Laplace·v rozvoj

Example

Je-li A =

Ü
0 1 −1 2
1 0 0 2
1 −1 1 −1
0 2 −1 0

ê
, pak podle prvního sloupce

|A| = (−1)1+1 · 0 ·

∣∣∣∣∣∣
0 0 2
−1 1 −1
2 −1 0

∣∣∣∣∣∣+ (−1)2+1 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
−1 1 −1
2 −1 0

∣∣∣∣∣∣+
(−1)3+1 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
0 0 2
2 −1 0

∣∣∣∣∣∣+ (−1)4+1 · 0 ·

∣∣∣∣∣∣
1 −1 2
0 0 2
−1 1 −1

∣∣∣∣∣∣ =
0+ 1+ (−2) + 0 = −1
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Determinant - p°ímý výpo£et

▶ Má-li matice pod hlavní diagonálou samé 0, pak je
determinant roven sou£inu prvk· na hlavní diagonále.

▶ A =

á
a11 a12 · · · a1n
0 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
0 0 · · · ann

ë
⇒ |A| = a11 · a22 · · · ann

▶ Pomocí elementárních °ádkových úprav
▶ vynásobení °ádku nenulovým £íslem ⇒ determinant daným

£íslem vyd¥lím,
▶ prohození dvou °ádk· ⇒ determinantu zm¥ním znaménko,
▶ p°i£tení libovolného násobku jednoho °ádku k °ádku jinému

⇒ determinant nezm¥ním.
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Determinant - p°ímý výpo£et

Example

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −1 2
1 0 0 2
1 −1 1 −1
0 2 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 2
0 1 −1 2
1 −1 1 −1
0 2 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 2
0 1 −1 2
0 −1 1 −3
0 2 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 2
0 1 −1 2
0 0 0 −1
0 0 1 −4

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 2
0 1 −1 2
0 0 1 −4
0 0 0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 · 1 · 1 · (−1) = −1
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Inverzní matice

▶ pro reálná £ísla: a · 1
a = a · a−1 = 1

▶ Zna£íme A−1. De�nice: A−1 · A = A · A−1 = I .
▶ £tvercová matice
▶ regulární matice

Example

Je-li A =

Å
0 1
1 0

ã
, pak A−1 =

Å
0 1
1 0

ã
.

Example

Výpo£et inverzní matice k A =

Ñ
0 1 −1
1 0 2
1 2 1

é
.

A <- matrix(c(0,1,1,1,0,2,-1,2,1),3);(solve(A))
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Inverzní matice - Jordanova elimina£ní metoda

▶ Zapí²eme roz²í°enou matici a pomocí elementárních °ádkových
úprav získáme inverzní matici

(A|I ) ∼ · · · ∼
(
I |A−1

)
.

Example

A . . .

Ñ
0 1 −1 1 0 0
1 0 2 0 1 0
1 2 1 0 0 1

é
∼

Ñ
1 0 2 0 1 0
0 1 −1 1 0 0
1 2 1 0 0 1

é
∼Ñ

1 0 2 0 1 0
0 1 −1 1 0 0
0 2 −1 0 −1 1

é
∼

Ñ
1 0 2 0 1 0
0 1 −1 1 0 0
0 0 1 −2 −1 1

é
∼Ñ

1 0 0 4 3 −2
0 1 0 −1 −1 1
0 0 1 −2 −1 1

é
. . .A−1

▶ Ov¥°it.
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Adjungovaná matice a inverze

▶ Adjungovaná matice: adjA =

=

á
+|C11| −|C12| · · · (−1)1+n|C1n|
−|C21| +|C22| · · · (−1)2+n|C2n|

...
...

. . .
...

(−1)n+1|Cn1| (−1)n+2|Cn2| · · · (−1)n+n|Cnn|

ëT

,

kde matice Cij vznikly z A vynecháním i-tého °ádku a j-tého
sloupce.

▶ Inverzní matice: A−1 = adjA
|A| ,

▶ determinant musí existovat a být r·zný od 0.
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Adjungovaná matice a inverze

Example

M¥jme A =

Ñ
0 1 −1
1 0 2
1 2 1

é
. Nejprve spo£t¥me determinant a

poté adjungovanou matici.

|A| = 0+ 2+ (−2)− 0− 0− 1 = −1

adjA =

Ñ
−4 +1 +2
−3 +1 +1
+2 −1 −1

éT

=

Ñ
−4 −3 +2
+1 +1 −1
+2 +1 −1

é
Dohromady tedy

A−1 =

Ñ
+4 +3 −2
−1 −1 +1
−2 −1 +1

é
.
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Maticový zápis

▶ Systém lineárních rovnic:
a11x1 + a12x2 . . . + a1mxm = b1
a21x1 + a22x2 . . . + a2mxm = b2
...

...
. . .

...
...

an1x1 + an2x2 . . . + anmxm = bn
▶ Maticový zápis daného systému:á

a11 a12 . . . a1m
a21 a22 . . . a2m
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . anm

ë
︸ ︷︷ ︸

matice soustavy

·

á
x1
x2
...
xm

ë
︸ ︷︷ ︸

vektor neznámých

=

á
b1
b2
...
bn

ë
︸ ︷︷ ︸

vektor pravých stran

.

▶ A · x = b
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Maticový zápis

Example

Uvaºujme systém

2x1 + 3x2 − x3 = 7,
x1 − 3x2 + x3 = 3,
−x1 + 2x2 − 3x3 = 1.

Pak maticový zápis tohoto systému jeÑ
2 3 −1
1 −3 1
−1 2 −3

é
︸ ︷︷ ︸

A

·

Ñ
x1
x2
x3

é
︸ ︷︷ ︸

x

=

Ñ
7
3
1

é
︸ ︷︷ ︸

b

.
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Gausova elimina£ní metoda

▶ P°evedeme do maticového zápisu . . . roz²í°ená matice soustavy.
▶ Pomocí elementárních °ádkových úprav p°evedeme roz²í°enou

matici soustavy do tvaru, aby pod diagonálou byly samé 0.

Example

(A|b) ∼

Ñ
2 3 −1 7
1 −3 1 3
−1 2 −3 1

é
∼

Ñ
1 −3 1 3
2 3 −1 7
−1 2 −3 1

é
∼Ñ

1 −3 1 3
0 9 −3 1
0 −1 −2 4

é
∼

Ñ
1 −3 1 3
0 −1 −2 4
0 9 −3 1

é
∼Ñ

1 −3 1 3
0 −1 −2 4
0 0 −21 37

é
Martin Chvátal Systém lineárních rovnic



Gausova elimina£ní metoda

▶ P°evedeme zpátky do soustavy rovnic a danou soustavu
vy°e²íme.

Example

x1 − 3x2 + x3 = 3
− x2 − 2x3 = 4

− 21x3 = 37

⇒x3 = −37
21

⇒x2 = −4− 2 ·
Å
−37
21

ã
= −10

21

⇒x1 = 3+ 3 ·
Å
−10
21

ã
−
Å
−37
21

ã
=

70
21
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Gausova elimina£ní metoda

Example

�e²ení soustavy rovnic:
A<-matrix(c(2,1,-1,3,-3,2,-1,1,-3),3)
b<-c(7,3,1)
x<-solve(A,b)
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Cramerovo pravidlo

▶ Umoº¬uje p°ímý výpo£et soustavy lineárních rovnic (m = n):

x1 = |A1|
|A| ,

...
xn = |An|

|A| ,

kde matice Ai vznikne z matice soustavy A nahrazením i-tého
sloupce vektorem pravých stran.

Example

|A| =

∣∣∣∣∣∣
2 3 −1
1 −3 1
−1 2 −3

∣∣∣∣∣∣ = 18− 3− 2+ 3− 4+ 9 = 21
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Cramerovo pravidlo

Example

|A1| =

∣∣∣∣∣∣
7 3 −1
3 −3 1
1 2 −3

∣∣∣∣∣∣ = 63+ 3− 6− 3− 14+ 27 = 70

|A2| =

∣∣∣∣∣∣
2 7 −1
1 3 1
−1 1 −3

∣∣∣∣∣∣ = −18− 7− 1− 3− 2+ 21 = −10

|A3| =

∣∣∣∣∣∣
2 3 7
1 −3 3
−1 2 1

∣∣∣∣∣∣ = −6− 9+ 14− 21− 12− 3 = −37

⇒x3 = −37
21

, x2 = −10
21

, x1 =
70
21

.
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Determinant

▶ Co kdyº |A| = 0?

Example

Pro systém
x + y = 2

− x − y = − 2

je determinant matice soustavy∣∣∣∣ 1 1
−1 −1

∣∣∣∣ = 0.

▶ |A| = 0 zna£í, ºe jsou jednotlivé rovnice (°ádky matice) na
sob¥ lineárn¥ závislé.
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Po£et °e²ení soustavy rovnic

▶ Práv¥ jedno °e²ení:
▶ po£et lineárn¥ nezávislých rovnic = po£et neznámých,
▶ h(A) = h(A|b) = n.

▶ Nekone£n¥ mnoho °e²ení:
▶ po£et lineárn¥ nezávislých rovnic < po£et neznámých,
▶ h(A) = h(A|b) < n.

▶ �ádné °e²ení:
▶ kdyº dojdeme ke "sporu",
▶ h(A) < h(A|b).

Example

Systém
x + y = 2
x + y = 3

z°ejm¥ nemá ºádné °e²ení.
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Vlastní £ísla, vlastní vektory

▶ De�nice: Jestliºe pro nenulový vektor v a reálné £íslo λ platí

A · v = λv,

pak v nazýváme vlastní vektor a λ vlastní £íslo k matici A.
▶ Postup

A · v− λv = 0⃗

(A− λI ) · v = 0⃗

det(A− λI ) = 0

⇓
λ1, λ2, . . . , λn

(A− λi I ) · v = 0⃗

⇓
v1, v2, . . . , vn
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Vlastní £ísla, vlastní vektory

Example

Najd¥te vlastní £ísla a vlastní vektory matice A =

Å
4 −1
3 0

ã
.

|A− λI | =
∣∣∣∣4− λ −1

3 −λ

∣∣∣∣ = (4− λ) · (−λ)− 3 · (−1)

= λ2 − 4λ+ 3 = (λ− 3)(λ− 1) = 0

⇒ λ1 = 3, λ2 = 1

λ1 :

Å
1 −1
3 −3

ã
·
Å
v11
v12

ã
=

Å
0
0

ã
⇒ v1 =

Å
1
1

ã
λ2 :

Å
3 −1
3 −1

ã
·
Å
v21
v22

ã
=

Å
0
0

ã
⇒ v2 =

Å
1
3

ã
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Vlastní £ísla, vlastní vektory

Example

A<-matrix(c(4,3,-1,0),2)
eigen(A)
eigen(A)$values
eigen(A)$vectors
Vlastní vektor je libovolný násobek:
eigen(A)$vectors[,1]/eigen(A)$vectors[1]
eigen(A)$vectors[,2]/eigen(A)$vectors[3]
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Funkce

▶ Funkcí f : A → B nazýváme pravidlo/p°edpis, který prvk·m z
mnoºiny A p°i°adí nejvý²e jeden prvek z mnoºiny B.

▶ Mnoºinu prvk· z A, které se na n¥co zobrazí nazýváme
de�ni£ní obor D(f ) = {adéla, iva, veronika, barbora}.

▶ Mnoºinu prvk· z B, na které se n¥co zobrazí nazýváme obor
hodnot H(f ) = {kole£ko, obdélník, p¥tiúhelník, srdce}.

Martin Chvátal Diferencialní po£et



Funkce

▶ Funkci zadáváme p°edpisem, tabulkou, vý£tem prvk·.
▶ Reálná funkce reálné prom¥nné: A = B = R.
▶ Zadáváme p°edpisem: y = f (x).

Obrázek: Funkce f : y =
√
x , D(f ) = ⟨0,∞), H(f ) = ⟨0,∞)

Example

plot(function(x) sqrt(x), xlim=c(-1,9), col="red", lwd = 3,
ylab="y", main = "y=sqrt(x)")
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Funkce - de�ni£ní obor

▶ £itatel
jmenovatel

. . . jmenovatel ̸= 0
▶ 2n

√
argument . . . argument ≥ 0

▶ log(argument) . . . argument > 0

Example

Ur£ete de�ni£ní obor funkce f : y = 3x√
(x−1)2−1

. Máme tu dv¥

problémové funkce . . . zlomek a odmocninu. Nejprve se podíváme
na zlomek. Tedy ve jmenovateli nesmí být 0. �e²íme rovnici»

(x − 1)2 − 1 = 0

(x − 1)2 − 1 = 0

(x − 1)2 = 1

x1 = 2, x2 = 0

Tedy v de�ni£ním oboru nesmí být body 0 a 2.
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Funkce - de�ni£ní obor

Example

Dále pod odmocninou nesmí být záporné £íslo, tzn. °e²íme nerovnici

(x − 1)2 − 1 ≥ 0

(x − 1)2 ≥ 1

x ≥ 2 ∧ x ≤ 0

Dohromady máme D(f ) = (−∞, 0) ∪ (2,∞) = R \ ⟨0, 2⟩. Jelikoº
je v tomto p°íklad¥ ve jmenovateli zlomku pouze daná odmocnina,
mohli jsme to po£ítat najednou, jako (x − 1)2 − 1 > 0.
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Funkce, parita

▶ �ekneme, ºe funkce f je sudá, jestliºe D(f ) je symetrický
podle 0 a f (−x) = f (x).

▶ �ekneme, ºe funkce f je lichá, jestliºe D(f ) je symetrický
podle 0 a f (−x) = −f (x).

Example

Rozhodn¥te o parit¥ funkcí f (x) = x2+1
x3

a g(x) = x2+1
x+3

.

D(f ) = R \ {0}

f (−x) =
(−x)2 + 1
(−x)3

=
x2 + 1
−x3

= −x2 + 1
x3

= −f (x) ⇒ f je lichá

D(g) = R \ {−3} ⇒ g není ani sudá ani lichá
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Funkce, parita

▶ sudá - graf osov¥ symetrický podle osy y

▶ lichá - graf st°edov¥ symetrický podle po£átku

Obrázek: Funkce y = x2

2
je sudá. Obrázek: Funkce y = x3

9
je lichá.

Martin Chvátal Diferencialní po£et



Funkce, inverzní funkce

▶ Zna£íme f −1(x).
▶ De�nice: f (f −1(x)) = f −1(f (x)) = x .
▶ Existuje pouze pro prosté funkce (stále rostoucí £i stále

klesající).
▶ Grafy f a f −1(x) jsou osov¥ symetrické podle osy y = x .

Obrázek: Funkce y = e
x je inverzní k y = ln(x) a naopak.
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Funkce, inverzní funkce

Example

Ur£ete inverzní funkci k funkci f : y = x2 + 1.

f −1 :x = y2 + 1

x − 1 = y2

√
x − 1 = |y |

y = ±
√
x − 1

Funkce f není prostá ⇒ neexistuje inverze. Pokud bychom do
zadání p°idali de�ni£ní obor ⟨0,∞), pak by f −1 : y =

√
x − 1.

▶ D(f ) = H(f −1)

▶ H(f ) = D(f −1)
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Funkce, limita

▶ Limita - zkoumáme chování funkce v okolí ur£itého bodu
▶ v daném bod¥ spojitá/de�novaná → funk£ní hodnota
▶ jinak limita - �nekone£né p°iblíºení�

Example

x 1 0,1 0,01 0 -0,01 -0,1 - 1
sin x
x 0.8415 0.9983 0.9999 0.9999 0.9983 0.8415

lim
x→0

sin x

x
= 1

▶ �ekneme, ºe funkce f má v bod¥ x0 limitu L, jestliºe

∀ε > 0 ∃δ > 0 : ∀x ∈ R platí: |x − x0| < δ ⇒ |f (x)− L| < ε.

Zna£ení: lim
x→x0

f (x) = L.
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Funkce, limita zprava/zleva

▶ K bodu se m·ºeme blíºit zleva ( lim
x→x+

0

f (x)) nebo zprava

( lim
x→x−

0

f (x))

f (x) =
x2 − 1 . . . x < 0

0 . . . x = 0
−x2 + 1 . . . x > 0

▶ lim
x→x−

0

f (x) = −1

▶ lim
x→x+

0

f (x) = 1

▶ f (0) = 0
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Funkce, limita

▶ lim
x→0

sin x
x = 1

▶ lim
x→∞

ohrani£ená funkce
�nekone£no�

= 0

▶ lim
x→a

f (x) = lim
x→a

h(x) a f (x) ≤ g(x) ≤ h(x), pak

lim
x→a

g(x) = lim
x→a

f (x).

▶ Pokud lim
x→a

f (x) = A a lim
x→a

g(x) = B, pak

▶ lim
x→a

[f (x)± g(x)] = A+ B,

▶ lim
x→a

f (x) · g(x) = A · B,
▶ lim

x→a

f (x)
g(x) =

A
B , pro B ̸= 0.
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Funkce, limita - L'Hospitalovo pravidlo

▶ Pro limity typu ”0
0
” a ”± ∞

∞”.

▶ Pokud existuje lim
x→a

f ′(x)
g ′(x) , pak lim

x→a

f (x)
g(x) = lim

x→a

f ′(x)
g ′(x) .

Example

lim
x→∞

x2+6
x3−7x

=
∣∣∞
∞
∣∣ L′H
= lim

x→∞
2x

3x2−7
=

∣∣∞
∞
∣∣ L′H
= lim

x→∞
2
6x =

∣∣ 2
∞
∣∣ = 0

lim
x→∞

x + sin x

x
= lim

x→∞
1+ cos x = ∄

= lim
x→∞

1+
sin x

x
= 1
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Funkce, derivace

▶ De�nice: f ′(x0) = lim
x→x0

f (x)−f (x0)
x−x0

.

▶ Sm¥rnice te£ny v daném bod¥.
▶ Rovnice te£ny: y = f (x0) + f ′(x0) · (x − x0).
▶ Diferenciál

▶ f ′(x) < 0 . . . klesající
funkce

▶ f ′(x) > 0 . . . rostoucí
funkce

▶ f ′(x) = 0

▶ f ′′(x), f (3)(x), . . . , f (n)(x)
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Funkce, po£ítání derivací
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Funkce, po£ítání derivací

Example

tg ′x =
(
sin x
cos x

)′
= sin′ x ·cos x−sin x ·cos′ x

cos2 x
= cos2 x+sin2 x

cos2 x
= 1

cos2 xÄ
ex

2+3
ä′

= ex
2+3 · (x2 + 3)′ = ex

2+3 · (2x + 0) = 2xex
2+3

(
ln 1

x

)′
= 1

1

x

·
(
1
x

)′
= x ·

(
x−1

)′
= x ·

(
−1 · x−2

)
= − 1

x
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Funkce, extrémy

▶ Lokální extrémy
▶ Maximum - �p°ed� funkce roste, �po� funkce klesá.
▶ Minimum - �p°ed� funkce klesá, �po� funkce roste.

▶ Lokální extrém ⇒ f ′(x0) = 0.
▶ f ′(xi ) = 0 + tam kde není de�novaná ⇒ stacionární body =

kandidáti na extrém.
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Funkce, extrémy

Example

Obrázek: Funkce f : y = x2

2
. Obrázek: Funkce g : y = x3

9
.

Body, kde je derivace nulová jsou kandidáti na extrém.
f ′(x) = x ⇒ x1,f = 0 . . . minimum
g ′(x) = x2

3
⇒ x1,g = 0 . . . není extrém
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Funkce, konvexnost, konkávnost

▶ Konvexní funkce - v kaºdém bod¥ leºí �nad� te£nou.
▶ Konkávní funkce - v kaºdém bod¥ leºí �pod� te£nou.
▶ Derivace

▶ konvexní . . . f ′′(x) > 0,
▶ konkávní . . . f ′′(x) < 0,
▶ f ′′(xi ) = 0 ⇒ kandidáti na zm¥nu zak°ivení ⇒ in�exní body.
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Funkce, asymptoty

▶ Asymptota = te£na v nekone£nu.
▶ Asymptoty bez sm¥rnice

▶ kolmé na osu x , tzn. p°ímky x = xi
▶ v bodech nespojitosti,
▶ v krajích de�ni£ního oboru,
▶ lim

x→xi
f (x) = ±∞.

▶ Asymptoty se sm¥rnicí
▶ p°ímky y = ax + b, pro x jdoucí k plus/minus nekone£nu
▶ a = lim

x→±∞
f (x)
x ,

▶ b = lim
x→±∞

(f (x)− ax) .

Example

Funkce y = 1
x má asymptotu bez sm¥rnice x = 0 a se sm¥rnicí

y = 0.
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Pr·b¥h funkce

▶ Nalezneme nulové body zadané funkce.
▶ Ur£íme znaménka funkce na jednotlivých intervalech.
▶ Spo£teme derivaci.
▶ Nalezneme nulové body derivace.
▶ Ur£íme znaménka derivace na jednotlivých intervalech.
▶ Ur£íme extrémy.
▶ Spo£teme druhou derivaci.
▶ Nalezneme nulové body druhé derivace.
▶ Ur£íme znaménka druhé derivace na jednotlivých intervalech.
▶ Ur£íme in�exní body.
▶ Nalezneme asymptoty.
▶ Na£rtneme obrázek
▶ Rozhodneme o parit¥, ur£íme H(f ), globálnost extrém·.
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Funkce, globální extrémy

▶ Extrémy na celém de�ni£ním oboru:
▶ v bodech lokálních extrém·,
▶ v krajích de�ni£ního oboru.

Example

Funkce y = x2 má jeden lokální extrém, a ten je i extrémem
globálním.

Funkce na obrázku má dva lokální extrémy, ale ºádný globální.
Kdybychom si danou funkci vzali jen na intervalu ⟨2; 4⟩, m¥la by
funkce t°i lokální extrémy a dva globální.
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Taylor·v polynom

▶ Taylor·v polynom stupn¥ n se st°edem x0.
▶ De�nice: Tn(x , x0) =

f (x0)+ f ′(x0)(x − x0)+
f ′′(x0)

2
(x − x0)

2+ · · ·+ f (n)(x0)

n! (x − x0)
n.

▶ McLaurin·v polynom: x0 = 0.
▶ Aproximace funkce.
▶ Taylorova °ada: n = ∞.

Example

Ur£ete Taylor·v polynom t°etího stupn¥ funkce ln x se st°edem v
bod¥ 1.

f ′(x) = (ln x)′ =
1
x
, f ′′(x) =

Å
1
x

ã′
= − 1

x2
, f ′′′(x) =

Å
− 1
x2

ã′
=

2
x3

f (1) = 0, f ′(1) = 1, f ′′(1) = −1, f ′′′(1) = 2

Te¤ dosadíme do vzorce: T (x) = (x − 1)− (x−1)2

2
+ (x−1)3

3
.
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Taylor·v polynom

▶ Diferenciál:
▶ p°ír·stek na te£n¥,
▶ Taylor·v polynom prvního stupn¥, tzn.

Df (x) = f (x0) + f ′(x0)(x − x0),
▶ df (x) = f ′(x0)(x − x0).

Example

Pomocí diferenciálu odhadn¥te
√
9, 05. Nejprve si zvolíme st°ed

x0 = 9. Dále f ′(x) = (
√
x)′ = 1

2
√
x
. Nyní podle vzore£ku pro

diferenciál
√
9, 05 .

=
√
9+ 1

2
√
9
· 0, 05 .

= 3, 0083.
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Funkce více prom¥nných

▶ Funkce f : Rn → R, nap°.
f (x1, x2, . . . , xn) = x1 + x22 + x1xn + x2xn−1 − x7n .]

▶ Funkce dvou prom¥nných z = f (x , y) :
▶ graf je 3-rozm¥rný
▶ de�ni£ní obor je 2-rozm¥rný

Example

Ur£ete a znázorn¥te de�ni£ní obor funkce
f : z = ln

(
(1− x2 − y2)(x2 + y2 − 4)

)
.

a) 1− x2 − y2 > 0 ∧ x2 + y2 − 4 > 0
x2 + y2 < 1 ∧ x2 + y2 > 4

b) 1− x2 − y2 < 0 ∧ x2 + y2 − 4 < 0
x2 + y2 > 1 ∧ x2 + y2 < 4

D(f ) =
{
[x , y ] ∈ R2 : 1 < x2 + y2 < 4

}
.
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Funkce více prom¥nných

Example
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Parciální derivace

▶ Více prom¥nných, více sm¥r· ⇒ více derivací.
▶ Ve sm¥ru sou°adnicové osy - parciální derivace:

▶ f (x , y) ⇒ fx(x , y), fy (x , y)
▶ f (x , y , z) ⇒ fx(x , y , z), fy (x , y , z), fz(x , y , z)
▶ fx(x , y), fy (x , y), fxx(x , y), fxy (x , y), fyx(x , y), fyy (x , y),

. . . , fxyxxy (x , y), . . .
▶ derivujeme pouze podle jedné prom¥nné, ostatní chápeme jako

konstanty.

Example

Ur£ete v²echny parciální derivace funkce
f (x , y) = x2 + y2 − 2x + xy − 3 aº do °ádu 2.

fx(x , y) = 2x − 2+ y fy (x , y) = 2y + x
fxx(x , y) = 2 fxy (x , y) = 1
fyx(x , y) = 1 fyy (x , y) = 2
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Hledání extrém·

▶ Podobn¥ jak u funkcí jedné
prom¥nné:

▶ fx(x , y) = 0, fy (x , y) = 0 ⇒
kandidáti na extrém [xi , yi ].

▶ Hessova matice

H(x , y) =

Å
fxx(x , y) fxy (x , y)
fyx(x , y) fyy (x , y)

ã
.

▶ Dosadíme kandidáty a spo£teme determinant
▶ |H(xi , yi )| > 0 ∧ fxx(xi , yi ) > 0 ⇒ minimum,
▶ |H(xi , yi )| > 0 ∧ fxx(xi , yi ) < 0 ⇒ maximum,
▶ |H(xi , yi )| < 0 ⇒ není extrém (sedlový bod).

Martin Chvátal Diferenciální po£et funkce více prom¥nných



Hledání extrém·

Example

install.packages("plot3D")
library(plot3D)
X<- seq(-10,10, length.out = 20)
Y<- seq(-10,10, length.out = 20)
M<-mesh(X,Y)
x<-M$x
y<-M$y
z=x∧2 + y∧2
perspbox(x,y,z, bty = 'b2', ticktype = 'detailed', d = 2, main =
'funkce z=x∧2 + y∧2')
persp3D(x,y,z,add = T)
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Neur£itý integrál

▶
∫
f (x) dx

▶ Hledáme primitivní funkci F , aby F ′(x) = f (x).

▶
∫
f (x) dx = {F (x) + c}

Example

Nalezn¥te integrál
∫
7x dx .

Co musím zderivovat, abych dostal x . . . �n¥jaký násobek� x2

. . . (x2)′ = 2x . . . (7x2)′ = 14x . . . (7/2 · x2)′ = 7x . Takºe 7/2 · x2
je primitivní k 7x . Ale stejn¥ tak 7/2 · x2 − 3 a nebo 7/2 · x2 + π.
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Neur£itý integrál

Martin Chvátal Integrální po£et



Neur£itý integrál

Racionální lomená funkce:
∫ Pm(x)

Qn(x)
dx .

▶ Pokud je m ≥ n, nejprve pod¥líme,
▶ rozloºíme zlomek na parciální zlomky,
▶ zintegrujeme kaºdou £ást zvlá²´.

Rozklad na parciální zlomky:
▶ rozklad zlomku na sou£et zlomk· tvaru M

Nk ,

▶ N se nedá rozloºit, M má niº²í stupe¬ neº N.
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Rozklad na parciální zlomky

Example

Spo£t¥te
∫

3x
(x−1)(x2+2)

dx .

Jmenovatel více rozloºit nelze. Zapí²eme tedy obecné £leny:

3x
(x − 1)(x2 + 2)

=
A

x − 1
+

Bx + C

x2 + 2
.

Vynásobíme jmenovatelem a vy°e²íme vzniklou rovnici:

3x = A(x2 + 2) + (Bx + C )(x − 1).

Postupn¥ do rovnice dosadíme za x t°i r·zná £ísla:

x = 1 : 3 = 3A ⇒ A = 1,

x = 0 : 0 = 2− C ⇒ C = 2,

x = −1 : −3 = 3+ (−B + 2)(−2) ⇒ B = −1.
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Rozklad na parciální zlomky

Example

Máme tedy

3x
(x − 1)(x2 + 2)

=
1

x − 1
+

−x + 2
x2 + 2

.

Dosadíme zpátky do integrálu:∫
3x

(x − 1)(x2 + 2)
dx =

∫
1

x − 1
dx−

∫
x

x2 + 2
dx+

∫
2

x2 + 2
dx .

Spo£t¥me jednotlivé integrály:∫
1

x − 1
dx = ln(x − 1) + c1,∫

x

x2 + 2
dx =

1
2

∫
2x

x2 + 2
dx =

1
2
ln(x2 + 2) + c2,
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Rozklad na parciální zlomky

Example

∫
2

x2 + 2
dx =

∫
2

2
Ä
x2

2
+ 1
ä dx =

∫
1Ä

x√
2

ä2
+ 1

dx

=
√
2 arctg

Å
x√
2

ã
+ c3

Dohromady∫
3x

(x − 1)(x2 + 2)
dx = ln(x−1)+

1
2
ln(x2+2)+

√
2 arctg

Å
x√
2

ã
+c
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Substitu£ní metoda

▶
∫
f (x) dx =

∫
f (ϕ(x))ϕ′(x) dx

Example

Pomocí subs. metody spo£t¥te
∫
x sin x2 dx .∫

x sin x2 dx =

∣∣∣∣ z = x2

dz = 2x dx

∣∣∣∣ = ∫
1
2
sin z dz =

cos z

2
+ c

=
cos x2

2
+ c
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Substitu£ní metoda

▶ vºdy mohu substituovat cokoliv jakkoliv, ale chceme aby nám
to pomohlo

Example

Pomocí subs. metody spo£t¥te
∫

1
x ln2 x

dx .∫
1

x ln2 x
dx =

∣∣∣∣ z = ln x
dz = 1

x dx

∣∣∣∣ = ∫
1
z2

dz = −1
z
+ c = − 1

ln x
+ c∫

1

x ln2 x
dx =

∣∣∣∣ z = 1
ln x

dz = − 1
ln2 x

· 1
x dx

∣∣∣∣ = ∫
−1 dz = −z + c

= − 1
ln x

+ c
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Metoda per-partes

▶
∫
u · v ′ = u · v −

∫
u′ · v

▶ V p°ípadech jako:∫
P(x) ·sin x dx ,

∫
P(x) ·cos x dx ,

∫
P(x) ·ex dx ,

∫
P(x) · ln x dx

Example

Pomocí metody per-partes spo£t¥te
∫
x ln x dx .∫

2x ln x dx =

∣∣∣∣u = ln x u′ = 1
x

v ′ = 2x v = x2

∣∣∣∣ = x2 ln x −
∫

1
x
· 2x dx

= x2 ln x −
∫

2 dx = x2 ln x − 2x + c
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Ur£itý - Riemann·v integrál

▶ Integrál
∫ b
a f (x) dx na daném intervalu (a, b).

▶ Orientovaný obsah oblasti ohrani£ené zadanou k°ivkou, osou x
a p°ímkami x = a a x = b.

▶ Newton-Leibnitzova formule:∫ b
a f (x) dx = [F (x)]ba = F (b)− F (a), kde F je primitivní k f .

Example∫ π
−π cos x dx = [sin x ]π−π = sinπ − sin(−π) = 0
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Ur£itý - Riemann·v integrál

▶ Substitu£ní metoda - pokud transformujeme meze, není nutné
dosadit zpátky

Example

∫ e2

e

1

x ln2 x
dx =

∣∣∣∣∣∣∣∣
z = ln x
dz = 1

x dx
e2 → 2
e → 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∫ 2

1

1
z2

dz =

ï
−1
z

ò2
1

= −1
2
−
Å
−1
1

ã
=

1
2
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Ur£itý - Riemann·v integrál

▶ Per-partes -
∫ b
a u · v ′ = [u · v ]ba −

∫ b
a u′ · v

Example

∫ e

1

ln x dx =

∣∣∣∣u = ln x u′ = 1
x

v ′ = 1 v = x

∣∣∣∣ = [x ln x ]e1 −
∫ e

1

x · 1
x
dx

= e− [x ]e1 = e− e+ 1 = 1
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Nevlastní integrál

▶ Integrály do �nekone£na�
▶ �Utíká� :

▶ funkce -
∫
1

0

1

x dx → lim
a→0+

∫
1

a
1

x dx ,

▶ mez -
∫∞
1

1

x dx → lim
b→∞

∫ b

1

1

x dx .

Example

Spo£t¥te
∫ 1

−1
1
x2

dx .∫ 1

−1

1
x2

dx = lim
a→0−

∫ a

−1

1
x2

dx + lim
a→0+

∫ 1

a

1
x2

dx

= lim
a→0−

ï
−1
x

òa
−1

+ lim
a→0+

ï
−1
x

ò1
a

= lim
a→0−

ï
−1
a
− 1
ò
+ lim

a→0+

ï
−1+

1
a

ò
= ∞
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