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Pfiklad : Urcete defini¢ni obor funkce f(x) = 5.
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Inverzni funkce

Rekneme, Ze funkce f : A — B je prosta, jestlize v rliznych bodech nabyva
riznych hodnot, tedy Vxi,Xx € A: X1 # X2 = f(x1) # f(x2) .
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Obréazek: Schéma inverzni funkce
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Inverzni funkce

Priklad : Urcete funkci inverzni k f(x) = 3x + 5.

Reseni: Jde o prostou funkci z R na R. Z rovnice y = 3x + 5 vyjadfime x,
tedy: x = £2°. Proto f~'(y) = £3°. JelikoZ jsme zvykli pouzivat oznageni y
pro zavislou proménnou, piseme f~1(x) = %5

Priklad : Urcete funkci inverzni k f(x) = x2.

Reseni: Funkce f(x) = x2 neni na celém definiénim oboru prosta, inverze
tedy neexistuje. Zuzenim definiéniho oboru na A = (0, o) bychom dostali
prostou funkei f : A — A. Vime, Ze k ni inverzni funkci je f~1(x) = v/x.

Obrazek: f:R — A Obrazek:f: A— A
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Cyklometrické funkce

Definujeme je jako inverzni funkce ke goniometrickym funkcim.
Pro x € (—1,1) definujeme

arcsin x := u € (—3, 5), takoveé, ze sinu = x.

arccos x := u € (0, ), takové, Zze cos u = x.

Prox e R definujeme

arctg x := u € (-3, 5), takové, Ze tgu = x.

arccotg x := u € (0, w), takové, Ze cotgu = x.

4

y=arcsinx cul

T
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y=arccos(x)




Cyklometrické funkce

y=arccotgx




Slozena funkce

Mame-li funkce ¢ : A — Ba f: B — C, pak mizeme definovat slozenou
funkci F : A — C pfedpisem F(x) = f(¢(x)) . Funkci u = ¢(x) nazyvame
vnitfni slozkou a funkci y = f(u) vnéjsi slozkou funkce F.
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Mame-li funkce ¢ : A — Ba f: B — C, pak mizeme definovat slozenou
funkci F : A — C pfedpisem F(x) = f(¢(x)) . Funkci u = ¢(x) nazyvame
vnitfni slozkou a funkci y = f(u) vnéjsi slozkou funkce F.

F
Priklad : Urcete zakladni elementarni funkce, ze kterych je sloZzena funkce
_ 1
IV:(X) T osiny/x+1°
ReSeni: x - x+1 = vVx+1—=sinVx+1— Sm 1X+1
Tedy F(x) = f(g(h(j(x)))), kde j(x) = x + 1, h(j) = \/], g(h) = sinh,

kD\—*‘ N

f(g) =



Spojita funkce

Rekneme, Ze funkce f(x) je spojita v bodé a, jestlize existuje f(a) a pro
libovolnou pfesnost > 0 existuje Us(a) (6—okoli bodu a) takové, Ze pro
vSechna x z tohoto okoli plati: f(x) =~ f(a) (s pfesnosti ¢).
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Rekneme, Ze funkce f(x) je spojita v bodé a, jestlize existuje f(a) a pro
libovolnou pfesnost > 0 existuje Us(a) (6—okoli bodu a) takové, Ze pro
vSechna x z tohoto okoli plati: f(x) =~ f(a) (s pfesnosti ¢).

Poznamka : MGzeme téz definovat spojitost zprava &i zleva pro pravé i levé
5—okoli bodu a (U (a), resp. U; (a)).

Poznamka : Zakladni elementarni funkce jsou spojité ve véech bodech
definiéniho oboru.
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libovolnou pfesnost > 0 existuje okoli Us(xp) takové, ze pro vSechna x z
tohoto okoli plati: f(x) ~ « (s pfesnosti ¢). Potom piSeme limy_., f(X) =« .
Poznamka : Pokud je funkce x v bodé xg spojita, pak zfejmé v tomto bodé
ma limitu a plati lim,_., f(x) = f(xo).

PFiklad : Urgete limitu limy_,3 X2

xX+1°

Reseni: Funkce f(x) = jfj je spojita ve vSech bodech svého definicniho

oboru Df =R\ {—1}. Tedy lim,_,3 f(x) = f(3) = Z =2.

Priklad : UrCete limitu lim,_,, £=! *1

Regeni: Df =R\ {1}. Tedy funkce neni v bodé xp = 1 spojitd. Uréeme si
nékolik hodnot funkce v okoli bodu xg = 1.
X
f(x)




Limita funkce

Rekneme, Ze funkce f(x) ma limitu v bodé X, rovnu &islu o, jestlize pro
libovolnou pfesnost > 0 existuje okoli Us(xp) takové, ze pro vSechna x z
tohoto okoli plati: f(x) ~ « (s pfesnosti ¢). Potom piSeme limy_., f(X) =« .
Poznamka : Pokud je funkce x v bodé xg spojita, pak zfejmé v tomto bodé
ma limitu a plati lim,_., f(x) = f(xo).

PFiklad : Urgete limitu limy_,3 X2

xX+1°

Reseni: Funkce f(x) = jfj je spojita ve vSech bodech svého definicniho

oboru Df =R\ {—1}. Tedy lim,_,3 f(x) = f(3) = Z =2.

Priklad : UrCete limitu lim,_,, £=! *1

Regeni: Df =R\ {1}. Tedy funkce neni v bodé xp = 1 spojitd. Uréeme si
nékolik hodnot funkce v okoli bodu xg = 1.
X 1,1
f(x) | 2,1




Limita funkce

Rekneme, Ze funkce f(x) ma limitu v bodé X, rovnu &islu o, jestlize pro
libovolnou pfesnost > 0 existuje okoli Us(xp) takové, ze pro vSechna x z
tohoto okoli plati: f(x) ~ « (s pfesnosti ¢). Potom piSeme limy_., f(X) =« .
Poznamka : Pokud je funkce x v bodé xg spojita, pak zfejmé v tomto bodé
ma limitu a plati lim,_., f(x) = f(xo).

PFiklad : Urgete limitu limy_,3 X2

xX+1°

Reseni: Funkce f(x) = jfj je spojita ve vSech bodech svého definicniho

oboru Df =R\ {—1}. Tedy lim,_,3 f(x) = f(3) = Z =2.

Priklad : UrCete limitu lim,_,, £=! *1

Regeni: Df =R\ {1}. Tedy funkce neni v bodé xp = 1 spojitd. Uréeme si
nékolik hodnot funkce v okoli bodu xg = 1.
X 1,1 0,9
f(x) | 2,1 1,9




Limita funkce

Rekneme, Ze funkce f(x) ma limitu v bodé X, rovnu &islu o, jestlize pro
libovolnou pfesnost > 0 existuje okoli Us(xp) takové, ze pro vSechna x z
tohoto okoli plati: f(x) ~ « (s pfesnosti ¢). Potom piSeme limy_., f(X) =« .
Poznamka : Pokud je funkce x v bodé xg spojita, pak zfejmé v tomto bodé
ma limitu a plati lim,_., f(x) = f(xo).

PFiklad : Urgete limitu limy_,3 X2

xX+1°

Reseni: Funkce f(x) = jfj je spojita ve vSech bodech svého definicniho

oboru Df =R\ {—1}. Tedy lim,_,3 f(x) = f(3) = Z =2.

Priklad : UrCete limitu lim,_,, £=! *1

Regeni: Df =R\ {1}. Tedy funkce neni v bodé xp = 1 spojitd. Uréeme si
nékolik hodnot funkce v okoli bodu xg = 1.
X 1,1 0,9 1,01
f(x) | 2,1 1,9 | 2,01




Limita funkce

Rekneme, Ze funkce f(x) ma limitu v bodé X, rovnu &islu o, jestlize pro
libovolnou pfesnost > 0 existuje okoli Us(xp) takové, ze pro vSechna x z
tohoto okoli plati: f(x) ~ « (s pfesnosti ¢). Potom piSeme limy_., f(X) =« .
Poznamka : Pokud je funkce x v bodé xg spojita, pak zfejmé v tomto bodé
ma limitu a plati lim,_., f(x) = f(xo).

PFiklad : Urgete limitu limy_,3 X2

xX+1°

Reseni: Funkce f(x) = jfj je spojita ve vSech bodech svého definicniho

oboru Df =R\ {—1}. Tedy lim,_,3 f(x) = f(3) = Z =2.

Priklad : UrCete limitu lim,_,, £=! *1

Regeni: Df =R\ {1}. Tedy funkce neni v bodé xp = 1 spojitd. Uréeme si
nékolik hodnot funkce v okoli bodu xg = 1.
X 1,1 (09 | 1,01 | 0,99
f(x) | 2,1 1,9 | 2,01 | 1,99




Limita funkce

Rekneme, Ze funkce f(x) ma limitu v bodé X, rovnu &islu o, jestlize pro
libovolnou pfesnost > 0 existuje okoli Us(xp) takové, ze pro vSechna x z
tohoto okoli plati: f(x) ~ « (s pfesnosti ¢). Potom piSeme limy_., f(X) =« .
Poznamka : Pokud je funkce x v bodé xg spojita, pak zfejmé v tomto bodé
ma limitu a plati lim,_., f(x) = f(xo).

PFiklad : Urgete limitu limy_,3 X2

xX+1°

Reseni: Funkce f(x) = jfj je spojita ve vSech bodech svého definicniho

oboru Df =R\ {—1}. Tedy lim,_,3 f(x) = f(3) = Z =2.

Priklad : UrCete limitu lim,_,, £=! *1

Regeni: Df =R\ {1}. Tedy funkce neni v bodé xp = 1 spojitd. Uréeme si
nékolik hodnot funkce v okoli bodu xg = 1.
X i1 (09 | 1,01 | 0,99 | 1,001
f(x) | 2,1 1,9 | 2,01 | 1,99 | 2,001




Limita funkce

Rekneme, Ze funkce f(x) ma limitu v bodé X, rovnu &islu o, jestlize pro
libovolnou pfesnost > 0 existuje okoli Us(xp) takové, ze pro vSechna x z
tohoto okoli plati: f(x) ~ « (s pfesnosti ¢). Potom piSeme limy_., f(X) =« .
Poznamka : Pokud je funkce x v bodé xg spojita, pak zfejmé v tomto bodé
ma limitu a plati lim,_., f(x) = f(xo).

PFiklad : Urgete limitu limy_,3 X2

xX+1°

Reseni: Funkce f(x) = jfj je spojita ve vSech bodech svého definicniho

oboru Df =R\ {—1}. Tedy lim,_,3 f(x) = f(3) = Z =2.

Priklad : UrCete limitu lim,_,, £=! *1

Regeni: Df =R\ {1}. Tedy funkce neni v bodé xp = 1 spojitd. Uréeme si
nékolik hodnot funkce v okoli bodu xg = 1.
X 1,1 (09 | 1,01 | 0,99 | 1,001| 0,999
f(x) | 2,1 1,9 | 2,01 | 1,99 | 2,001 1,999




Limita funkce

Rekneme, Ze funkce f(x) ma limitu v bodé X, rovnu &islu o, jestlize pro
libovolnou pfesnost > 0 existuje okoli Us(xp) takové, ze pro vSechna x z
tohoto okoli plati: f(x) ~ « (s pfesnosti ¢). Potom piSeme limy_., f(X) =« .
Poznamka : Pokud je funkce x v bodé xg spojita, pak zfejmé v tomto bodé
ma limitu a plati lim,_., f(x) = f(xo).

Priklad : Ur&ete limitu lim,_3 ;‘ﬁ

Reseni: Funkce f(x) = jfj je spojita ve vSech bodech svého definicniho

oboru Df =R\ {—1}. Tedy lim,_,3 f(x) = f(3) = Z =2.

Priklad : UrCete limitu lim,_,, £=! *1

Regeni: Df =R\ {1}. Tedy funkce neni v bodé xp = 1 spojitd. Uréeme si
nékolik hodnot funkce v okoli bodu xg = 1.
X 1,1 (09 | 1,01 | 0,99 | 1,001| 0,999
f(x) | 2,1 1,9 | 2,01 | 1,99 | 2,001 1,999
Zavér: Pro x "blizici se k 1"se hodnoty funkce "blizi k Gislu 2".




Limita funkce

Véta : Pokud v néjakém okoli bodu xp plati: Vx # xo : f(x) = g(x), pak funkce
f(x) méa v bodé Xp limitu prave tehdy kdyz zde ma limitu funkce g(x) a plati

limy—x, F(X) = limy_x 9(x) .



Limita funkce

Véta : Pokud v néjakém okoli bodu xp plati: Vx # xo : f(x) = g(x), pak funkce
f(x) méa v bodé Xp limitu prave tehdy kdyz zde ma limitu funkce g(x) a plati
limy—x, F(X) = limy_x 9(x) .

v v . . 2
Pfiklad : Urcete limitu lim,_, *=.

Madani & fox2—1 —1)(x-+1
Reseni: Pro v8echna x # 1 plati: *= = % =x+1.



Limita funkce

Véta : Pokud v néjakém okoli bodu xp plati: Vx # xo : f(x) = g(x), pak funkce

f(x) méa v bodé Xp limitu prave tehdy kdyz zde ma limitu funkce g(x) a plati
limy—x, F(X) = limy_x 9(x) .

Piklad : Urcete limitu lim,_,4 £=1.

Redeni: Pro véechna x # 1 plati: X =1 = % = x + 1. Tedy funkce f(x)

a g(x) = x + 1 splhuji predpoklady predch02| véty a proto

limy_1 f(x) =limy_1(x+1)=1+1=2.

g(x)=x+1
x-1




Jednostranna limita

Nahradime-li v definici limity okoli bodu xo pravym okolim Uj (a), respektive

levym okolim Uy (&), dostaneme definici limity zprava limy_,, f(X) , resp.
zleva limy_,x,— f(X).



Jednostranna limita

Nahradime-li v definici limity okoli bodu xo pravym okolim Uj (a), respektive

levym okolim Uy (&), dostaneme definici limity zprava limy_,, f(X) , resp.
zleva limy_,x,— f(X).

Priklad : Pro funkci "celd ¢ast"f(x) = | x| definované jako
x| :=neN:n<xAn+1> x,urlete jeji limitu v bodé xo = 1.



Jednostranna limita

Nahradime-li v definici limity okoli bodu xo pravym okolim Uj (a), respektive
levym okolim Uy (&), dostaneme definici limity zprava limy_,, f(X) , resp.
zleva limy_,x,— f(X).

Priklad : Pro funkci "celd ¢ast"f(x) = | x| definované jako

x| :=neN:n<xAn+1> x,urlete jeji limitu v bodé xo = 1.

Re&eni: Limita neexistuje, pro x "napravo od bodu x; = 1"plati | x| = 1, ale
"nalevo od bodu xo = 1"plati | x| = 0. Existuji pouze jednostranné limity
limy_ 14 f(x) =1, limy_1_ f(x) = 0.

Obrazek: Graf funkce "cela ¢ast", f(x) = | x|



RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {co, —co}. Symboly oo, —oo nazyvame
nevlastnimi Cisly. Pro a € R definujeme:



RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {co, —co}. Symboly oo, —oo nazyvame
nevlastnimi Cisly. Pro a € R definujeme:

Qatoxw=x0+a=x



RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {co, —co}. Symboly oo, —oo nazyvame
nevlastnimi Cisly. Pro a € R definujeme:

Qatoxw=x0+a=x

@ 00+ 00 =00



RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {co, —co}. Symboly oo, —oo nazyvame
nevlastnimi Cisly. Pro a € R definujeme:

Qatoxw=x0+a=x
@ 00 +00=00

@ aga—oc0o=—-o00+a=-—-



RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {co, —co}. Symboly oo, —oo nazyvame
nevlastnimi Cisly. Pro a € R definujeme:

@ at+oo=00+a=

@ 00 +00=00

@ a—o0=-00+a=—-—x

@ —00—00=—X



RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {co, —co}. Symboly oo, —oo nazyvame
nevlastnimi Cisly. Pro a € R definujeme:

Qatoxw=x0+a=x

@ 00+ 00 =00

@ aga—oc0o=—-o00+a=-—-
@ —00—00=—00
@ too-00==+00



RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {co, —co}. Symboly oo, —oo nazyvame
nevlastnimi Cisly. Pro a € R definujeme:
@ at+oo=00+a=
@ 00 +00=00
a—o00o=—-00+a=-—-x
—00 — 00 = —0
+o00 - 00 = +00
00« (£o0) = £oo



RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {co, —co}. Symboly oo, —oo nazyvame
nevlastnimi Cisly. Pro a € R definujeme:
@ at+oo=00+a=
@ 00 +00=00
a—o00o=—-00+a=-—-x
—00 — 00 = —0
+o00 - 00 = +00
00« (£o0) = £oo

—00 - (—00) = 0



RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {co, —co}. Symboly oo, —oo nazyvame
nevlastnimi Cisly. Pro a € R definujeme:

atoco=00+a=0o0

@ 00+ 00 =00

a—o00=—-00+a=—0o0
—00 — 00 = —00
Fo00-00 ==+00
00« (£o0) = £oo
—00 - (—00) = 0

a_ __
j:oo_o



RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {co, —co}. Symboly oo, —oo nazyvame

nevlastnimi Cisly. Pro a € R definujeme:

atoco=00+a=0o0

@ 00+ 00 =00

a—o00o=—-00+a=-—o0o
—00 — 00 = —00

+o00 - 00 = +00

00« (£o0) = £oo

—00 - (—00) = 0

= =0
a-oco= =00 (

+"pro a > 0, "-"pro a < 0)



RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {co, —co}. Symboly oo, —oo nazyvame
nevlastnimi Cisly. Pro a € R definujeme:
@ at+oo=00+a=
@ 00 +00=00
a—o00o=—-00+a=-—-x
— 00 — 00 = —00
+o0-00 =200
00« (£o0) = £oo
—00 - (—00) = 0
= =0
a-oo=+oo ("+"pro a> 0, "-"pro a < 0)
a-(—oo0) ==4oo ("-"pro a> 0, "+"pro a < 0)



RozSifeni mnoziny realnych Cisel

Definujeme mnozinu R* = R U {co, —co}. Symboly oo, —oo nazyvame
nevlastnimi Cisly. Pro a € R definujeme:

@ at+oo=00+a=

@ 00 +00=00
a—o00o=—-00+a=-—-x
—00 — 00 = —0
+o0-00 =200
00« (£o0) = £oo
—00 - (—00) = 0
= =0
a-oo=+oo ("+"pro a> 0, "-"pro a < 0)
a-(—oo0) ==4oo ("-"pro a> 0, "+"pro a < 0)

0

y . . L . 0o
Nektere operace nejsou definovany, napr. oo — oo, 0 - o0, 22, 5.



Limity v nevlastnich bodech

Rekneme, Ze funkce f ma v nekoneénu limitu rovnu «, jestlize pro libovolnou
presnost ¢ plati pro vSechna "dostate¢né velka x: f(x) ~ « (s pfesnosti ).
PiSeme limy_, o f(Xx) = «

Analogicky se definuje limita v nevlastnim bodé —oc.



Limity v nevlastnich bodech

Rekneme, Ze funkce f ma v nekoneénu limitu rovnu «, jestlize pro libovolnou
presnost ¢ plati pro vSechna "dostate¢né velka x: f(x) ~ « (s pfesnosti ).
PiSeme limy_, o f(Xx) = «

Analogicky se definuje limita v nevlastnim bodé —oc.

Pfiklad : Vypodtéte limitu lim, . 125



Limity v nevlastnich bodech

Rekneme, Ze funkce f ma v nekoneénu limitu rovnu «, jestlize pro libovolnou
presnost ¢ plati pro vSechna "dostate¢né velka x: f(x) ~ « (s pfesnosti ).
PiSeme limy_, o f(Xx) = «

Analogicky se definuje limita v nevlastnim bodé —oc.

Pfiklad : Vypodtéte limitu lim, . 125

Reseni: dosazujme do funkce "velka x".
X

f(x)




Limity v nevlastnich bodech

Rekneme, Ze funkce f ma v nekoneénu limitu rovnu «, jestlize pro libovolnou
presnost ¢ plati pro vSechna "dostate¢né velka x: f(x) ~ « (s pfesnosti ).
PiSeme limy_, o f(Xx) = «

Analogicky se definuje limita v nevlastnim bodé —oc.

Pfiklad : Vypoctéte limitu limy_, o %
Reseni: dosazujme do funkce "velka x".
X 5
) 03




Limity v nevlastnich bodech

Rekneme, Ze funkce f ma v nekoneénu limitu rovnu «, jestlize pro libovolnou
presnost ¢ plati pro vSechna "dostate¢né velka x: f(x) ~ « (s pfesnosti ).
PiSeme limy_, o f(Xx) = «

Analogicky se definuje limita v nevlastnim bodé —oc.

Pfiklad : Vypoctéte limitu limy_, o %
Reseni: dosazujme do funkce "velka x".
X 5 95
f(x) 0,3 0,03




Limity v nevlastnich bodech

Rekneme, Ze funkce f ma v nekoneénu limitu rovnu «, jestlize pro libovolnou
presnost ¢ plati pro vSechna "dostate¢né velka x: f(x) ~ « (s pfesnosti ).
PiSeme limy_, o f(Xx) = «

Analogicky se definuje limita v nevlastnim bodé —oc.

Pfiklad : Vypoctéte limitu limy_, o %
Reseni: dosazujme do funkce "velka x".
X 5 95 995
) 03 0,03 | 0,003




Limity v nevlastnich bodech

Rekneme, Ze funkce f ma v nekoneénu limitu rovnu «, jestlize pro libovolnou
presnost ¢ plati pro vSechna "dostate¢né velka x: f(x) ~ « (s pfesnosti ).
PiSeme limy_, o f(Xx) = «

Analogicky se definuje limita v nevlastnim bodé —oc.

Pfiklad : Vypodtéte limitu limy .. 35

Reseni: dosazujme do funkce "velka x".
X 5 95 995 9995
f(x) 0,3 0,03 0,003 0,0003




Limity v nevlastnich bodech

Rekneme, Ze funkce f ma v nekoneénu limitu rovnu «, jestlize pro libovolnou
presnost ¢ plati pro vSechna "dostate¢né velka x: f(x) ~ « (s pfesnosti ).
PiSeme limy_, o f(Xx) = «

Analogicky se definuje limita v nevlastnim bodé —oc.

Pfiklad : Vypoctéte limitu limy_, o %

Reseni: dosazujme do funkce "velka x".
X 5 95 995 9995 99995
f(x) 0,3 0,03 0,003 0,0003 | 0,00003




Limity v nevlastnich bodech

Rekneme, Ze funkce f ma v nekoneénu limitu rovnu «, jestlize pro libovolnou
presnost ¢ plati pro vSechna "dostate¢né velka x: f(x) ~ « (s pfesnosti ).
PiSeme limy_, o f(Xx) = «

Analogicky se definuje limita v nevlastnim bodé —oc.

Pfiklad : Vypoctéte limitu limy_, o %
Reseni: dosazujme do funkce "velka x".

X 5 95 995 9995 99995
f(x) 0,3 0,03 0,003 0,0003 | 0,00003
Vidime, Ze hodnoty funkce klesajf k nule, tedy lim, .. z35 = = = 0.



Nevlastni limity

Poznamka : U limit lim,_,, ;(’;)) typu 2, kde a # 0, plati:

limy_ x, % = +o0, je-li ;((f()) > 0 v néjakém okoli bodu xo,
limy_, x, % = —o0, je-li % < 0 v né&jakém okoli bodu xg,

jinak limita neexistuje.



Nevlastni limity

Poznémka : U limit Iimx_)x0 ;(’;)) typu 2, kde a # 0, plati:

( > 0 v néjakém okoli bodu xg,

f(x
Ilm,(_»(0 g(x) = 400

limy ., 904 = —00, je-li 104 < 0 v néjakém okoli bodu xo,
jinak limita neeX|stu1e

Pfiklad : Vysetfete nevlastni limity funkce f(x) = ;5.



Nevlastni limity

Poznémka : U limit Iimx_)x0 ;(’;)) typu 2, kde a # 0, plati:

( > 0 v néjakém okoli bodu xg,

f(x
Ilm,(_>x0 g(x) = 400

limy ., 904 = —00, je-li 104 < 0 v néjakém okoli bodu xo,
jinak limita neexistuje.

Pfiklad : Vysetfete nevlastni limity funkce f(x) = ;5.
Reseni: Limity v nevlastnich bodech:



Nevlastni limity

Poznémka : U limit Iimx_)x0 ;(’;)) typu 2, kde a # 0, plati:

( > 0 v néjakém okoli bodu xg,

f(x
Ilm,(_>x0 g(x) = 400

limy ., 904 = —00, je-li 104 < 0 v néjakém okoli bodu xo,
jinak limita neexistuje.

Pfiklad : Vysetfete nevlastni limity funkce f(x) = ;5.

Reseni: Limity v nevlastnich bodech:

liMy_oo ;15 == =0

=-1=0

=R\ {2}, zkusime téz spocitat limitu funkce v bodé xp = 2:

‘_‘m

limy - 5

Protoze D(

)
~—1N|



Nevlastni limity

Poznémka : U limit Iimx_)x0 ;(’;)) typu 2, kde a # 0, plati:

( > 0 v néjakém okoli bodu xg,

f(x
Ilm,(_>x0 g(x) = 400

limy ., 904 = —00, je-li 104 < 0 v néjakém okoli bodu xo,
jinak limita neexistuje.

Pfiklad : Vysetfete nevlastni limity funkce f(x) = ;5.
Regeni: Limity v nevlastnich bodech:

liMy_oo ;15 == =0

Im‘lx% oo % =—=0

Protoze D(f) = R\ {2}, zku3|me téz spocitat limitu funkce v bodé xo = 2:
limy_,o x12 neexistuje, nebot’ - 2 >0prox >2, ale ;—5 <0prox <2,



Nevlastni limity

Poznamka : U limit limy_, , % typu &, kde a # 0, plati:
f(x)

a0 > 0 v néjakém okoli bodu xo,
f(x

159 < 0 v n&jakém okoli bodu xo,

limy_, x, % = 400, je-li

. f T
Mo g} =~ e
jinak limita neexistuje.

Priklad : VySetfete nevlastni limity funkce f(x) = 1.

x—2
Re&eni: Limity v nevlastnich bodech:
liMy o0 715 = £ =0
iMoo iy = = =0
Protoze D(f) = R\ {2}, zkusime téz spocitat limitu funkce v bodé x; = 2:
limy_,» 15 neexistuje, nebot -5 > 0 pro x > 2, ale 115 < 0 pro x < 2.
Plati pouze :
|imx_)2_ ﬁ = —0

H 1
I|mx_)2+ x—5 — —+o00.



Nevlastni limita a graf

Jestlize limy_, ,+ f(X) = £oo, fekneme, ze mé funkce v bodé xo asymptotu
bez smérnice (téZ svislou asymptotu): graf funkce se v pravém (resp. levém)
okoli bodu xp blizi k pfimce x = xp.



Nevlastni limita a graf

Jestlize limy_, ,+ f(X) = £oo, fekneme, ze mé funkce v bodé xo asymptotu
bez smérnice (téZ svislou asymptotu): graf funkce se v pravém (resp. levém)
okoli bodu xp blizi k pfimce x = xp.

Jestlize limy_, o f(X) = «, (resp. limy_, _ o f(x) = «) fekneme, Ze mé funkce
vodorovnou asymptotu : graf funkce se na pravé (resp. levé) strané blizi k
pfimce y = a.



Nevlastni limita a graf

Jestlize limy_, ,+ f(X) = £oo, fekneme, ze mé funkce v bodé xo asymptotu
bez smérnice (téZ svislou asymptotu): graf funkce se v pravém (resp. levém)
okoli bodu xp blizi k pfimce x = xp.

Jestlize limy_, o f(X) = «, (resp. limy_, _ o f(x) = «) fekneme, Ze mé funkce
vodorovnou asymptotu : graf funkce se na pravé (resp. levé) strané blizi k
pfimce y = a.

Pfiklad : Funkce z pfedchoziho piikladu f(x) = ;15 m& asymptoty x =2 a
y=0

2



Pravidla pro pocitani limit

Je-li limy_x, f(x) = A, limy_x, g(x) = B pro xp, A, B € R*, pak:

My, F(X) £ g(x) = A+ B



Pravidla pro pocitani limit

Je-li limy_x, f(x) = A, limy_x, g(x) = B pro xp, A, B € R*, pak:

liMy_sx, F(X) £ g(X) = A+ B



Pravidla pro pocitani limit

Je-li limy_x, f(x) = A, limy_x, g(x) = B pro xp, A, B € R*, pak:

liMy_sx, F(X) £ g(X) = A+ B

fx) _ A
X

™~ B
pokud m4 prava strana smysl v R*.

||mx—>x0



Pravidla pro pocitani limit

Je-li limy_x, f(x) = A, limy_x, g(x) = B pro xp, A, B € R*, pak:

liMy_sx, F(X) £ g(X) = A+ B

. f(x A
||mx—>x0 ﬁ = B

pokud m4 prava strana smysl v R*.

Piklad : Vypodtéte limitu limy_, . 2591,



Pravidla pro pocitani limit

Je-li limy_x, f(x) = A, limy_x, g(x) = B pro xp, A, B € R*, pak:

liMy_sx, F(X) £ g(X) = A+ B

. f(x A
||mx—>x0 ﬁ = B

pokud m4 prava strana smysl v R*.
Piklad : Vypodtéte limitu limy_, . 2591,

M T 2 , , . P
Reseni: lim,_,o 2555 = = vyraz neni definovan.



Pravidla pro pocitani limit

Je-li limy_x, f(x) = A, limy_x, g(x) = B pro xp, A, B € R*, pak:

liMy_sx, F(X) £ g(X) = A+ B

. f(x A
||mx—>x0 ﬁ = B

pokud m4 prava strana smysl v R*.
v 7 v, v . . 2
Pfiklad : Vypoctéte limitu lim,_, o, 254+
M T 2 , , . , o v
Reseni: lim,_, o, 2525+ = 22 vyraz neni definovan. Pro x # 0 muzeme

. . 2 . 2
zlomek upravit: limy_, o 255 = lim, o, 255

ool



Pravidla pro pocitani limit

Je-li limy_x, f(x) = A, limy_x, g(x) = B pro xp, A, B € R*, pak:

liMy_sx, F(X) £ g(X) = A+ B

. f(x A
||mx—>x0 ﬁ = B

pokud m4 prava strana smysl v R*.
v 7 v, v . . 2
Pfiklad : Vypoctéte limitu lim,_, o, 254+
M T 2 , , . , o v
Reseni: lim,_, o, 2525+ = 22 vyraz neni definovan. Pro x # 0 muzeme

. . 2 . 2
zlomek upravit: limy_, o 255 = lim, o, 255

ool

. 2+3+% o1
_ 24040 _
limy_ o0 %_1X =0 =2

X




Limita slozené funkce

Je-li F(x) = f(p(x)) a funkce f je spojita v bodé a, kde a = limy_,x, p(x),
potom limy_,x, F(X) = f(limy_x, p(X)) = f(a).



Limita slozené funkce

Je-li F(x) = f(p(x)) a funkce f je spojita v bodé a, kde a = limy_,x, p(x),
potom limy_,x, F(X) = f(limy_x, p(X)) = f(a).

Pfiklad : limy_,.sin (1) = sin (limy_ 1) =sin0=10



Limita slozené funkce

Je-li F(x) = f(p(x)) a funkce f je spojita v bodé a, kde a = limy_,x, p(x),
potom limy_,x, F(X) = f(limy_x, p(X)) = f(a).

Pfiklad : limy_,.sin (1) = sin (limy_ 1) =sin0=10

Poznamka : U limit typu co — oo, 0 - (+00), apod. se nékdy funkce rozsiFi
vhodnym vyrazem na podilovy tvar.



Limita slozené funkce

Je-li F(x) = f(p(x)) a funkce f je spojita v bodé a, kde a = limy_,x, p(x),
potom limy_,x, F(X) = f(limy_x, p(X)) = f(a).

Pfiklad : limy_,.sin (1) = sin (limy_ 1) =sin0=10

Poznamka : U limit typu co — oo, 0 - (+00), apod. se nékdy funkce rozsiFi

vhodnym vyrazem na podilovy tvar.

Priklad : limy_,oc VX + 1 — v/X =" 00 — 00 liMy_ o0 (VX + 1 — V/X) - ﬁvﬁ]jg =
X+1—x 1

. : 1 _ —
My Zirmva = IMrooo s = o =0




Derivace

Jestlize pro funkci f a bod xg existuje Cislo

F'(Xo) 1= limy_,, L8=100),

pak toto &islo nazyvame derivaci funkce f v bodé xg.



Derivace

Jestlize pro funkci f a bod xg existuje Cislo

F'(Xo) 1= limy_,, L8=100),

pak toto &islo nazyvame derivaci funkce f v bodé xg.

Poznamka : V pfipadé, Ze existuje jen limy_,4,+, mluvime o derivaci zprava,
pro lim,_,x,—, mluvime o derivaci zleva



Derivace

Jestlize pro funkci f a bod xg existuje Cislo
T f(x)—f(x
F/(X0) = limy_, 5, ()="00) )fog ),
pak toto &islo nazyvame derivaci funkce f v bodé xg.
Poznamka : V pfipadé, Ze existuje jen limy_,4,+, mluvime o derivaci zprava,
pro lim,_,x,—, mluvime o derivaci zleva

Priklad : Urcete f'(2), je-li f(x) = x2.



Derivace

Jestlize pro funkci f a bod xg existuje Cislo
' (X0) = limy,, I=100),

pak toto &islo nazyvame derivaci funkce f v bodé xg.

Poznamka : V pfipadé, Ze existuje jen limy_,4,+, mluvime o derivaci zprava,
pro lim,_,x,—, mluvime o derivaci zleva
Priklad : Urcete f'(2), je-li f(x) = x2.

Regeni: £/(2) = limy_2 £=2 = lim,_,, &=2052) — |im,_,(x +2) = 4



Derivace

Jestlize pro funkci f a bod xg existuje Cislo

F'(Xo) 1= limy_,, L8=100),

pak toto &islo nazyvame derivaci funkce f v bodé xg.

Poznamka : V pfipadé, Ze existuje jen limy_,4,+, mluvime o derivaci zprava,
pro lim,_,x,—, mluvime o derivaci zleva

Regeni: f/(2) = limy 2 £=2 — lim, 5 {

= = Iim,Hg(x + 2) =4

Priklad : Urcete f'(2), je -li f(x) = x2.

x—2)(x+2)

X—2

Poznamka : Pro y = f(x) piSeme téz y’' = dX, derivace tedy vyjadfuje
okamzity relativni pfirGstek neboli tempo rlistu zavislé proménné. V ekonomii
napriklad veliCina TC (celkové naklady) zavisi na veli¢iné Q (velikost
produkce). Definujeme veli¢inu MC = TC' = ££  tuto veliginu nazyvame
marginalni naklady.



Geometricky vyznam derivace

Podil %ﬁg"") je smérnici pfimky jdouci body T[xp, f(x0)], M[x, f(x)] :

fxy{

f(x)-f(x,)

f(x,)

Xy X




Geometricky vyznam derivace

Podil %ﬁg"") je smérnici pfimky jdouci body T[xp, f(x0)], M[x, f(x)] :

fxy{

f(x)-f(x,)

f(x,)

Xy X

Limitnim pfechodem se bod M pfibliZi k bodu T, &islo f'(xp) tedy vyjadfuje
smérnici te€ny ke grafu funkce f v bodé T = [xo, f(X0)]-



Derivace vyS$Sich radu

Derivace jako funkce: Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé xp intervalu /
(pfipadné v krajnich bodech intervalu ma derivaci zprava, resp. zleva), pak f
je na tomto intervalu spojita. Pfifazeni xo — f'(xp) zde definuje funkci f'.



Derivace vyS$Sich radu

Derivace jako funkce: Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé xp intervalu /
(pfipadné v krajnich bodech intervalu ma derivaci zprava, resp. zleva), pak f
je na tomto intervalu spojita. Pfifazeni xo — f'(xp) zde definuje funkci f'.
Priklad : Urcete funkci f je-li f(x) = x2.



Derivace vyS$Sich radu

Derivace jako funkce: Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé xp intervalu /
(pfipadné v krajnich bodech intervalu ma derivaci zprava, resp. zleva), pak f
je na tomto intervalu spojita. Pfifazeni xo — f'(xp) zde definuje funkci f'.
Priklad : Urcete funkci f’ je -li f(x) = x2.

Reseni: f/(xo) = limy_, ’; ;;0 = liMy_x %ﬂ’;”“’) = liMy_x, (X + X0) = 2Xo.
ZAavér: Pro x € R plati: f'(x) = 2x.



o

Derivace vyS$Sich radu

Derivace jako funkce: Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé xp intervalu /
(pfipadné v krajnich bodech intervalu ma derivaci zprava, resp. zleva), pak f
je na tomto intervalu spojita. Pfifazeni xo — f'(xp) zde definuje funkci f'.
Priklad : Urcete funkci f je-li f(x) = x2.

. _ ) )
Reseni: f/(Xo) = limy_, , == (x=20)(x+x0)

2
0 = limy, C=E L — limy_x, (X + Xo) = 2X.

X—Xo

ZAavér: Pro x € R plati: f'(x) = 2x.

Jestlize na néjakém intervalu /; C I ma funkce f’ derivaci, pak tuto derivaci
znacime f” a nazyvame druhou derivaci. Analogicky mizeme derivovat treti
derivaci a derivace vysSich rada.



o

Derivace vyS$Sich radu

Derivace jako funkce: Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé xp intervalu /
(pfipadné v krajnich bodech intervalu ma derivaci zprava, resp. zleva), pak f
je na tomto intervalu spojita. Pfifazeni xo — f'(xp) zde definuje funkci f'.
Priklad : Urcete funkci f je-li f(x) = x2.

. _ ) )
Reseni: f/(Xo) = limy_, , == (x=20)(x+x0)

2
0 = limy, C=E L — limy_x, (X + Xo) = 2X.

X—X
ZAavér: Pro x € R plati: f'(x) = 2x.

Jestlize na néjakém intervalu /; C I ma funkce f’ derivaci, pak tuto derivaci
znacime f” a nazyvame druhou derivaci. Analogicky mizeme derivovat treti
derivaci a derivace vysSich rada.

Pfiklad : Urcete druhou derivaci ” pro funkci f(x) = x2.



o

Derivace vyS$Sich radu

Derivace jako funkce: Ma-li funkce f derivaci v kazdém bodé xp intervalu /
(pfipadné v krajnich bodech intervalu ma derivaci zprava, resp. zleva), pak f
je na tomto intervalu spojita. Pfifazeni xo — f'(xp) zde definuje funkci f'.
Priklad : Urcete funkci f je-li f(x) = x2.
v, , . 2,2 .
Resgeni: '(Xo) = limy_x, % = limy_sx,

ZAavér: Pro x € R plati: f'(x) = 2x.

W = ”mx—>x0(X + X0) = 2Xo.

Jestlize na néjakém intervalu /; C I ma funkce f’ derivaci, pak tuto derivaci
znacime f” a nazyvame druhou derivaci. Analogicky mizeme derivovat treti
derivaci a derivace vysSich rada.

Pfiklad : UrCete druhou derivaci f” pro funkci f(x) = x2.
Reseni: Jelikoz f'(x) = 2x, plati: f"(x) = (2x)" = 2.



Derivace elementarnich funkci

VSude, kde jsou obé strany definovany, plati:



Derivace elementarnich funkci

VSude, kde jsou obé strany definovany, plati:
o (x)Y=mx"1reR



Derivace elementarnich funkci

VSude, kde jsou obé strany definovany, plati:
o (x)Y=mx"1reR
) (eX)/ — eX



Derivace elementarnich funkci

VSude, kde jsou obé strany definovany, plati:
(XY ="' reRr

(eX)/ — eX

(&) =ana,a>0



Derivace elementarnich funkci

VSude, kde jsou obé strany definovany, plati:
XY =1 reR

eX)/ — eX

a) =alnaa>0

(
(
(
(



Derivace elementarnich funkci

VSude, kde jsou obé strany definovany, plati:
o (xY=mx""1reR
) (eX)/ — eX

° (&) =alInaa>0

° (

° (




Derivace elementarnich funkci

VSude, kde jsou obé strany definovany, plati:
XY =1 reRr



Derivace elementarnich funkci

VSude, kde jsou obé strany definovany, plati:
(XY ="' reRr

e*) = e
a ) = aXIn a,a>0

I ) xIn a
sin x) = Ccos X

cosx) = —sinx



Derivace elementarnich funkci

Vsu

(/)(

e, kde jsou obé strany definovany, plati:
XY =1 reRr

= eX

= aXIn a,a>0

m

&) =
¥) =

5

x)' =

H x|=

1
) xIna

smx) = Ccos X
cosx) = —smx

/\/\/\/\/\/\AAQ

® ©6 6 6 6 6 o6 o
c
><

) - cos2 X



Derivace elementarnich funkci

VsSude,

(/)(

kde jsou obé strany definovany, plati:
V=" reRr
¥) = e
a) = aXIn a,a>0

(x

(e

(

(Inx)" =

(I ) X|:‘I a
(

(

(

(

H x|=

sin x) = Ccos X
cosx) = —smx
tg X) - coszx
cotg x)' =

4
sin? x




Derivace elementarnich funkci

VSude, kde jsou obé strany definovany, plati:

o (xY=mx""1reR
o (e¥) =&

° (&) =alInaa>0
o (nx)y=1

@ (log, x) = 1

@ (sinx) =cosx

@ (cosx) = —sinx

o (tg X)/ = co;2x

® (cotg x)' = =~

@ (arcsinx) = ——

1—x2



Derivace elementarnich funkci

VSude, kde jsou obé strany definovany, plati:
XY =1 reRr

tg X)/ — 1




Derivace elementarnich funkci

Vv

(213

ude, kde jsou obé strany definovany, plati:
XY =1 reR

tg X)/ — 1




Derivace elementarnich funkci

VSude, kde jsou obé strany definovany, plati:
XY =1 reRr

—_

!/
IOQaX) x.In a
sin x)’ = cos x

(
(
(
(
(
(
(cosx)' = —sinx
(
(
(
(
(
(

1
tg X)/ ~ cos?x
cotg x)' =




Pravidla pro derivovani

Priklad : Urcete derivaci ' pro funkci f(x) = v/x.



Pravidla pro derivovani

Pfiklad : UrCete derivaci f' pro funkci f(x) = v/ x”.
Regeni: JelikoZ f(x) = x2, pro x > 0 plati: f/(x) = Ix2~1 = /x5



Pravidla pro derivovani

Priklad : Urcete derivaci f’ pro funkci f(x) = v x’.
Regeni: JelikoZ f(x) = x2, pro x > 0 plati: f/(x) = Ix2~1 = /x5
Pro libovolné funkce f(x), g(x) a ¢ € R plati ve vSech bodech, kde maji fa g
derivaci a kde jsou nasl. vyrazy definovany:
@ (c.f(x)) =c.f'(x)
° (f(x)£9(x)) =F(x)£9'(x)



Pravidla pro derivovani

Pfiklad : UrCete derivaci f' pro funkci f(x) = v/ x”.
Regeni: JelikoZ f(x) = x2, pro x > 0 plati: f/(x) = Ix2~1 = /x5
Pro libovolné funkce f(x), g(x) a ¢ € R plati ve vSech bodech, kde maji fa g
derivaci a kde jsou nasl. vyrazy definovany:
@ (c.f(x)) =c.f'(x)
° (f(x)£9(x)) =F(x)£9'(x)
° (f(x).9(x))" = f'(x).g(x) + f(x).9'(x)



Pravidla pro derivovani

Pfiklad : UrCete derivaci f' pro funkci f(x) = v/ x”.
Regeni: JelikoZ f(x) = x2, pro x > 0 plati: f/(x) = Ix2~1 = /x5
Pro libovolné funkce f(x), g(x) a ¢ € R plati ve vSech bodech, kde maji fa g
derivaci a kde jsou nasl. vyrazy definovany:
° (C f(x)) = c.f'(x)
f(x) £ g(x)) = f'(x) £ g'(x)
f(X)-Q( )" = f(x).9(x) + f(x).g'(x)
00\ _ 1(0.900~(x).9'(x)
o () ot

g*(x)



Pravidla pro derivovani

Pfiklad : UrCete derivaci f' pro funkci f(x) = v/ x”.
Regeni: JelikoZ f(x) = x2, pro x > 0 plati: f/(x) = Ix2~1 = /x5
Pro libovolné funkce f(x), g(x) a ¢ € R plati ve vSech bodech, kde maji fa g
derivaci a kde jsou nasl. vyrazy definovany:
° (C f(x)) = c.f'(x)
f(x) £ g(x)) = f'(x) £ g'(x)
f(X)-Q( )" = f(x).9(x) + f(x).g'(x)
00\ _ 1(0.900~(x).9'(x)
o () ot

g*(x)



Pravidla pro derivovani

Pfiklad : UrCete derivaci f' pro funkci f(x) = v/ x”.
Regeni: JelikoZ f(x) = x2, pro x > 0 plati: f/(x) = Ix2~1 = /x5
Pro libovolné funkce f(x), g(x) a ¢ € R plati ve vSech bodech, kde maji fa g
derivaci a kde jsou nasl. vyrazy definovany:
@ (c.f(x)) =c.f'(x)
° (f(x)£9(x)) =F(x)£9'(x)
° (f(x).9(x))" = f'(x).g(x) + f(x).9'(x)

o (m)’ _ M(0).9(0-f(x).'(x)
9(x) 9?(x)

Pfiklad : UrCete derivace pro funkce u(x) = sinx - &, v(x) = arc):#.



Pravidla pro derivovani

Pfiklad : UrCete derivaci f' pro funkci f(x) = v/ x”.
Regeni: JelikoZ f(x) = x2, pro x > 0 plati: f/(x) = Ix2~1 = /x5
Pro libovolné funkce f(x), g(x) a ¢ € R plati ve vSech bodech, kde maji fa g
derivaci a kde jsou nasl. vyrazy definovany:
@ (c.f(x)) =c.f'(x)
° (f(x)£9(x)) =F(x)£9'(x)
° (f(x).9(x))" = f'(x).g(x) + f(x).9'(x)

o (m)’ _ M(0).9(0-f(x).'(x)
9(x) g*(x)
Pfiklad : Urcete derivace pro funkce u(x) = sinx - e*, v(x) = 229,
Reseni: U/(x) = (sinx) - e¥ +sinx - (€)' = cos x - & +sinx - "



Pravidla pro derivovani

Pfiklad : UrCete derivaci f' pro funkci f(x) = v/ x”.
Regeni: JelikoZ f(x) = x2, pro x > 0 plati: f/(x) = Ix2~1 = /x5
Pro libovolné funkce f(x), g(x) a ¢ € R plati ve vSech bodech, kde maji fa g
derivaci a kde jsou nasl. vyrazy definovany:
@ (c.f(x)) =c.f'(x)
o (f(x) £g(x) = F'(x) £ g'(x)
° (f(x).9(x))" = f'(x).g(x) + f(x).9'(x)
° (f(X))/ — (x).9()—f(x).9'(x)

9(x) g (x)
Pfiklad : Urcete derivace pro funkce u(x) = sinx - e*, v(x) = 229,
Reseni: U/(x) = (sinx) - e¥ +sinx - (€)' = cos x - & +sinx - "
2
arctg x)'-x2—arctg x-(x%)) _ 12 —(arcig x)-2x
V’(X):( QX)XX4 g x-(x7)" _ 1 =



Derivace slozené funkce F(x) = f(yo(x))

M&-li vnitfni slozka u = (x) derivaci v bodé xp a vnéjsi slozka v bodé
up = ¢(Xp), pak existuje F’(xo) a plati:

F'(x0) = f'(to) - ¢'(%0) = F'(p(%0)) - ¥ (X0)



Derivace slozené funkce F(x) = f(yo(x))

M&-li vnitfni slozka u = (x) derivaci v bodé xp a vnéjsi slozka v bodé
up = ¢(Xp), pak existuje F’(xo) a plati:

F'(x0) = f'(to) - ¢'(%0) = F'(p(%0)) - ¥ (X0)

Pfiklad : Urcete derivaci funkce F(x) = vx2 + 1.



Derivace slozené funkce F(x) = f(yo(x))

Ma-li vnitfni slozka u = ¢(x) derivaci v bodé xp a vnéjsi slozka v bodé
up = ¢(Xp), pak existuje F’(xo) a plati:

F'(x0) = f'(to) - ¢'(%0) = F'(p(%0)) - ¥ (X0)

Pfiklad : UrCete derivaci funkce F(x) = vx2 4 1.
Reseni: Jde o slozenou funkci, vnitini slozka u = x? 4 1, vnéjsi slozka

f(u) = Vu.



Derivace slozené funkce F(x) = f(yo(x))

Ma-li vnitfni slozka u = ¢(x) derivaci v bodé xp a vnéjsi slozka v bodé
up = ¢(Xp), pak existuje F’(xo) a plati:

F'(x0) = f'(to) - ¢'(%0) = F'(p(%0)) - ¥ (X0)

Pfiklad : Urcete derivaci funkce F(x) = vx2 + 1.

Reseni: Jde o sloZzenou funkci, vnitini slozka u = x2 + 1, vnéjsi slozka
f(u) = Vu.

Tyto funkce maji derivace v’ = 2x, f'(u) = ju

)= 1oy — 1 .
F(x)_zﬁ 2x o] 2x.




Pouziti derivaci

Pomoci derivaci Ize feSit velmi rozsahlou skupinu praktickych Gloh: vypocet
slozitych limit, hledani extrému funkce, vySetfovani pribéhu funkce, priblizné
vypocty, apod.
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PFiklad : Urete rovnici teny ke grafu funkce f(x) = e'* v bodé
T=[1,f1)]
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slozitych limit, hledani extrému funkce, vySetfovani pribéhu funkce, priblizné
vypocty, apod.

PFiklad : Urete rovnici teny ke grafu funkce f(x) = e'* v bodé
T=[1,f1)]

Re&eni: Dle definice derivace je smérnice hledané te&ny rovna f/(1).
Z analytické geometrie vime, Ze rovnice pfimky prochazejici bodem

T =[1,f(1)] se smérnici f'(1)je: y—f(1)=Ff(1)-(x—1).



Pouziti derivaci

Pomoci derivaci Ize feSit velmi rozsahlou skupinu praktickych uloh: vypocet
slozitych limit, hledani extrému funkce, vySetfovani pribéhu funkce, priblizné
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Re&eni: Dle definice derivace je smérnice hledané te&ny rovna f/(1).
Z analytické geometrie vime, Ze rovnice pfimky prochazejici bodem

T =[1,f(1)] se smérnici f'(1)je: y—f(1)=Ff(1)-(x—1).

Nyni zbyva urcit €isla f(1), f'(1):
f(1)y=¢e=1,



Pouziti derivaci

Pomoci derivaci Ize feSit velmi rozsahlou skupinu praktickych uloh: vypocet
slozitych limit, hledani extrému funkce, vySetfovani pribéhu funkce, priblizné
vypocty, apod.

PFiklad : Urete rovnici teny ke grafu funkce f(x) = e'* v bodé
T=[1,f1)]

Re&eni: Dle definice derivace je smérnice hledané te&ny rovna f/(1).
Z analytické geometrie vime, Ze rovnice pfimky prochazejici bodem

T =[1,f(1)] se smérnici f'(1)je: y—f(1)=Ff(1)-(x—1).

Nyni zbyva urcit Cisla f(1), /(1) :
f(1) =e® =1,
f’(X) — e1—x . (1 _ X)' _ 761*’(. Tedy f'('l) — 760 - 1.



Pouziti derivaci

Pomoci derivaci Ize feSit velmi rozsahlou skupinu praktickych uloh: vypocet
slozitych limit, hledani extrému funkce, vySetfovani pribéhu funkce, priblizné
vypocty, apod.

PFiklad : Urete rovnici teny ke grafu funkce f(x) = e'* v bodé
T=[1,f1)]

Re&eni: Dle definice derivace je smérnice hledané te&ny rovna f/(1).
Z analytické geometrie vime, Ze rovnice pfimky prochazejici bodem

T =[1,f(1)] se smérnici f'(1) je: y —f(1)=1f'(1)-(x —1).
Nyni zbyva urcit Cisla f(1), /(1) :

f(1) =€ =1,

f’(X) — e1—x . (1 _ X)' _ 761*’(. Tedy f'('l) — 760 - 1.

Rovnice hledané pfimky jey —1=—-1-(x —1),tj. y = —x + 2.



Rovnice tecny ke grafu

Znazornéme si graf funkce f(x) = e'~* ajeji te¢nu v bodé T[1,1].



Rovnice tecny ke grafu

Znazornéme si graf funkce f(x) = €'~ a jeji tetnu v bodé TT1,1].
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Rovnice tecny ke grafu

Znazornéme si graf funkce f(x) = €'~ a jeji tetnu v bodé TT1,1].
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Rovnice tecny ke grafu

Znazornéme si graf funkce f(x) = €'~ a jeji tetnu v bodé TT1,1].

\3 f(x)ze' ™




Vypocet limit pomoci derivaci - L' Hospitalovo pravidlo

[ .. . f( ) 0 +o00 . . . . f’( ) _ %
Uvazujme limitu lim W))(() typu § nebo +>. Pak: existuje - li lim g,(’;) =a e R,
f(x)

o (X)) f(x) _
a0 @ plati: lim o = lim 700 = &

pricemz symbol "lim"muze predstavovat libovolnou limitu x — a € R* nebo i
jednostrannou limitu x — a+ nebo x — a—.

existuje i lim



Vypocet limit pomoci derivaci - L' Hospitalovo pravidlo

[ .. . f( ) 0 +o00 . . . . f’( ) _ %
Uvazujme limitu lim W))(() typu § nebo +>. Pak: existuje - li lim g,(’;) =a e R,
f(x)

o (X)) f(x) _
a0 @ plati: lim o = lim 700 = &

pricemz symbol "lim"muze predstavovat libovolnou limitu x — a € R* nebo i
jednostrannou limitu x — a+ nebo x — a—.
Priklad : Spoctéte limitu lim,_,o S2X.

existuje i lim



Vypocet limit pomoci derivaci - L’H?Jspita/ovo pravidlo

Uvazujme limitu lim f(") y typu 0 nebo . Pak: existuje - li Ilm =a e R,
f(x) f(x) _ f(X) _
existuje i lim a0 @ platl lim ) = lim 700 = &

pricemz symbol "lim"muze predstavovat libovolnou limitu x — a € R* nebo i
jednostrannou limitu x — a+ nebo x — a—.

Pfiklad : Spoctéte limitu lim,_,o S0

Resen: limy_ S'”X =" °” Pouzueme L"Hospitalovo pravidlo:



Vypocet limit pomoci derivaci - L’H?Jspita/ovo pravidlo

UvaZujme limitu I|m X) typu 9 nebo . Pak: existuje - li I|m
;((’;) a platl lim ;((’;)) = lim ;((’)?) = q,

pricemz symbol "lim"muze predstavovat libovolnou limitu x — a € R* nebo i
jednostrannou limitu x — a+ nebo x — a—.

Priklad : Spoctéte limitu lim,_,o S2X.

Resen: limy_ S'“X =" °” Pouzueme L"Hospitalovo pravidlo:

smx sm X COSX — 1

=« € R¥,
existuje i lim

IImx%O - IImX*}O - IImx%O



Vypocet limit pomoci derivaci - L’H?Jspita/ovo pravidlo

UvaZujme limitu I|m X) typu 9 nebo . Pak: existuje - li I|m = a € R*,

existuje i lim

f(x) f(x) _ f (X) _
a0 @ platl lim ) = lim 700 = &

pricemz symbol "lim"muze predstavovat libovolnou limitu x — a € R* nebo i
jednostrannou limitu x — a+ nebo x — a—.

Pfiklad : Spoctéte limitu lim,_,o S0

Resen: limy_ S'“X =" 0” Pouzueme L"Hospitalovo pravidlo:

smx sm X COSX — 1

IImx%O - I|mx%0 - IImx%O

Poznamka : Nékteré limity je nutné pfed vlastnim vypoctem prevést do
podilového tvaru.

Priklad : Spoctéte limitu limy_,o4 v/X - In x.



Vypocet limit pomoci derivaci - L’Hbspita/ovo pravidlo

UvaZujme limitu I|m X) typu 9 nebo . Pak: existuje - li I|m = a € R*,
1(x) (x) _ f(x) _
existuje i lim a0 @ platl lim ) = lim 700 = &

pricemz symbol "lim"muze predstavovat libovolnou limitu x — a € R* nebo i
jednostrannou limitu x — a+ nebo x — a—.

Pfiklad : Spoctéte limitu lim,_,o S0

Resen: limy_ S'”X =" 0” Pouzueme L"Hospitalovo pravidlo:

smx sm X COSX — 1

= IImx%O

IImx%O - I|mx%0

Poznamka : Nékteré limity je nutné pfed vlastnim vypoctem prevést do
podilového tvaru.

Pfiklad : Spoctéte limitu limy 0, v/x - In x.
Reseni: limy .o, /X -In x ="0-(—0o0)". Limitu zapi$§eme jako: limy .o, "1—’1‘
X 2

llOll

Nyni jiz jde o limitu typu "5", pouZijeme L H:



Vypocet limit pomoci derivaci - L’Hbspita/ovo pravidlo

UvaZujme limitu I|m X) typu 9 nebo . Pak: existuje - li I|m = a € R*,
1(x) (x) _ f(x) _
existuje i lim a0 @ platl lim ) = lim 700 = &

pricemz symbol "lim"muze predstavovat libovolnou limitu x — a € R* nebo i
jednostrannou limitu x — a+ nebo x — a—.

Pfiklad : Spoctéte limitu lim,_,o S0

Resen: limy_ S'”X =" 0” Pouzueme L"Hospitalovo pravidlo:

smx sm X COSX — 1

= IImx%O

IImx%O - I|mx%0

Poznamka : Nékteré limity je nutné pfed vlastnim vypoctem prevést do
podilového tvaru.

Pfiklad : Spoctéte limitu limy 0, v/x - In x.
Reseni: limy .o, /X -In x ="0-(—0o0)". Limitu zapi$§eme jako: limy .o, "1—’1‘
X 2

Nyni jiz Jde o limitu typu "5 "0 pouzijeme L H:

x\~

1
Ilmx_)oJr o= =limy_ oy —*— =Ilimy_ oy —2x2 =0.
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Derivace a monoténnost funkce

Véta : Uvazujme funkci f(x), kterd ma na intervalu / derivaci f'(x). Pak plati:
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@ je-li f/(x) > 0Vx e[, funkce f je naintervalu / rostouci.
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@ je-li f(x) <0Vxel,funkce f je na intervalu / klesajici.



Derivace a monoténnost funkce

Véta : Uvazujme funkci f(x), kterd ma na intervalu / derivaci f'(x). Pak plati:
@ je-li f/(x) > 0Vx e[, funkce f je naintervalu / rostouci.

@ je-li f(x) <0Vxel,funkce f je na intervalu / klesajici.
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Derivace a monoténnost funkce

Véta : Uvazujme funkci f(x), kterd ma na intervalu / derivaci f'(x). Pak plati:
@ je-li f/(x) > 0Vx e[, funkce f je naintervalu / rostouci.

@ je-li f(x) <0Vxel,funkce f je na intervalu / klesajici.
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PFiklad : Urete intervaly monoténnosti funkce f(x) = x3 — 3x + 1



Derivace a monoténnost funkce

Véta : Uvazujme funkci f(x), kterd ma na intervalu / derivaci f'(x). Pak plati:
@ je-li f/(x) > 0Vx e[, funkce f je naintervalu / rostouci.
@ je-li f/(x) <0Vx e/, funkce f je na intervalu [ klesajici.
@ je-li f/(x) >0Vx e[, funkce f je na intervalu I neklesajici.
@ je-li f/(x) <0Vx e[, funkce f je na intervalu / nerostouci.
Pfiklad : UrCete intervaly monoténnosti funkce f(x) = x® — 3x 41
Reseni: Budeme vychazet z funkce f/(x) = 3x? — 3. Nulové body funkce f'(x)

jsou —1,1, ty rozdéli redlnou osu na tfi intervaly. Znameni funkce f'(x) je
nasleduijici :



Derivace a monoténnost funkce

Véta : Uvazujme funkci f(x), kterd ma na intervalu / derivaci f'(x). Pak plati:
@ je-li f/(x) > 0Vx e[, funkce f je naintervalu / rostouci.

@ je-li f(x) <0Vxel,funkce f je na intervalu / klesajici.
@ je-li f/(x) >0Vx e[, funkce f je na intervalu I neklesajici.

@ je-li f/(x) <0Vx e[, funkce f je na intervalu / nerostouci.

PFiklad : Ur¢ete intervaly monoténnosti funkce f(x) = x3 — 3x + 1
Re$eni: Budeme vychazet z funkce f'(x) = 3x2 — 3. Nulové body funkce f/(x)
jsou —1,1, ty rozdéli redlnou osu na tfi intervaly. Znameni funkce f'(x) je
nasleduijici :
('007_1) ('1!1) (1100)
+ - +




Derivace a monoténnost funkce

Véta : Uvazujme funkci f(x), kterd ma na intervalu / derivaci f'(x). Pak plati:
@ je-li f/(x) > 0Vx e[, funkce f je naintervalu / rostouci.

@ je-li f/(x) <0Vx e/, funkce f je na intervalu [ klesajici.
@ je-li f/(x) >0Vx e[, funkce f je na intervalu I neklesajici.

@ je-li f/(x) <0Vx e[, funkce f je na intervalu / nerostouci.

PFiklad : Ur¢ete intervaly monoténnosti funkce f(x) = x3 — 3x + 1
Re$eni: Budeme vychazet z funkce f'(x) = 3x2 — 3. Nulové body funkce f/(x)
jsou —1,1, ty rozdéli redlnou osu na tfi intervaly. Znameni funkce f'(x) je
nasleduijici :
('007_1) ('1!1) (1100)
+ - +

Tedy podle ptedchozi véty je funkce f(x) rostouci na intervalu (—oo, —1),
klesajici na (—1,1) a opét rostouci na (1, ).



Intervaly monoténnosti funkce

Znazornéme si graf funkce f(x) = x3 — 3x + 1 a graf jeji derivace
f'(x) = 3x2 - 3.



Intervaly monoténnosti funkce

Znazornéme si graf funkce f(x) = x3 — 3x + 1 a graf jeji derivace
f'(x) = 3x2 - 3.

y=f'(x)
y=f(x)




Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f(x) ma v bodé xo lokalni minimum (resp. maximum),
jestlize je definovana v néjakém okoli bodu xp a jestlize pro vSechna x

z tohoto okoli plati f(x) > f(xo), resp. f(x) < f(xo).

Lokalni minima a maxima souhrnné nazyvame lokalni extrémy.



Lokalni extrémy

Rekneme, Ze funkce f(x) ma v bodé xo lokalni minimum (resp. maximum),
jestlize je definovana v néjakém okoli bodu xp a jestlize pro vSechna x
z tohoto okoli plati f(x) > f(xo), resp. f(x) < f(xo).

Lokalni minima a maxima souhrnné nazyvame lokalni extrémy.

Véta : Pokud ma funkce f(x) v bodé xo lokalni extrém a existuje-li zde
derivace, pak pro tuto derivaci plati f’(xp) = 0. Body s nulovou derivaci
nazyvame stacionarni.

Poznamka : Podminka f'(xo) = 0 v8ak neni ani nutnou ani postacujici
podminkou pro existenci extrému, viz funkce f;(x), ktera mé v bodé xo = 0
lokalni minimum, ale nema zde derivaci nebo funkce f3(x), pro kterou plati
f'(0) = 0, ale nemé Zadny lokalni extrém.

\ f

Obrazek: fi(x) = |x| Obréazek: f(x) = x?/2 Obréazek: f(x) = x*/3




Existence lokalniho extrému

Véta : Necht ma funkce f(x) v bodé xp derivaci a plati f'(xo) = 0. Existuje-li
0 > 0 takové, ze:
@ Vx e (XxXo—9,%): f(x0) >0aVvx e (xo,X% +9) : f(x) <0, pak ma
funkce f v bodé xp lokalni maximum
@ Vx e (Xo—9,%): f'(x0) <0aVvx e (xo, X% +9): f(x0) > 0, pak ma
funkce f v bodé xp lokalni minimum

Priklad : Najdéte lokalni extrémy funkce f(x) = x3 — 3x + 1



Existence lokalniho extrému

Véta : Necht ma funkce f(x) v bodé xp derivaci a plati f'(xo) = 0. Existuje-li
0 > 0 takové, ze:
@ Vx e (XxXo—9,%): f(x0) >0aVvx e (xo,X% +9) : f(x) <0, pak ma
funkce f v bodé xp lokalni maximum
@ Vx e (Xo—9,%): f'(x0) <0aVvx e (xo, X% +9): f(x0) > 0, pak ma
funkce f v bodé xp lokalni minimum

Pfiklad : Najdéte lokalni extrémy funkce f(x) = x3 — 3x + 1

Regeni: Jiz dFive jsme spodetli f/(x) = 3x? — 3 a nasli stacionarni body —1, 1.
Vime, Ze derivace f'(x) je kladna nalevo od bodu x; = —1 a napravo od bodu
Xo = 1 a zaporna mezi nimi. Takze v bodé x; = —1 nastava lokalni maximum,
f(—1) =3 avbodé x = 1 lokalni minimum, f(1) = —1.

)
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Absolutni extrémy

Rekneme, Ze funkce f(x) ma na mnoziné M absolutni minimum (resp.
maximum) v bodé Xxg, jestlize je funkce definovana na M a plati
Vx € M : f(x) > f(xo0), resp. Vx € M : f(x) < f(xo).

Poznamka : Absolutni minima a maxima nazyvame absolutni extrémy nebo
téz globalni extrémy. Pokud v definici zaménime neostré nerovnosti za ostré,
dostaneme tzv. ostré (Ci vlastni) extrémy.



Absolutni extrémy

Rekneme, Ze funkce f(x) ma na mnoziné M absolutni minimum (resp.
maximum) v bodé Xxo, jestlize je funkce definovana na M a plati

Vx € M : f(x) > f(xo0), resp. Vx € M : f(x) < f(xo).

Poznamka : Absolutni minima a maxima nazyvame absolutni extrémy nebo
téz globalni extrémy. Pokud v definici zaménime neostré nerovnosti za ostré,
dostaneme tzv. ostré (Ci vlastni) extrémy.

Véta : (Weierstrassova) Necht funkce f(x) je spojita na uzavieném intervalu
(a, b). Pak funkce f(x) nabyva na tomto intervalu svého absolutniho minima,
a to bud' v bodé lokalniho extrému nebo v nékterém z krajnich bodu a, b.
Totéz plati pro absolutni maximum.



Absolutni extrémy - priklad

Priklad : Celkové pfijmy (TR) i celkové naklady (TC) jsou funkci vyrobeného
mnozstvi, bylo zjiSténo, Ze:

TR(Q) = @® —2Q@Q% - 2Q,

TC(Q)= Q- Q> -10Q

Optimalizujte zisk P(Q) = TR(Q) — TC(Q), jestlize vyrobni kapacita je 10
jednotek produktu.
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Re$eni: Hledame tedy extrémy funkce P(Q) = —Q? + 8Q na intervalu (0,10).
Spocteme P'(Q) = —2Q + 8, stacionarni bod je Q = 4.
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Priklad : Celkové pfijmy (TR) i celkové naklady (TC) jsou funkci vyrobeného
mnozstvi, bylo zjiSténo, Ze:

TR(Q) = @® —2Q@Q% - 2Q,

TC(Q)= Q- Q> -10Q

Optimalizujte zisk P(Q) = TR(Q) — TC(Q), jestlize vyrobni kapacita je 10
jednotek produktu.

Re$eni: Hledame tedy extrémy funkce P(Q) = —Q? + 8Q na intervalu (0,10).
Spocteme P'(Q) = —2Q + 8, stacionarni bod je Q = 4.

Globalni extrémy mohou nastat v bodech 0,4, 10. Porovname hodnoty

P(0) =0, P(4) =16, P(10) = —20. Maximalniho zisku je tedy dosaZeno pro
mnozstvi Q = 4, naopak nejvétsi ztratu zplsobi Uplné vyuZiti vyrobnich
kapacit, Q = 10.



Absolutni extrémy - priklad

Priklad : Celkové pfijmy (TR) i celkové naklady (TC) jsou funkci vyrobeného
mnozstvi, bylo zjiSténo, Ze:

TR(Q) = @® —2Q@Q% - 2Q,

TC(Q)= Q- Q> -10Q

Optimalizujte zisk P(Q) = TR(Q) — TC(Q), jestlize vyrobni kapacita je 10
jednotek produktu.

Re$eni: Hledame tedy extrémy funkce P(Q) = —Q? + 8Q na intervalu (0,10).
Spocteme P'(Q) = —2Q + 8, stacionarni bod je Q = 4.

Globalni extrémy mohou nastat v bodech 0,4, 10. Porovname hodnoty

P(0) =0, P(4) =16, P(10) = —20. Maximalniho zisku je tedy dosaZeno pro
mnozstvi Q = 4, naopak nejvétsi ztratu zplsobi Uplné vyuZiti vyrobnich
kapacit, Q = 10.
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Konvexita a konkavnost funkce

Rekneme, ze funkce f(x) je na intervalu /
@ ryze konvexni, jestlize pro libovolné tfi body xq, X2, X3 € / plati:
Xy < Xo < X3 = bod T> = [xo, f(x2)] lezi pod Use€kou spojujici body
Ti = [x1, f(x1)] @ Ts = [xs, f(x3)]. Obdobné o funkci f fekneme, Ze je na /
@ ryze konkavni, jestlize pro libovolné tfi body xq, X2, X3 € I plati:
X1 < X2 < X3 = bod T> = [xo, f(x2)] lezi nad Useckou spojujici body
Ty =[x, f(xi)] @ Ts = [xa, F(xs)]

T

X4 X2 X3

Obrazek: Konvexni funkce Obrazek: Konkavni funkce



Konvexita a konkavnost funkce

Poznamka : Pripustime-li v definici, aby bod T, leZel i na UseCce T; T3, pak
vynechame sluvko "ryze".
Véta : Necht funkce f(x) ma na intervalu / druhou derivaci. Pak plati

@ Vxel:f’(x)>0,pakje funkce konvexni na /

@ Vxel:f’(x) <0, pak je funkce konkavni na /

Poznamka : Body, ve kterych "se méni konvexita a konkavnost
funkce"nazyvame inflexni body. (Pfesna definice je ve skriptech). Funkce
muze mit inflexni bod pouze v bodech, kde existuje prvni derivace a druha
derivace bud' neexistuje nebo je nulova.



Konvexita a konkavnost funkce

Poznamka : Pripustime-li v definici, aby bod T, leZel i na UseCce T; T3, pak
vynechame sluvko "ryze".

Véta : Necht funkce f(x) ma na intervalu / druhou derivaci. Pak plati
@ Vxel:f"(x)>0,pak je funkce konvexni na /

@ Vxel:f’(x) <0, pak je funkce konkavni na /

Poznamka : Body, ve kterych "se méni konvexita a konkavnost
funkce"nazyvame inflexni body. (Pfesna definice je ve skriptech). Funkce
muze mit inflexni bod pouze v bodech, kde existuje prvni derivace a druha
derivace bud' neexistuje nebo je nulova.

Véta : Jestlize pro funkci f v bodé xo plati: f'(xo) = /(%) = ... = f(W(x) = 0
a f("1)(xy) # 0, pak
@ je -li n sudé, ma funkce f v bodé xp inflexni bod

@ je -li nliché, ma funkce f v bodé xp lokalni extrém,a to maximum pro
f(+1)(x0) < 0 @ minimum (") (x) > 0.



Konvexita a konkavnost funkce - priklad

Pfiklad : Je dana funkce f(x) = In(x? + 2). Urete inflexni body této funkce a
zjistéte, kde je konvexni a kde konkavni.



Konvexita a konkavnost funkce - priklad

Pfiklad : Je dana funkce f(x) = In(x? + 2). Urete inflexni body této funkce a
zjistéte, kde je konvexni a kde konkavni.

D A&anis | rs ; 7 _ 2 17 _ 2% 42)—2x.2x __ 4-25°
Reseni: Ur¢ime druhou derivaci, f'(x) = 325, "(X) = =2z — = peop:




Konvexita a konkavnost funkce - priklad

Pfiklad : Je dana funkce f(x) = In(x? + 2). Urete inflexni body této funkce a
zjistéte, kde je konvexni a kde konkavni.

v 2

Regeni: Urtime druhou derivaci, f'(x) = 25, f'(x) = 2(x (;221;)22’('2" = &;fg;.
Nulové body druhé derivace jsou +v/2. Uréeme znameni funkce f”(x):

(00, —V2) | (-vV2,V2) | (v/2,00)




Konvexita a konkavnost funkce - priklad

Pfiklad : Je dana funkce f(x) = In(x? + 2). Urete inflexni body této funkce a
zjistéte, kde je konvexni a kde konkavni.

Regeni: Uréime druhou derivaci, f'(x) =

11 2(x342)—2x.2x _ 4—2x2
g (X)) = Zr2)E T (22"

Nulové body druhé derivace jsou +v/2. Uréeme znameni funkce f”(x):

(00, —V2) | (-vV2,V2) | (v/2,00)

Tedy funkce je konkavni na intervalu (—oo, —v/2), konvexni na (—v2,v2) a
opét konkavni na (v/2, o). inflexni body jsou +v/2.




Asymptoty funkce

Asymptoty jsou primky, ke kterym "se blizi"graf funkce.
Asymptotou bez smérnice nazveme pfimku x = a, pokud lim f(x) = £oo,
kde symbol lim, oznacuje nékterou z limit limy_ 4, limy_, o, limy_, 44



Asymptoty funkce

Asymptoty jsou pfimky, ke kterym "se blizi"graf funkce.
Asymptotou bez smérnice nazveme pfimku x = a, pokud lim f(x) = £oo,
kde symbol lim, oznacuje nékterou z limit limy_ 4, limy_, o, limy_, 44

Priklad : Funkce f(x) =
X = -2, X = —3, nebot
limy_, _3_ f(x) =
limy_, 34 f(x) =

) =

)=

1 _ 1 A Arni
PTsxs = (i2)(ers) Ma asymptoty bez smérnice

limy_, o f(x
limy_, o4 f(x



Asymptoty funkce

Asymptoty jsou pfimky, ke kterym "se blizi"graf funkce.
Asymptotou bez smérnice nazveme pfimku x = a, pokud lim f(x) = £oo,
kde symbol lim, oznacuje nékterou z limit limy_ 4, limy_, o, limy_, 44

Priklad : Funkce f(x) =
X=-2, x=-3, nebot’
limy_, _3_ f(x) =
limy_, 34 f(x) =
) =
)=

1 _ 1 A Arni
PTsxs = (i2)(ers) Ma asymptoty bez smérnice

limy_, o f(x

limy_, o4 f(X) = o0



Asymptoty funkce

Asymptoty jsou primky, ke kterym "se blizi"graf funkce.
Asymptotou bez smérnice nazveme pfimku x = a, pokud lim f(x) = £oo,
kde symbol lim, oznacuje nékterou z limit limy_ 4, limy_, o, limy_, 44

Piiklad : Funkce f(x) = raxs = s Ma asymptoty bez smérnice
x = -2, x = —3, nebot

limy_, _5_ f(x) = oo

limy_ 5. F(X) = —o0

limy_,_o_ f(x) = —oc0

limy_, o4 f(X) = o0

Pfimku y = Ax + B nazveme asymptotou funkce f(x) ve nevlastnim bodé o,
resp. —oo, jestlize limy_,[f(x) — (Ax + B)] =0, resp.
limy_, _oo[f(x) — (Ax + B)] = 0.



Asymptoty funkce

Asymptoty jsou primky, ke kterym "se blizi"graf funkce.
Asymptotou bez smérnice nazveme pfimku x = a, pokud lim f(x) = £oo,
kde symbol lim, oznacuje nékterou z limit limy_ 4, limy_, o, limy_, 44

Piiklad : Funkce f(x) = raxs = s Ma asymptoty bez smérnice
x = -2, x = —3, nebot

limy_, _5_ f(x) = oo

limy_ 5. F(X) = —o0

limy_,_o_ f(x) = —oc0

limy_, o4 f(X) = o0

Pfimku y = Ax + B nazveme asymptotou funkce f(x) ve nevlastnim bodé o,
resp. —oo, jestlize limy_,[f(x) — (Ax + B)] =0, resp.
limy_, _oo[f(x) — (Ax + B)] = 0.

Pfiklad : Funkce f(x) = —— mé v nevlastnich bodech asymptotu y = 0,

X24+5x+6
protoze limy_, oo 0)=0.

1
X2 +5x+6



Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo
A=Ilimy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.

A=limy, o "W B —lim,, . (f(x) - Ax).



Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo
A=Ilimy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.
A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.



Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo
A=Ilimy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.
A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:
. 2
A= llmx~>oo X+372X+1 =



Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo
A=Ilimy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.
A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:
. 2
A = |ImX~>OO X +32X+1 - 1!



Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo
A=Ilimy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.
A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:

; 24 ox+1 ; X242x+1 ; 2x+1
A=limy o X390 =1, B=limy_, o (X2 — x) = limy, o &H =



Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo
A=Ilimy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.
A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:
. 2 . 2 .
A= limy o B = 1, B = limy oo (2251 = x) < lim,, o 251 =2



Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo

A=limy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.

A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:
. 2 . 2 .
A= limy o B = 1, B = limy oo (2251 = x) < lim,, o 251 =2

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 2. Obdobné postupujeme v —oc:
A=lim,, o, L2t
—0o0 X2




Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo

A=limy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.

A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:
. 2 . 2 .
A= limy o B = 1, B = limy oo (2251 = x) < lim,, o 251 =2

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 2. Obdobné postupujeme v —oc:

2
A : X“+2x+1
- ll Nx——oco X2 - 1:




Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo

A=limy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.

A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:
. 2 . 2 .
A= limy o B = 1, B = limy oo (2251 = x) < lim,, o 251 =2

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 2. Obdobné postupujeme v —oc:
A=limy, oo BB — 4, B = lim,, o (X2 x) —lim, o 251 =




Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo

A=limy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.

A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:
. 2 . 2 .
A= limy o B = 1, B = limy oo (2251 = x) < lim,, o 251 =2

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 2. Obdobné postupujeme v —oc:
A=limy, oo EEBEL — 4, B —lim,, o (2 x) —lim,, o 251 =2




Asymptoty funkce

Poznamka : Funkce f(x) nemusi mit zadné asymptoty, napt. funkce
f(x) = sinx.

Véta : Pfimka y = Ax + B je asymptotou funkce f(x) v bodé +oc, resp. —oo

A=Ilimy_ ﬁ?, B = limy_, o (f(x) — Ax), resp.
A=1lime_oo " B =limy_,_.o(f(x) — AX).

X ?

Piklad : Urgete asymptoty funkce f(x) = ¥+2x1 v nevlastnich bodech.

Regeni: Nejprve uréime asymptotu v +oc:

A= limy o B = 1, B = limy oo (2251 = x) < lim,, o 251 =2
Tedy hledana asypmtota je: y = x + 2. Obdobné postupujeme v —oo:
A=limy, oo EEBEL — 4, B —lim,, o (2 x) —lim,, o 251 =2

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 2.




Prubéh funkce

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zjistujeme:
@ Df, nulové body a znameni funkce, periodicitu, paritu funkce
@ Intervaly monotdénnosti a lokalni extrémy funkce
@ Kde je funkce konvexni, konkavni a jaké jsou inflexni body funkce
© Asymptoty a graf funkce



Prubéh funkce

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zjistujeme:
@ Df, nulové body a znameni funkce, periodicitu, paritu funkce
@ Intervaly monotdénnosti a lokalni extrémy funkce
@ Kde je funkce konvexni, konkavni a jaké jsou inflexni body funkce
© Asymptoty a graf funkce

Priklad : VySettete priibéh funkce f(x) = v'x% +2x + 2.



Prubéh funkce

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zjistujeme:
@ Df, nulové body a znameni funkce, periodicitu, paritu funkce
@ Intervaly monotdénnosti a lokalni extrémy funkce
@ Kde je funkce konvexni, konkavni a jaké jsou inflexni body funkce
© Asymptoty a graf funkce

Priklad : VySetfete pribsh funkce f(x) = v/x2 + 2x + 2. ReSeni:
@ Funkce je definovana na R, je vSude kladnd, neni suda ani licha ani
periodicka



Prubéh funkce

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zjistujeme:
@ Df, nulové body a znameni funkce, periodicitu, paritu funkce
@ Intervaly monotdénnosti a lokalni extrémy funkce
@ Kde je funkce konvexni, konkavni a jaké jsou inflexni body funkce
© Asymptoty a graf funkce

Priklad : VySetfete pribsh funkce f(x) = v/x2 + 2x + 2. ReSeni:
@ Funkce je definovana na R, je vSude kladnd, neni suda ani licha ani

periodicka
Q f(x)= \/%, stacionarni bod je —1, funkce je klesajici na (—oo0, —1)
X2+2x

arostouci na (—1, 00), tedy v bodé —1 nabyva funkce lokalniho minima
f(—1)=1.



Prubéh funkce

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zjistujeme:
@ Df, nulové body a znameni funkce, periodicitu, paritu funkce
@ Intervaly monotdénnosti a lokalni extrémy funkce

@ Kde je funkce konvexni, konkavni a jaké jsou inflexni body funkce
© Asymptoty a graf funkce

Priklad : VySetfete pribsh funkce f(x) = v/x2 + 2x + 2. ReSeni:
@ Funkce je definovana na R, je vSude kladnd, neni suda ani licha ani
periodicka

’ _ X+1 . ’ ’ . _ . s _ _ _
Q f(x)= ey stacionarni bod je —1, funkce je klesajici na (—oo0, —1)

arostouci na (—1, 00), tedy v bodé —1 nabyva funkce lokalniho minima
f(—1)=1.

17 _ 1 7 . . v s .
Q (x)= Joroaer druh& derivace je vSude kladna, tedy funkce je
konvexni na R.



Prubéh funkce

P¥i vySetfovani priibéhu funkce zjistujeme:
@ Df, nulové body a znameni funkce, periodicitu, paritu funkce
@ Intervaly monotdénnosti a lokalni extrémy funkce

@ Kde je funkce konvexni, konkavni a jaké jsou inflexni body funkce
© Asymptoty a graf funkce

Priklad : VySetfete pribsh funkce f(x) = v/x2 + 2x + 2. ReSeni:
@ Funkce je definovana na R, je vSude kladnd, neni suda ani licha ani
periodicka

’ _ X+1 . ’ ’ . _ . s _ _ _
Q f(x)= ey stacionarni bod je —1, funkce je klesajici na (—oo0, —1)

arostouci na (—1, 00), tedy v bodé —1 nabyva funkce lokalniho minima
f(—1)=1.

17 _ 1 7 . . v s .
Q (x)= Joroaer druh& derivace je vSude kladna, tedy funkce je
konvexni na R.

© Funkce nema svislé asymptoty. Ureme jesté asymptoty funkce
f(x) = VX2 4+ 2x + 2 v nevlastnich bodech.



Prubéh funkce - priklad

. V X242x+2 : [ x24+2x+2 __
A= IlmX—>oo X = IlmX—)oo % =




Prubéh funkce - priklad
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Prubéh funkce - priklad
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\/ X24+2x+2+x V X24+2x+2+x



Prubéh funkce - priklad

. \/ 219 2 .
A= limy_ o % = limy_ oo \/ % =1,
B = limy_, .. (\/x2 Toxt2-— x) -

lim,_, ( /7X2+2X+2_X) VXX iy 242y
o VX2 2x+24x V X22x+24x



Prubéh funkce - priklad

. \/ X24-2x+2 .
A= limy_ o : j; e = limy o0 \/ X2+52X+2 =1,
B = liMy_oc (\/x2 Tox 12— x) -
li 210 > _ V X2H2x42+x l 2x+42 -1
IMy_o0 [ VX 42X + X| re—/—mm—=1IMy o ————=—— =
VX2 2x+24x V X22x+24x

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 1. Obdobné postupujeme v —oc:

. V X2+2x+2 . / x242x+2
A= I|mxafoo x = I|mxafoo - % =



Prubéh funkce - priklad

. \/ X24-2x+2 .
A= limy_ o : j; e = limy o0 \/ X2+52X+2 =1,
B = liMy_oc (\/x2 Tox 12— x) -
li 210 > _ V X2H2x42+x l 2x+42 -1
IMy_o0 [ VX 42X + X| re—/—mm—=1IMy o ————=—— =
VX2 2x+24x V X22x+24x

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 1. Obdobné postupujeme v —oc:

. V X2+2x+2 . / x242x+2
A= I|mxafoo x = I|mxafoo - % = _1s



Prubéh funkce - priklad

. 24 2x+2 . 2
A=limy_ 7vxtx+ = limy oo /% =1,
B = liMy_oc (\/x2 Tox 12— x) -
li 5 P > _ V X2H2x42+x l 2x42 -1
iMy_oo [ VX2 +2x + x ) YEEEEETE —imy o —2XE2 =
VX2 2x+24x V X22x+24x

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 1. Obdobné postupujeme v —oc:

. 219 2 .
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BZIimx—)—oo( X2+2X+2+X):

li vV x2 VXA2XA2-X _ ox42
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V x242x4+2—x \/ X242x+2—x



Prubéh funkce - priklad
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A=limy_ 7vxtx+ = limy oo /% =1,
B = liMy_oc (\/x2 Tox 12— x) -
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iMy_oo [ VX2 +2x + x ) YEEEEETE —imy o —2XE2 =
VX2 2x+24x V X22x+24x

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 1. Obdobné postupujeme v —oc:

. 219 2 .
A=Ilim,,_ @ =limy__ _\/@: -1,
BZIimx—)—oo( X2+2X+2+X):

i VI 2x T 24 x) YR 3 T——
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Prabéh funkce - priklad

. \/ 219 2 .
A= limy_ o % = limy_ oo \/ % =1,
B = limy_, .. (\/x2 Toxt2-— x) -

li Vx2 oy ) M ARxd4x i  xt2
iMy_,oo (VX2 +2X+2— X = limy_ o =1
VX2 2x+24x V X22x+24x

Tedy hledana asypmtota je: y = x + 1. Obdobné postupujeme v —oc:

. 219 2 .
A=Ilim,,_ @ =limy__ _\/@: -1,
BZIimx—)—oo( X2+2X+2+X):

li vV x2 VXA2XA2-X o o2x+2
My, oo (VX2 +2X+2+ X = limy_, _ = —1
\ X242x+2—x \/ X242x+2—x

Tedy hledana asypmtota je: y = —x — 1. Nyni jiZ mGzZeme nakreslit graf
funkce.



Prubéh funkce - priklad

Zjistili jsme, Ze: funkce ma lokalni minimum v bodé —1, f(—1) =1

-4 -3 -2 -1 1 2 3

Obrazek: Graf funkce f(x) = vx2 +2x + 2



Prubéh funkce - priklad

Zjistili jsme, ze: funkce je konvexni

Obrazek: Graf funkce f(x) = v'x? 4+ 2x + 2



Prubéh funkce - priklad

Zjistili jsme, ze: funkce ma v +oo asymptotu y = x + 1

Obrazek: Graf funkce f(x) = vx2 +2x + 2



Prubéh funkce - priklad

Zjistili jsme, ze: funkce ma v —oo asymptotu y = —x — 1

Obrézek: Graf funkce f(x) = vx2 4+ 2x 4 2



Prubéh funkce - priklad

Zjistili jsme, ze:  nyni jiz mGzeme nacrtnout graf

Obrazek: Graf funkce f(x) = vx? 4+ 2x + 2



Diferencial

Uvazujme funkci f(x), kterd ma v bodé a derivaci f'(a). Sestrojime - li v bodé
atecnu ke grafu funkce f, t : y = f(a) + f'(a).(x — a), mdzeme pro x blizka
bodu a odhadnout hodnotu f(x) jako f(x) ~ f(a) + f'(a).(x — a). Vyraz

df(a) = f'(a).(x — a) nazyvame diferencialem funkce f v bodé a, piSeme
df(a) = f'(a).dx.

y=f(x) y=f(a)+f(a).(x-a)

df(a)=f(a).dx

fla)

Obrazek: Diferencial funkce f(x) v bodé a pro dx = (x — a)



Diferencial - priklad

Priklad : Je dana funkce f(x) = v/x a bod a = 4.
@ Urcete diferencial funkce f v bodé a
© Pomoci tohoto diferencialu odhadnéte /5.



Diferencial - priklad

Priklad : Je dana funkce f(x) = v/x a bod a = 4.
@ Urcete diferencial funkce f v bodé a
© Pomoci tohoto diferencialu odhadnéte /5.
Reseni:

Q f(x) = 515, '(4) = | Tedy df(4) = §.



Diferencial - priklad

Pfiklad : Je dana funkce f(x) = v/x abod a = 4
@ Urcete diferencial funkce f v bodé a
© Pomoci tohoto diferencialu odhadnéte /5.

Reseni:
Q f(x)= f'(4) = 1. Tedy df(4) =
ef_f() f(a) + f'(a).(5 a):f+ﬂ—2,25

i =



Diferencial - priklad

Pfiklad : Je dana funkce f(x) = v/x abod a = 4
@ Urcete diferencial funkce f v bodé a
© Pomoci tohoto diferencialu odhadnéte /5.

Reseni:
Q f'(x) = 505, f'(4) = ;. Tedy df(4) =
Q@ V5=f(5)~f(a)+f(a).5-a)= f+ 4 —225

Pozn.: Skute¢na hodnota zaokrouhlena na 3 desetlnna mista je v/5 = 2, 236.



Taylortv polynom

Jesté presnéjsi odhady mizeme ziskat pomoci Taylorova polynomu.

Ma-li funkce f(x) derivace v bodé a derivace aZ do n-tého Fadu, pak v tomto
bodé definujeme Tayloriv polynom stupné n:

To(x) = f(a) + F'(a).(x — @) + & (x — a2 + ... + 2@ (x — g)n

Pro "x blizka bodu a"plati f(x) ~ Th(x), chybu R(x) = f(x) — Ta(x) Ize
vyjadfit v rznych tvarech.




Taylortv polynom

Jesté presnéjsi odhady mizeme ziskat pomoci Taylorova polynomu.

Ma-li funkce f(x) derivace v bodé a derivace aZ do n-tého Fadu, pak v tomto
bodé definujeme Taylortv polynom stupné n:

To(x) = f(a) + F'(a).(x — @) + & (x — a2 + ... + 2@ (x — g)n
Pro "x blizka bodu a"plati f(x) ~ Th(x), chybu R(x) = f(x) — Ta(x) Ize
vyjadfit v rznych tvarech.

Pfiklad : Pro funkci f(x) = v/x abod a=4
@ Urcete Taylordv polynom Ts(x)
@ Pomoci tohoto polynomu odhadnéte /5.



Taylortv polynom

Jesté presnéjsi odhady mizeme ziskat pomoci Taylorova polynomu.
Ma-li funkce f(x) derivace v bodé a derivace aZ do n-tého Fadu, pak v tomto
bodé definujeme Tayloriv polynom stupné n:

To(x) = f(a) + F'(a).(x — @) + & (x — a2 + ... + 2@ (x — g)n
Pro "x blizka bodu a"plati f(x) ~ T,,(x), chybu Rn(x) = f(x) — Ta(x) Ize
vyjadfit v rznych tvarech.

Pfiklad : Pro funkci f(x) = v/x abod a=4
@ Urcete Taylordv polynom Ts(x)
@ Pomoci tohoto polynomu odhadnéte /5.

Reseni:
Q f(x)= 2f7f//( )

Dosadime: f'(4)

1" _ _3
4ﬂ’f() 8V/x5'

% f”(4) _ 521 , f’"( ) _ %



Taylortv polynom

Jesté presnéjsi odhady mizeme ziskat pomoci Taylorova polynomu.
Ma-li funkce f(x) derivace v bodé a derivace aZ do n-tého Fadu, pak v tomto
bodé definujeme Tayloriv polynom stupné n:

To(x) = f(a) + F'(a).(x — @) + & (x — a2 + ... + 2@ (x — g)n
Pro "x blizka bodu a"plati f(x) ~ T,,(x), chybu Rn(x) = f(x) — Ta(x) Ize
vyjadfit v rznych tvarech.

Pfiklad : Pro funkci f(x) = v/x abod a=4
@ Urcete Taylordv polynom Ts(x)
@ Pomoci tohoto polynomu odhadnéte /5.

Reseni:

@ (x) = 55 I"(x )_1431*3"””()(3_ B 3
Dosadme:1(8) - 1 16) - o 16 -

Tedy Ta(x) =2+ j(x —4) + 3.35.(x — 4)* + .55 (x — 4)°




Taylortv polynom

Jesté presnéjsi odhady mizeme ziskat pomoci Taylorova polynomu.
Ma-li funkce f(x) derivace v bodé a derivace aZ do n-tého Fadu, pak v tomto
bodé definujeme Tayloriv polynom stupné n:

To(x) = f(a) + F'(a).(x — @) + & (x — a2 + ... + 2@ (x — g)n
Pro "x blizka bodu a"plati f(x) ~ T,,(x), chybu Rn(x) = f(x) — Ta(x) Ize
vyjadfit v rznych tvarech.

Pfiklad : Pro funkci f(x) = v/x abod a=4
@ Urcete TaylorGv polynom T3(x)
@ Pomoci tohoto polynomu odhadnéte /5.

Reseni:

Q@ 7(x)= 2f’ rix ):14773’ fm(x? ) ssf 3
Dosadime: £(4) = 1, 1/(4) = 5, 1"(4) = 2
Tedy T5(x) =2+ 3(x —4) + ; 52 (x =42+ 1.3 (x—4)°

Q@ V5=1(5)~2+;+35.3 + 5555 = 2,236328125




Taylortv polynom

Jesté presnéjsi odhady mizeme ziskat pomoci Taylorova polynomu.
Ma-li funkce f(x) derivace v bodé a derivace aZ do n-tého Fadu, pak v tomto
bodé definujeme Tayloriv polynom stupné n:

To(x) = f(a) + F'(a).(x — @) + & (x — a2 + ... + 2@ (x — g)n

Pro "x blizka bodu a"plati f(x) ~ T,,(x), chybu Rn(x) = f(x) — Ta(x) Ize
vyjadfit v rznych tvarech.

Pfiklad : Pro funkci f(x) = v/x abod a=4
@ Urcete TaylorGv polynom T3(x)
@ Pomoci tohoto polynomu odhadnéte /5.

Resent:
o f’( ) 2\[7 f”( ) :1 4\—/%, f’”(X3 _ 3\37 N
Dosadime: f'(4) = 1, f"(4) = 33, f"'(4) = 25

Tedy T5(x) =2+ 3(x —4) + ; 521 (x =42+ 1.3 (x—4)°
Q VE=f(5)~2+;+ 5.3 + § 255 = 2,236328125
Pozn.: Skute¢na hodnota zaokrouhlen4 na 3 desetinna mista je v/5 = 2,236.



Integralni pocet - primitivni funkce

Jestlize F(x) a f(x) jsou takové funkce, Ze pro vSechna x z intervalu / plati
f(x) = F'(x), pak fekneme, Zze F(x) je primitivni k f(x) na intervalu /.

Piklad : Funkce F(x) = x3 + % + 3x + 5 je primitivni k f(x) = 3x2 + x + 3
na R, protoze f(x) = F'(x).



Integralni pocet - primitivni funkce

Jestlize F(x) a f(x) jsou takové funkce, Ze pro vSechna x z intervalu / plati
f(x) = F'(x), pak fekneme, Zze F(x) je primitivni k f(x) na intervalu /.

Pfiklad : Funkce F(x) = x® + X; + 3x + 5 je primitivni k f(x) = 3x% + x + 3
na R, protoze f(x) = F'(x).

Poznamka : Je-li F(x) primitivni k f(x) na intervalu /, pak funkce F(x) je zde
spojita (dokonce ma derivaci). Jaké podminky musi splfiovat f(x)? Postacujici
podminkou k tomu, aby k f(x) existovala primitivni funkce je spojitost f(x) na
1. Je primitivni funkce urCena jednoznacéné?

Pfiklad : Funkce G(x) = x3 + "2—2 + 3x + 7 je téZ primitivni k funkci
f(x) = 3x2 + x + 3 z pfedchoziho pFikladu.



Integralni pocet - primitivni funkce

Jestlize F(x) a f(x) jsou takové funkce, Ze pro vSechna x z intervalu / plati
f(x) = F'(x), pak fekneme, Zze F(x) je primitivni k f(x) na intervalu /.

Pfiklad : Funkce F(x) = x® + X; + 3x + 5 je primitivni k f(x) = 3x% + x + 3
na R, protoze f(x) = F'(x).

Poznamka : Je-li F(x) primitivni k f(x) na intervalu /, pak funkce F(x) je zde
spojita (dokonce ma derivaci). Jaké podminky musi splfiovat f(x)? Postacujici
podminkou k tomu, aby k f(x) existovala primitivni funkce je spojitost f(x) na
1. Je primitivni funkce urCena jednoznacéné?

Pfiklad : Funkce G(x) = x3 + "2—2 + 3x + 7 je téZ primitivni k funkci
f(x) = 3x2 + x + 3 z pfedchoziho pFikladu.

Véta : Jsou-li funkce F(x) a G(x) primitivni k funkci f(x) na intervalu /, pak
existuje konstanta c € R, takova, Zze proVx € I: F(x) = G(x) + ¢



Limita funkce vice proménnych

Definice : Rikame, Ze funkce f(x, Xz, ..., X,) ma v bodé X° = [x%, x9, ..., x9]
limitu rovnu A € R a piSeme limy_, xo f(X) = A, jestlize pro Ve > 036 > 0 tak,
Ze f(X) je definovana v ryzim okoli Us(X°) \ {X°} a pro vSechna X z tohoto
okoli plati: |f(X) — A| < e. (1. "pro v8echna X blizka X° plati f(X) ~ A.)



Limita funkce vice proménnych

Definice : Rikame, Ze funkce f(x, Xz, ..., X,) ma v bodé X° = [x%, x9, ..., x9]
limitu rovnu A € R a piSeme limy_, xo f(X) = A, jestlize pro Ve > 036 > 0 tak,
Ze f(X) je definovana v ryzim okoli Us(X°) \ {X°} a pro vSechna X z tohoto
okoli plati: |f(X) — A| < e. (1. "pro v8echna X blizka X° plati f(X) ~ A.)

Poznamka : Pro pocitani s limitami plati analogicka pravidla jako u funkce
jedné proménné. Obdobné se zavadéji i nevlastni limity.

Definice : If{ekneme, ze funkce f(x1, X2, . .., Xn) j€ spojita v bodé
X0 =[x2,x2,...,x7], jestlize m& v tomto bodé limitu a plati:

||mx_>)@ f(X) = f(XO)



Limita funkce vice proménnych

Definice : Rikame, Ze funkce f(x, Xz, ..., X,) ma v bodé X° = [x%, x9, ..., x9]
limitu rovnu A € R a piSeme limy_, xo f(X) = A, jestlize pro Ve > 036 > 0 tak,
Ze f(X) je definovana v ryzim okoli Us(X°) \ {X°} a pro vSechna X z tohoto
okoli plati: |f(X) — A| < e. (1. "pro v8echna X blizka X° plati f(X) ~ A.)

Poznamka : Pro pocitani s limitami plati analogicka pravidla jako u funkce
jedné proménné. Obdobné se zavadéji i nevlastni limity.

Definice : Rekneme, Ze funkce f(x1,X2,...,Xn) j€ spojitd v bodé
X0 =[x2,x2,...,x7], jestlize m& v tomto bodé limitu a plati:

||mx_>)@ f(X) = f(XO)

Priklad : Funkce f(x,y) = ﬁyz je spojita ve vdech bodech R? kromé bodu
[0,0].



Parcialni derivace

Uvazujme nejprve funkci dvou proménnych f(x, y) a poloZme y rovno
konstanté y,. Dostaneme funkci jedné proménné, oznacme ji g(x) = f(x, yo).
Jestlize ma tato funkce derivaci v bodé xo, tj. existuje-li

g’ (X0) = limy_, KM){:M;‘(OMZ nazveme ji parcialni derivaci funkce f(x, y) v
bodé [xo, o] podle proménné x. Oznacujeme ji f;(xo,¥o) nebo f(xo, ¥o)

nebo %%1 . Analogicky se definuje parcialni derivace podle y.



Parcialni derivace

Uvazujme nejprve funkci dvou proménnych f(x, y) a poloZme y rovno
konstanté y,. Dostaneme funkci jedné proménné, oznacme ji g(x) = f(x, yo).
Jestlize ma tato funkce derivaci v bodé xo, tj. existuje-li

g’ (X0) = limy_, ﬁmxjuf(om nazveme ji parcialni derivaci funkce f(x, y) v
bodé [xo, o] podle proménné x. Oznacujeme ji f;(xo,¥o) nebo f(xo, ¥o)

nebo %%1 . Analogicky se definuje parciélni derivace podle y.

Poznamka : Pro funkci n proménnych se parcialni derivace definuji obdobné.
Derivujeme-li podle x;, ostatni proménné povazujeme za konstanty. Parcialni
derivace funkce f(X) v bodé X° zna¢ime napfiklad

£ (X0), £, (X0), ..., fr (XO).



Parcialni derivace

Uvazujme nejprve funkci dvou proménnych f(x, y) a poloZme y rovno
konstanté y,. Dostaneme funkci jedné proménné, oznacme ji g(x) = f(x, yo).
Jestlize ma tato funkce derivaci v bodé xo, tj. existuje-li

g’ (X0) = limy_, ﬁmxjuf(om nazveme ji parcialni derivaci funkce f(x, y) v
bodé [xo, o] podle proménné x. Oznacujeme ji f;(xo,¥o) nebo f(xo, ¥o)

nebo %%1 . Analogicky se definuje parciélni derivace podle y.

Poznamka : Pro funkci n proménnych se parcialni derivace definuji obdobné.
Derivujeme-li podle x;, ostatni proménné povazujeme za konstanty. Parcialni
derivace funkce f(X) v bodé X° zna¢ime napfiklad

£ (X0), £, (X0), ..., fr (XO).

Pfiklad : Funkce f(x,y) = x? +3y? + 5xy — 4x + y — 1 ma parcialni derivace
fi(x,y) =2x+0+5y —4+0afy(x,y)=0+6y+5x—-0+1



Parcialni derivace

Uvazujme nejprve funkci dvou proménnych f(x, y) a poloZme y rovno
konstanté y,. Dostaneme funkci jedné proménné, oznacme ji g(x) = f(x, yo).
Jestlize ma tato funkce derivaci v bodé xo, tj. existuje-li

g’ (X0) = limy_, ﬁmxjufmm nazveme ji parcialni derivaci funkce f(x, y) v
bodé [xo, o] podle proménné x. Oznacujeme ji f;(xo,¥o) nebo f(xo, ¥o)

nebo %%1 . Analogicky se definuje parciélni derivace podle y.

Poznamka : Pro funkci n proménnych se parcialni derivace definuji obdobné.
Derivujeme-li podle x;, ostatni proménné povazujeme za konstanty. Parcialni
derivace funkce f(X) v bodé X° zna¢ime napfiklad

£ (X0), £, (X0), ..., fr (XO).

Pfiklad : Funkce f(x,y) = x? +3y? + 5xy — 4x + y — 1 ma parcialni derivace
fi(x,y) =2x+0+5y —4+0afy(x,y)=0+6y+5x—-0+1

Priklad : Funkce f(x,y,z) = ﬁ ma parcialni derivace

1. 2)—x.0 0. 2)—x.1 _
f(x.y.2) = HEERE = Gl (0 y.2) = HEER = iy
_ 0.(y+2%)—x.2z —2xz

fz/(Xaya Z) - y+22)2 = U+2)2



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)




Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

i



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

i

Priklad : Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého fadu pro funkci
f(x,y,2) = 3x% 4+ y? + z° — xyz.



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

Priklad : Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého fadu pro funkci
f(x,y,z) =3x? + y? + 2% — xyz.
fy =6x—yz, f, =2y — xz, f, =322 — xy,



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

i

Priklad : Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého fadu pro funkci
f(x,y,2) = 3x% 4+ y? + z° — xyz.

fy =6x—yz, f, =2y — xz, f, =322 — xy,

fix =6, fy =2, f,;, =62,



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

Priklad : Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého fadu pro funkci
f(x,y,2) = 3x% 4+ y? + z° — xyz.

fy =6x—yz, f, =2y — xz, f, =322 — xy,

fix =6, fy =2, f,;, =62,

fyy=—=2,fz ==y, lyz = —X,



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fx,x,(XO) nebo f;lx (Xo) nebo %;z;i?)

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

i

Priklad : Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého fadu pro funkci
f(x,y,2) = 3x% 4+ y? + z° — xyz.

fy =6x—yz, f, =2y — xz, f, =322 — xy,

fix =6, fy =2, f,;, =62,

fxy =-2,h,=—Y, fyz = —X,

fyix =—=2, ==y, f, = —X.



Parcialni derivace vyssich radu

Uvazujme oblast Q C R”, kde ma funkce f(x1, X2, . .., X,) derivaci podle x;
(ie{1,...,n}), f. Pokud mé funkce f,, v néjakém bodé X, € Q2 derivaci podle
Xj, nazveme ji parcialni derivaci druhého fadu podle x; a x; a znacime

fiy(Xo) nebo £y (Xo) nebo 5700

. 92X,
Poznamka : Jestlize i = j, piSeme f;/ nebo 65(2‘3).

i

Priklad : Vypoctéte vSechny parcialni derivace druhého fadu pro funkci
f(x,y,2) = 3x% 4+ y? + z° — xyz.

fy =6x—yz, f, =2y — xz, f, =322 — xy,

fix =6, fy =2, f,;, =62,

fxy =-2,h,=—Y, fyz = —X,

fyix =—=2, ==y, f, = —X.

Véta : Jestlize ma funkce f spojité parcialni derivace az do fadu k v néjakém
okoli Us(Xp) bodu Xy, nezélezi na porfadi, ve kterém derivujeme, tedy napt.

Fix (Xo) = £ (X0)



