Cilové programovani

Predstavuje jiny pristup k reSeni ulohy LP. Misto stanoveni omezujicich
podminek a kritéria optimality se zde stanovi pevne a volne cile s
pfifazenymi cilovymi hodnotami. U pevnych cild musi byt tato hodnota
splnéna (analogie omezujicich podminek). U volnych cilu muzeme
dosahnout vyssi i nizSi hodnoty nez je cil (avsak ne moc odlisné). Protoze
cilovych hodnot byva nékolik a zpravidla neni mozné dosazeni vSech, voli se
obvykle jeden ze dvou pristupu:

» pomoci preferenci - nejprve je optimalizovan cil s nejvyssi preferenci,
atd. nebo

» pomoci vah - koeficientl vyjadrujicich dulezitost daného cile,
optimalizuje se pak vazeny soucet odchylek od vSech cilu

Modely cilového programovani jsou obecnéjsi nez standardni modely LP,
protoze v praxi zpravidla nemame jediné kritérium optimality, ale sledujeme
vice hodnot.



Cilové programovani - priklad

Priklad z J. Jablonsky, Operacni vyzkum: Vedeni penzijniho fondu se
rozhoduje o ndkupu dvou druhu cennych papiru (akcie a obligace). Ma k
dispozici prostfedky, které neni nutné uplné vycerpat, nelze je véak prekrocit.
Do akcii Ize investovat maximalné 50 % celkového objemu prostredku a do
obligaci maximalné 75 % prostredku. Ocekavany vynos z akcii je 15 % a z
obligaci 10 % p.a., mira rizika investice je ohodnocena koeficientem 5 u akcii
a 2 u obligaci. Navrhnéte takovou skladbu portfolia [xi, xz], aby se dosahlo

prumerného vynosu 12 % p.a. a aby byla vazena mira rizika rovna 3 .

Pfi standardnim pristupu LP bychom museli zvolit jako ucelovou funkci jen
jedno z nich, napf. vynos a k omezujicim podminkam pro objem investic
pridat dalSi omezeni, totiz Ze mira rizika nesmi prekrocit hodnotu 3. Lze
spocitat, Ze optimalniho reSeni pfi tomto pfistupu dosahneme, dame-li %
prostredkll do akcii a £ do obligaci. Pfi primérném riziku 3 tak ziskdme
11,67 % p.a.

Nebo naopak budeme minimalizovat ucelovou funkci vyjadfenou vazenym
rizikem a jako dodatecnou podminku stanovime omezeni, aby primeérny
vynos byl nejméné 12 % p.a. Pak je optimalni investovat 40 % prostfedkl do
akcii a 60 % do obligaci. Pri vysledném vynosu 12 % p.a. pak bude mira
rizika 3,2.



Cilové programovani - formulace modelu

U volnych cilu se pouZivaji odchylkové proménné pro vyjadreni kladnych a
zapornych odchylek (znaime je d;", resp. d;~) od cilovych hodnot. Je-li cile
splnén, plati d" = d~ = 0, dojde-li k pfesahnuiti cile, pak je d" >0, d~ =0
a neni-li cil dosazen, je d* = 0, d~ > 0. Pevné cile musi byt respektovany,
zadné odchylky se nepripousti.

V modelu cilového programovani je vzdy Ucelova funkce vyjadrena jako
minimalizace odchylkovych proménnych, pficemz do ni Ize zahrnout bud
pouze kladné, pouze zaporné nebo oba typy odchylek ( pak se cilovym
hodnotam blizime shora, zdola nebo "oboustranné"). Zapis ulohy o
optimalizaci portfolia by tedy byl:

dy, d; — min,

za podminek:

X1+ X <1

x1 <0,5; x2 <0,75

15x1 +10x + df” — d;” =12

5xi +2x2+dy —d, =3

X1, X, d;,d7,d,dy >0



Cilové programovani - odliseni cilu vahami

Pfi sou¢asné minimalizaci vice odchylek muzeme odliSit jejich dulezitost
vahami. Abychom se vyhnuli problémum s ruznymi jednotkami, je lepSi

dt  d~ vo ;
-, I, kde g; znaci i- tou cilovou

pracovat s relativnimi odchylkami -, -,
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vahy 5 a 1 a ucelova funkce bude mit podobu z = 501'1—2 -+ d%. Dale Ize ulohu

resSit béznou simplexovou metodou.

Regenim je dat { prostfedku do akcii a £ do obligaci, pfitom je zcela spinéna
cilova hodnota rizika a vynos je 11,67%.



Cilové programovani - odliseni cilu preferencemi
Pfi odliSeni cilu preferencemi minimalizujeme nejprve odchylku od

Va 'l

v nasi Uloze vyssi prioritu vynos, minimalizujeme nejprve d; .
Znazornéme situaci graficky v roviné xq, Xo.
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Protoze se pfimky protinaji mimo pripustnou mnozinu, nelze dosahnout
rovnosti d” = 0. Musime riziko zvysit, tj. posunout modrou pfimku tak, aby se

dotkla optimalni usecky pro d, . Nasli jsme bod optima x* = [0, 4; 0, 6].



Vicekriterialni programovani

Ve vicekriterialnim programovani jde o optimalizaci vice ucelovych funkci na
pfipustné mnoziné definované sadou omezeni. Narozdil od uloh VHV je
mnozina variant v ulohach nekonecna a kritéria jsou definovana v podobé
funkci. Jsou-li vdechny ucelové funkce i omezujici podminky linearni,
mluvime o vicekriterialnim linearnim programovani (VLP). Problém VLP tedy
muzeme formulovat jako ulohu "optimalizovat"

zi=¢"-x, zz=¢c?-x,...zx =c¥-x,
za podminek
xeX={xeR"Ax < b, x> 0},

kde ¢' je cenovy vektor i-té UEelové funkce.

Pomoci ekvivalence minimalizacni ulohy pro z; s maximalizacni Ulohou pro
—Z; muzeme prevést ulohu do takové podoby, aby v§echna kritéria méla
maximalizaéni charakter. Ulohu je pak mozné zapsat pomoci maticového
zapisu, oznaCime-liz = (zy, z», ..., zx) vektor ucelovych funkci a C matici

vytvofenou z cenovych vektorti ¢!, ¢?,...c¥:

z=C - x— MAX, xe X.



Model VLP - zakladni pojmy

Podobne jako u VHYV je typicky cilem nalézt v mnoziné vSech pripustnych
reSeni pomoci vhodného postupu néjaké prakticky pfijatelné, tzv.
kompromisni feSeni. Je dobré si uvédomit, Ze pfi hledani kompromisniho
fedeni se opét stati omezit na nedominovana feseni. Redeni x € X je
nedominované, pokud neexistuje Zadné pripustné reseni, jehoz vektor
kriteridlnich hodnot by byl ve vSech sloZzkach vétsi nebo roven vektoru C - x
(s vylou¢enim pripadu rovnosti vektoru).

VétsSina principu pro hledani kompromisniho reseni je zaloZzena na reSeni
dilgich uloh linearniho programovani z; = ¢' - x — max, x € X standardni
simplexovou metodou. Vektor xy, ve kterém v8echny ucelové funkce nabyvaji
svych optimalnich hodnot nazyvame idealni reseni. Analogicky bychom mohli
zavést bazalni reseni xp. Optimalni a bazalni feSeni zpravidla nelezi v
pfipustné mnozine.



Model VLP - grafické znazornéni

Vicekriterialni linearni model je mozné zobrazovat v rozhodovacim nebo
kriterialnim prostoru. Nejprve schematicky znazornéme ulohu se dvéma
proménnymi v rozhodovacim prostoru, kde souradné osy budou
reprezentovat hodnoty proménnych.

7

Na hranici mnoziny pripustnych resSeni vymezené kriterialnim kuzelem lezi
v§echna nedominovana reseni.



Model VLP - grafické znazornéni

PFi zobrazovani v kriterialnim prostoru vynasime na jednotlivé osy prfimo
hodnoty Ucelovych funkci.
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Modre jsou vyznaceny nedominované hodnoty



Vicekriterialni programovani - klasifikace metod

PFfi reSeni uloh VLP muzeme pozadovat vysledky v podobé Uplného popisu
mnoziny nedominovanych reSeni nebo nalezeni nejaké jeji reprezentativni
podmnoziny nebo vybéru nékolika kompromisnich variant. Chce-li uzivatel
vybrat jedinou kompromisni variantu, bude jeho rozhodnuti zna¢né zaviset na
preferencich jednotlivych kritérii. Ty mohou byt zadavany v ruznych fazich
vypoctu:

» pred zapocCetim vypoctu,

» interaktivné v prubéhu vypoctu,

» po skoncéeni vypoctu,

a to opét prostrednictvim aspira¢nich arovni kritérii, poradim kritérii, vahami
kritérii nebo mirou kompenzace kriterialnich hodnot. Podle toho, kdy je
informace o kritériich do modelu zapracovana, délime vypocetni metody na:

» metody s preferenéni informaci a priori

» metody s preferenéni informaci a posteriori

» metody s postupnym zpresnovanim preferencni informace
» metody kombinované



Vicekriterialni programovani - klasifikace metod

Metody s informaci apriori délime do nékolika skupin:

» metoda lexikograficka

metoda minimalni komponenty

reSeni jednokriterialni Ulohy s agregovanymi kritérii
zameéna kritérii za omezeni

vvyyvyy

"minimalizace odchylek"od idealnich hodnot (pfi vhodné zvolené
metrice)

Metody s informaci aposteriori spocivaji v popisu mnoziny nedominovanych
reseni, ve které nasledné uzivatel vybira kompromisni reSeni. Patfi sem:

» metoda parametrickd (agregujeme kritéria s parametricky zadanym
vektorem vah)

» metoda omezeni (hleda nedominovana reseni, kde hodnoty kritérii
dosahuji parametricky zadanych cilovych hodnot)

» vicekriterialni simplexovy algoritmus (postupné urcuje nedominovana
bazicka reseni)

Metody interaktivni probihaji iterativné a jsou zaloZzeny na komunikaci mezi
uzivatelem a rozhodovatelem.



Vicekriterialni programovani - priklad

Ptiklad z knihy Tomas Subrt, Ekonomicko-matematické metody: Vedeni
pujcovny lyzarského a snowboardového vybaveni zvazuje optimalizaci
sortimentu zboZi. Do kalkulaci zahrnuje obvyklou cenu za pujceni vybaveni i
riziko, ze utrpi ztratu, protoze vybaveni nebude pujc¢eno. Denni zisk [v KE] pfi
pujceni jednotlivych kompletu i riziko ztraty pri nepujceni [v bodech] jsou
uvedeny v tabulce.

lyZzarsky | lyzarsky | lyzarsky | snowboardovy
komplet | komplet | komplet komplet
sjezdovy | sjezdovy | bézecky
dospéely détsky
zisk 300 200 170 250
riziko 10 15 25 5

Spolecnost chce investovat nejvyse 1 mil. KE do nakupu kompletd, pficemz
snowboardové komplety chce nakoupit alespon za 200 tis. KC. Pofizovaci
cena kazdého z kompletu je 10 tis. KC. Navrhnéte, jak ma spolecnost
investovat, aby maximalizovala zisk a minimalizovala ztratu.



VLP - priklad, matematicky model

Oznacme xi, ..., X4 promenné vyjadrujici pocCty hakoupenych kompletu.
Kriterialni funkce tedy jsou
z1 = 300x1 + 200x> + 170x3 + 250x4 — max

Z> = 10xy + 15x5 4+ 25x3 + 5x4 — min

PFi pofizovaci cene kompletu 10 000 K¢ budou mit omezeni nasledujici
podobu: celkem Ize koupit maximalné 100 ks kompletu, z toho nejméné 20 ks
musi byt snowboardovée komplety:

X1+ X2+ X3+ x4 < 100

X4 > 20

Dale musime prfidat obligatni podminky :

X1, Xo, X3, X4 > 0

Spravné bychom méli pridat jesté podminky celoCiselnosti, ale nebudeme
pro zjednoduseni zatim uvazovat.

Resenim zjednodusenych uloh modelu, kdy uvazujeme vzdy pouze jednu
kriterialni funkci dostaneme dilCi optimalni reseni.



VLP - dil¢i optimalni feSeni, priklad

Snadno lze zjistit, ze minimalniho rizika pdjéovna dosahne, jestlize nakoupi
pouze pozadované snowboardové komplety, tj. 20 ks po 10 000 K¢ a ostatni
komplety nebude kupovat vibec.

Podobné maximalniho zisku puUjéovna dosahne, jestlize po zakoupeni
pozadovaného mnozstvi snowboardovych kompleta (tj. 20 ks) utrati vSechny

zbyvajici penize za nejziskovéjsi sjezdové komplety pro dospélé. Prostredky
postaci pro zakoupeni 80 ks téchto kompletu.

DilCi optimalni reSeni muzeme znazornit v kriterialni tabulce:

Kriterialni funkce
vVynos riziko
80 dospélych sjezdovych | 29000 880

+ 20 snowboardovych

20 snowboardovych 5000 100

Z hlavni diagonaly tabulky vidime, Ze idealni reSeni je ohodnoceno
kriterialnimi hodnotami zisku a rizika 29000 a 100, ale realné neexistuje.




VLP - lexikograficka metoda

PopiSme si nékteré z metod s apriorni preferencni informaci. Pri pouziti
lexikografické metody rozhodovatel urCi poradi vyznamnosti kriterialnich
funkci (predpokladejme, Ze jiz jsou funkce oznaceny tak, ze z; je
nejvyznamneéjsi a zx nejméné vyznamné, jejich optimalni hodnoty oznacme
z® ..., z). Hledani kompromisniho fedeni spogiva v postupném fegeni
sekvence optimalizacnich uloh

max. z; = ¢' - X, X € X. Pokud m4 Gloha vice optimalnich fe$eni, fedime
dalsi ulohu:

max. zz = ¢® - X, x € X, ¢'x > z®. Opét je-li FeSeni vice, postupujeme
dale, az nalezneme kompromisni reseni jako bod optima ulohy

max. zx = ¢ - x, xe X, ¢'x > z® ... x> z*..

Zmirnit predpoklad, ze jednotlivé ulohy maji vice nez jedno reSeni, je mozné
pripusténim odchylky §;, o kterou se muzou v jednotlivych krocich lisit
hodnoty preferovanych ucelovych funkci od svych optim. Napriklad v druhém
kroku bychom resili ulohu

max. zo =¢?-x, x e X, ¢'x >z — 4, atd.

Popsana metoda v podstaté kopiruje realné uvazovani manazeru.



VLP - lexikograficka metoda, priklad

Jiz vime, Ze pfi preferenci rizika je nejvyhodnéjsi nakoupit pouze 20
snowboardovych kompletu a pfi preferenci zisku 20 snowboardovych a 80
dospélych sjezdovych kompletu.

Jaké by méla uloha reSeni, jestlize budeme preferovat riziko, ale pfipustime
jeho odchylku z idealni hodnoty 100 na 120? Maximalizujeme tedy zisk

zy = 300Xy +200x2 + 170x3 + 250x4 za omezeni

Z> = 10x; + 15x + 25x3 + 5x4 < 120 , (ij. Ze riziko nepresahne hodnotu
120) a dalSich omezeni modelu

X1+ Xo+ X3+ X4 <100 x4 > 20, X1,...,%3 > 0.

Snadno vypocéteme optimalni reSeni x; =2, xo = 0, x3 = 0, x4 = 20, tedy k
pozadovanym dvaceti snowboardovym prikoupime jesté 2 dospélé sjezdové
komplety. Zikame tak 5600 K¢ a riziko bude rovno limitnim 120 bodum.



VLP - metoda minimalni komponenty

Jinym pristupem je stanoveni kompromisniho reseni podle minimalni
komponenty, kdy maximalizujeme nejmensi, tedy nejhorsi komponentu
vektoru hodnot Ucelovych funkci. Dostaneme tedy ulohu LP maximalizovat

z=2¢ zapodminek ¢'-x >4, ¢ x>4,...cK- x>, xeX.

Pokud maji kritéria rozdilnou povahu, je tfeba je nejprve prevést véechna na
maximalizacni a upravit na bezrozmérné, aby byla zajiSténa jejich
srovnatelnost.



VLP - metoda agregace kriterialnich funkci

Pomoci vhodné zvoleného operatoru je mozné sloucit vSechny kriterialni
funkce do jediné. Obecné se pfi agregaci pouzivaji rizné operatory, zde se
jevi nejvhodnéjsi linearni kombinace jednotlivych funkci za pouZiti
normovaného vektoru vah v = (vq, ..., Vk). Misto puvodni optimalizacni
ulohy

z=—C.x— MAX, x € X. feSime jednorozmérnou ulohu
z,=Vv-C-x— max, x e X.

Pozor! Pfi nastaveni vektoru vah je treba vzit v ivahu, Zze hodnoty funkci se
pohybuji na riznych Skalach. Vyznacme agregované kritérium graficky
(zelena pfimka). Nema praktickou interpretaci, je pouze kritériem pomocnym.




VLP - metoda agragace, priklad

Pri agregaci funkce zisku z; a funkce rizika z, je tfeba vzit v ivahu odliSnou
povahu Kkritérii, napriklad mizeme vynasobit z> koeficientem (-1).

Jestlize nastavime vektor vah

V= (760 105 -

pak agregovana ucelova funkce bude mit tvar

Zy =95,9X1 —4,25x, — 15,25x3 + 7, 75Xy.

Snadno nahlédneme, Ze optimalni feSeni tedy bude

x1 =0,x =0,x3 =0, x4, = 100, vSechny penize utratime za snowboardové
komplety. Optimalni hodnota ucelové funkce z, = 775, coZz nema Zadnou
vypovidaci schopnost, ale muzeme pro nalezené re$eni dopocitat hodnotu
zisku 25000 K¢ a hodnotu rizika 500 bodu.



VLP - prevod kriterialnich funkci na omezeni

PFi postupném prevodu kritérii na omezeni postupujeme podobné jako u
lexikografické metody. Predpokladame opét, ze jsou funkce oznaceny od
nejvyznamnejsSino po nejméné vyznamné). Hledani kompromisniho feseni
spociva v postupném reSeni sekvence optimalizacnich uloh

max. z; = ¢' - X, x € X. Optimalni hodnotu ozna¢ime z; a feSime dal&i
Ulohu, kde pripustime urcitou odchylku od z;':

max.z =¢%-X, x € X, ¢'x > zF — §;. Opét zjistime z; a postupujeme

dale, az nalezneme kompromisni reSeni jako bod optima ulohy

k—1

max.zxk =c¢c%-x, xeX, e'x>zF —61,..., x>z, — 6.

Kritéria Ize také prevést na omezeni najednou tak, Zze maximalizujeme pouze
zi > auj, i = 2,...k (aspiracni urovneé vSech kritérii au;,i = 2, ...k
nastavime nékam mezi bazalni a idealni hodnotu pro dané kritérium

(z"m zMaX\ ) Nevyhodou tohoto pfistupu je, Ze mlze byt obtizné nastaveni
aspiracnich urovni, aby nebyla pripustna mnozina prazdna nebo aby nebyl
vliv kritérii eliminovan uplné.
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