Optimalizace v grafech - zakladni pojmy

Radu realnych systému (napt. distribuéni sit, projekt, rozmisténi stanovist v
podniku) Ize modelovat rovinnymi grafy. Graf je tvofen uzly, které budeme
znacit uy, . .., up @ hranami, pficemz hranu mezi uzly u; a u; oznacime hj. V
roviné mizeme znazornit graf pomoci bodu (koleCek) a spojnic mezi nimi.
Hrany, které umoziuji pohyb v obou smérech nazyvame neorientované. Je-li
povolen pouze jeden smér pohybu, znazornime to na grafu Sipkou a takové
"jednosmérné"hrany nazyvame orientované. Neorientovanym grafem
nazveme graf obsahujici pouze neorientované hrany, jinak jej nazveme
orientovanym. Na obrazku je znazornén neorientovany a orientovany graf.




Optimalizace v grafech - zakladni pojmy

Cestou z uzlu u; do uzlu u; nazveme posloupnost na sebe navazujicich hran,
z nichZ prvni zaCina v u; a posledni konCi v u;. Pokud cesta respektuje
orientaci hran, nazyva se orientovana (v opacném pfipadé neorientovand).
Na obrazku je znazornéna jedna z orientovanych cest z uzlu 1 do uzlu 6.
Naopak z uzlu 6 do uzlu 1 vedou pouze necrientované cesty.




Optimalizace v grafech - zakladni pojmy

Cestou z uzlu u; do uzlu u; nazveme posloupnost na sebe navazujicich hran,
z nichZ prvni zaCina v u; a posledni konCi v u;. Pokud cesta respektuje
orientaci hran, nazyva se orientovana (v opacném pfipadé neorientovand).
Na obrazku je znazornéna jedna z orientovanych cest z uzlu 1 do uzlu 6.
Naopak z uzlu 6 do uzlu 1 vedou pouze necrientované cesty.

Cestu, pro kterou u; = uj, nazveme cyklus, v pfipadé neorientovaného grafu
kruznice. Zobrazeny graf obsahuje napfiklad kruznici 1 — 3 — 4 — 1. Graf, ve
kterém mezi libovolnymi dvéma uzly existuje aspon jedna neorientovana
cesta, se nazyva souvisly. Kazdy souvisly neorientovany graf, ktery
neobsahuje kruznici, se nazyva strom.



Optimalizace v grafech - zakladni pojmy

P¥i feSeni optimalizacnich uloh zpravidla pracujeme s hranové ohodnocenymi

grafy. Hranam jsou pfifazeny hodnoty y; podle ekonomického vyznamu (napf.

vzdalenosti mezi distribuénimi centry ¢i naklady na prepravu mezi centry,

apod.) Souvisly orientovany a nezaporné ohodnoceny graf se dvéma

specialnimi uzly (vstupem a vystupem) nazveme sit. Pfidame-li ohodnoceni

hran do naseho grafu, ziskdme sit se vstupnim uzlem 1 a vystupnim uzlem 6.
7
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7

Délkou cesty nazveme soucet ohodnoceni jejich hran. Naptiklad mezi délka
orientované cesty 1-2-5-6 je 3+7+6=16. Pozor! Graf je definovan pomoci
mnoziny uzld a mnoziny hran, nikoliv zakreslenim. Délky spojnic nemusi a
¢asto ani nemohou odpovidat ohodnoceni hran.



Optimalizace v grafech - ulohy

Na grafech se fesi fada uloh:

@ Standartni optimaliza¢ni Ulohou je hledani nejkratSi cesty mezi dvéma
uzly. Uloha se fesi v orientovanych i neorientovanych grafech. existuje
vice algoritm(, nékteré k urCeni celé matice vzdalenosti. Jeden z
nejznameéjSich algoritmu je Dijkstrav algoritmus.

@ Hledani minimalni kostry grafu - Ukolem je vybrat takovou podmnozinu
hran, aby mezi kazdymi dvéma uzly existovala cesta a aby celkové
ohodnoceni bylo minimalni (kostra nesmi obsahovat cyklus).

@ Urceni maximalniho toku v siti (propustnosti sité): Predstavuje - li
ohodnoceni v siti pfepravni kapacitu hran, pak ukolem je urceni
maximalniho poétu jednotek, které je mozné prepravit ze vstupniho do
vystupniho uzlu.

@ Dalsi ulohy, jako problém barveni grafu, problém Cinského postaka,
problém obchodniho cestujiciho, median grafu, centr grafu, atd.



Optimalizace v grafech - minimalni kostra

Pro nalezeni kostry grafu s minimalnim celkovym ohodnocenim hran Ize
pouzit hladovy (Kruskaluv) algoritmus: do kostry postupné zafazujeme hrany
nesmime dopustit vznik cyklu: takové hrany, které by uzavfely okruh, do
kostry nezahrneme. Naleznéme minimalni kostru v grafu z knihy T. Subrt:
Ekonomicko-matematické metody:



Optimalizace v grafech - minimalni kostra

Pro nalezeni kostry grafu s minimalnim celkovym ohodnocenim hran Ize
pouzit hladovy (Kruskaluv) algoritmus: do kostry postupné zafazujeme hrany
nesmime dopustit vznik cyklu: takové hrany, které by uzavfely okruh, do
kostry nezahrneme. Naleznéme minimalni kostru v grafu z knihy T. Subrt:
Ekonomicko-matematické metody:

Nejprve pfidame hranu s hodnotou 1.



Optimalizace v grafech - minimalni kostra

Pro nalezeni kostry grafu s minimalnim celkovym ohodnocenim hran Ize
pouzit hladovy (Kruskaluv) algoritmus: do kostry postupné zafazujeme hrany
nesmime dopustit vznik cyklu: takové hrany, které by uzavfely okruh, do
kostry nezahrneme. Naleznéme minimalni kostru v grafu z knihy T. Subrt:
Ekonomicko-matematické metody:

Dale vybereme vSechny hrany s hodnotou 2.



Optimalizace v grafech - minimalni kostra

Pro nalezeni kostry grafu s minimalnim celkovym ohodnocenim hran Ize
pouzit hladovy (Kruskaluv) algoritmus: do kostry postupné zafazujeme hrany
nesmime dopustit vznik cyklu: takové hrany, které by uzavfely okruh, do
kostry nezahrneme. Naleznéme minimalni kostru v grafu z knihy T. Subrt:
Ekonomicko-matematické metody:

Pfidame hrany s hodnotou 3 kromé v3-v4, ktera by uzavrela okruh.



Optimalizace v grafech - minimalni kostra

Pro nalezeni kostry grafu s minimalnim celkovym ohodnocenim hran Ize
pouzit hladovy (Kruskaluv) algoritmus: do kostry postupné zafazujeme hrany
nesmime dopustit vznik cyklu: takové hrany, které by uzavfely okruh, do
kostry nezahrneme. Naleznéme minimalni kostru v grafu z knihy T. Subrt:
Ekonomicko-matematické metody:

Hrana s hodnotou 6 nemuze byt do kostry zahrnuta, pfidame tedy hranu s
hodnotou 7.



Optimalizace v grafech - minimalni kostra

Pro nalezeni kostry grafu s minimalnim celkovym ohodnocenim hran Ize
pouzit hladovy (Kruskaluv) algoritmus: do kostry postupné zafazujeme hrany
nesmime dopustit vznik cyklu: takové hrany, které by uzavfely okruh, do
kostry nezahrneme. Naleznéme minimalni kostru v grafu z knihy T. Subrt:
Ekonomicko-matematické metody:

Dostali jsem jiz souvisly podgraf, tedy kostru, celkova hodnota jejich hran je
20.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Pro hledani nejkratsi cesty z uzlu v1 do ostatnich uzl(i Ize pouzit Dijkstriiv
algoritmus: pfedved'me na grafu z pfedchoziho pfikladu:




Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Pro hledani nejkratsi cesty z uzlu v1 do ostatnich uzl(i Ize pouzit Dijkstriiv
algoritmus: pfedved'me na grafu z pfedchoziho pfikladu:

Algoritmus rozdéluje uzly podle toho, zda uz do nich nejkratsi cestu zname
nebo ne. Zacindme s cestou délky 0 z v1 do v1. NejkratSi cestu prodlouzime
vzdy o jednu hranu. Projdeme vSechny uzly se znamou délkou cesty z v1,
seCteme tyto délky postupné s hodnotami hran z uzl( vychazejicich a
vybereme ze v8ech souctl nejmensi, tak ziskame délku cesty do néjakého
nového uzlu a postup dale opakujeme.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou

uvedeny hodnoty hran):
[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]

v2 (7) | v1(7) vl (9) vl (8) | v2(8) v2 (2) v5 (10) | v5(7)
v3(9) | v3(10) | v2(10) | v2(3) | v3(6) v3 (10) | v6 (3) v6 (2)
v4 (8) | v4(3) | v4(3) | v3(3) | v4(3) |v4(2) | v8(1) |Vv7(1)
v5 (8) v5 (6) v5(3) | v6 (10) | v5(10)
v6 (2) v6 (10) | v6 (2) | v7 (9) v7 (3)
v8(7) | v8(2)
[ved.zvi[O | \ \ \ \ \ \ |

V prvnim kroku zname jen vzdalenost do v1, projdeme jeho sousedy a
vybereme hranu s nejmensi hodnotou, coz je v1-v2 s délkou 7. Vrchol v2 tedy
zafadime do skupiny se znamou vzdalenosti z v1.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou

uvedeny hodnoty hran):
[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]

VoA | vi@ | viHO) | w8} | v2{8) | v2{2) | v5(10) | V5 (7)
v3(9) | v3(10) | v2{10) | v23) | v3(6) | v3(10) | v6(3) | v6 (2)
v4(8) | v4(3) | v4(3) | v3(3) | v4(3) |v4(2) | v8(1) |Vv7(1)
v5 (8) v5 (6) v5(3) | v6 (10) | v5(10)
v6 (2) v6 (10) | v6 (2) | v7 (9) v7 (3)
v8(7) | v8(2)
[vzd.zvi[0 |7 \ \ \ \ \ \ |

V druhém kroku prochazime kromé sousedu v1 také sousedy v2, délky cest
pres v2 jsou 7+10, 7+3, 7+8, 7+2, takze nejkrat§i novou cestou bude v1-v4
délky 8. Pridame v4 mezi uzly, do nichz nejkratsi cestu zname.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou
uvedeny hodnoty hran):

[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]
Vo7 | Vi@ | viO) | vi{8) | v28) | v2{2) | v5(10) | V5 (7)
v3(9) | v3(10) | v2(40) | v2{3) | v3 (6) v3 (10) | v6 (3) v6 (2)
v4{8) | w43}y | v43) | v3(3) | v43} | w42} | v8(1) v7 (1)
v5 (8) v5 (6) v5(3) | v6 (10) | v5(10)
v6 (2) v6 (10) | v6 (2) | v7 (9) v7 (3)
v8 (7) v8 (2)

[vzd.zv1 [ 0 |7 \ | 8 \ \ \ \

V dal$im kroku prochazime dosud nezafazené sousedy uzll v1, v2 a v4.
Nejmensi celkova délka cest pres tyto uzly do jejich sousedu je v1-v3 s
hodnotou 9. To bude tedy vzdalenost do uzlu v3.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou

uvedeny hodnoty hran):

[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]
v2{7 | v | viH{9) | vi8) | v2{8) | v2(2) | v5(10) | V5 (7)
v3H{9) | v3{10) | v2{10) | v2{3) | v3{6) | ¥3{10) | v6(3) | v6(2)
va{8) | v4{3) | v4@) | v3{3) | v4{3) | w42 | v8(1) |v7(1)

v5 (8) v5 (6) v5(3) | v6 (10) | v5(10)
v6 (2) v6 (10) | v6 (2) | v7 (9) v7 (3)
v8 (7) v8 (2)
[vzd.zv1 [ 0 |7 [ 9 | 8 \ \ \

Stejnou vzdalenost (také 9) ma cesta pres v2 do v6.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou
uvedeny hodnoty hran):

[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]
v2{7 | v | viH{9) | vi8) | v2{8) | v2(2) | v5(10) | V5 (7)
¥v3H{9) | v3{10) | v2{10) | v2(3) | ¥v346) | v3(16) | v6(3) | ¥6(2)
va{8) | v4{3) | v4@) | v3{3) | v4{3) | w42 | v8(1) |v7(1)

v5 (8) v5 (6) v5 (3) | w618} | v5(10)
w62y | v6{10) | w62y | v7(9) | v7 (3)
V8 (7) | v8 (2)
[vzd.zv1 [ 0 |7 [ 9 | 8 \ [ 9 \ \ ]

Z dosud nezarazenych uzld ma nejmensi celkovou vzdalenost pres jednu
hranu z jiz vytvofenych cest uzel v5, ktery napojime z v4, jeho vzdalenost z v1
je 11.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou

uvedeny hodnoty hran):

[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]
v2L7 | viH7A) | vy | viH8) | v2H8) | v2{2) | v5{10) | ¥v5(F
¥v3H{9) | v3{10) | v2{10) | v2(3) | ¥v346) | v3(16) | v6(3) | ¥6(2)
va{8) | v4{3) | v4@) | v3{3) | v4{3) | w42 | v8(1) |v7(1)

v6(2) | v6(10) | v6<2) | v7 (9) | v7 (3)
V8 (7) | v8 (2
[vzd.zv1 [ 0 |7 [ 9 | 8 [ 11 [ 9 \

Stejné vzdalenosti 11 dosdhneme napojenim uzlu v8 pies v6.



Optimalizace v grafech - nejkratSi cesta

Postup algoritmu se Iépe sleduje v tabulce sousedu (v zavorkach jsou

uvedeny hodnoty hran):

[ sousedi [ vi [ v2 | v3 [va [ 5 | v6 | v7 [v8 ]
v2L7 | viH7A) | vy | viH8) | v2H8) | v2{2) | v5{10) | ¥v5(F
¥v3H{9) | v3{10) | v2{10) | v2(3) | ¥v346) | v3(16) | v6(3) | ¥6(2)
va{8) | vA{3) | v4{3) | v33) | v43) | v4i2) | v&® | v7 (1)

ve-{2) | ve10y | v642) | v7 (9) | v7 (3)
Vo7 | ve{2)

[vzd.zv1 [ 0 |7 [ 9 | 8 [ 11 [ 9 \ [ 11 ]

Nakonec pfipojime uzel v7, nejkrats§i moznost je pres v6, celkova vzdalenost
do néj je 12.




Optimalizace v grafech - median grafu

Median grafu minimalizuje soucet vzdalenosti od ostatnich uzld. Spocitejme
ho pro Ulohu o umisténi skladu pro mésta uvazovana ve vySe feSené okruzni
Uloze.

Kralupy | Veltrusy | Slany | Velvary | Zlonice | Vrany | Bfiza | SUMA

Kralupy 0 4 16 8 18 25 17 88
Veltrusy 4 0 20 12 22 28 13 99

Slany 16 20 0 12 7 14 17 86
Velvary 8 12 12 0 10 17 10 69
Zlonice 18 22 7 10 0 7 10 74

Vrany 25 28 14 17 7 0 15 106

Briza 17 13 17 10 10 15 0 82




Optimalizace v grafech - median grafu

Median grafu minimalizuje soucet vzdalenosti od ostatnich uzld. Spocitejme
ho pro Ulohu o umisténi skladu pro mésta uvazovana ve vySe feSené okruzni
Uloze.

Kralupy | Veltrusy | Slany | Velvary | Zlonice | Vrany | Bfiza | SUMA
Kralupy 0 4 16 8 18 25 17 88
Veltrusy 4 0 20 12 22 28 13 99
Slany 16 20 0 12 7 14 17 86
Velvary 8 12 12 0 10 17 10 69
Zlonice 18 22 7 10 0 7 10 74
Vrany 25 28 14 17 7 0 15 106
Briza 17 13 17 10 10 15 0 82

Aby se do skladu nejezdilo celkem co nejméné kilometrd, je nejlepsi jej
umistit ve Velvarech.

Pozn.: Pfi umisténi dvou skladi hovofime o dvoumedianu, atd.



Optimalizace v grafech - centr grafu

Centr grafu minimalizuje maximum vzdalenosti od ostatnich uzll. Spocitejme
ho pro Ulohu o umisténi hasi¢ské stanice pro mésta uvazovana ve vysSe
feSené okruzni Uloze.

Kralupy | Veltrusy | Slany | Velvary | Zlonice | Vrany | Bfiza | MAX
Kralupy 0 4 16 8 18 25 17 25
Veltrusy 4 0 20 12 22 28 13 28
Slany 16 20 0 12 7 14 17 20
Velvary 8 12 12 0 10 17 10 17
Zlonice 18 22 7 10 0 7 10 22
Vrany 25 28 14 17 7 0 15 28
Bfiza 17 13 17 10 10 15 0 17




Optimalizace v grafech - centr grafu

Centr grafu minimalizuje maximum vzdalenosti od ostatnich uzll. Spocitejme
ho pro Ulohu o umisténi hasi¢ské stanice pro mésta uvazovana ve vysSe
feSené okruzni Uloze.

Kralupy | Veltrusy | Slany | Velvary | Zlonice | Vrany | Bfiza | MAX
Kralupy 0 4 16 8 18 25 17 25
Veltrusy 4 0 20 12 22 28 13 28
Slany 16 20 0 12 7 14 17 20
Velvary 8 12 12 0 10 17 10 17
Zlonice 18 22 7 10 0 7 10 22
Vrany 25 28 14 17 7 0 15 28
Bfiza 17 13 17 10 10 15 0 17

Aby meésta byla pro hasice co nejrychleji dostupna, nejlepsi je umistit stanici
ve Velvarech nebo Bfize.

Pozn.: Pfi umisténi dvou stanic hovofime o dvoucentru, atd.



Optimalizace v sitovych grafech

Voo

potrubi, silnicni ¢i datova sit,...). Pro feSeni potfebujeme znat:
@ popis potrubi (graf, zpravidla orientovany)
@ odkud voda vytéka (specialni uzel: zdroj)
@ kam voda tece (specialni uzel: cil, spotfebic)

@ kolik vody mlze danou hranou protéct (kapacita = nazaporné
ohodnoceni hran)

Graf s vyjmenovanymi vlastnostmi oznacujeme jako sit.



Optimalizace v sitovych grafech

potrubi, silnicni ¢i datova sit,...). Pro feSeni potfebujeme znat:
@ popis potrubi (graf, zpravidla orientovany)
@ odkud voda vytéka (specialni uzel: zdroj)
@ kam voda tece (specialni uzel: cil, spotfebic)
@ kolik vody mlze danou hranou protéct (kapacita = nazaporné
ohodnoceni hran)

Graf s vyjmenovanymi vlastnostmi oznacujeme jako sit.

Tokem nazveme funkci pfifazujici kazdé hrané nezaporné Cislo nepresahuijici
kapacitu spliujici tzv. Kirchhoffovy zakony: soucet tokd na hranach
vstupuijicich je stejny jako na vystupuijicich. Tyto podminky musi platit ve
v8ech uzlech kromé zdroje a cile. Velikost toku je soucet tokud vychazejicich
ze zdroje. Pokud ze zdroje nic nevytékd, jde o nulovy tok.



Optimalizace v sitovych grafech

Pro hledani maximalniho toku v siti se pouzivaji zlepSovaci algoritmy: za¢ne
se zpravidla s nulovym tokem a hleda se cesta, na niz maji vSechny hrany
nenulovou rezervu (rozdil kapacity a skutec¢ného toku). Tok Ize navysit na
dané cesté o minimalni hodnotu rezervy. Postupujeme déle prohledavanim
grafu a hledanim dalsi zlepSujici cesty. Prostou aplikaci tohoto postupu
bychom ale nemuseli nalézt nejlepsi fesSeni, nékdy je potfeba na nékterych
hranach naopak tok zmensit, aby se mohl vést lepsi cestou a celkova velikost
toku se zvysila.



Optimalizace v sitovych grafech

Pro hledani maximalniho toku v siti se pouzivaji zlepSovaci algoritmy: za¢ne
se zpravidla s nulovym tokem a hleda se cesta, na niz maji vSechny hrany
nenulovou rezervu (rozdil kapacity a skutec¢ného toku). Tok Ize navysit na
dané cesté o minimalni hodnotu rezervy. Postupujeme déle prohledavanim
grafu a hledanim dalsi zlepSujici cesty. Prostou aplikaci tohoto postupu
bychom ale nemuseli nalézt nejlepsi fesSeni, nékdy je potfeba na nékterych
hranach naopak tok zmensit, aby se mohl vést lepsi cestou a celkova velikost
toku se zvysSila. VylepSeny algoritmus (Ford-Fulkerson) je nasleduijici:
@ U kazdé hrany evidujeme jeji rezervu i "rezervu v protisméru"(o kolik Ize
tok snizit). Na za¢atku u vychoziho nulového toku jsou rezervy rovny
kapacitam (rezervy v protisméru u orientovanych hran nulové)

@ Vybereme zlepsujici cestu a navySime tok o jeji rezervu. SouCasné o
stejnou hodnotu snizime rezervy v8ech hran na cesté a navySime jejich
rezervy v protisméru.

@ Postupujeme takto dal, dokud Ize nalézt cestu s nenulovou rezervou.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Zatneme s nulovym tokem, na hranach modfe vyznacCime rezervy, zelené
"rezervy v protisméru".



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Najdeme libovolnou zlepSuijici cestu.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Na zvolené cesté je nejmensi rezerva 6, o tuto hodntu navySime tok na cesté.
Rezervy na vSech vybranych hranach tedy klesnou o Sest a o stejnou
hodnotu se zvysi protismerné rezervy.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Najdeme dalSi zlepSujici cestu.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Na této cesté je hrana s rezervou 5, nemUzeme tedy tok zvysit o vic.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Po navyS$eni najdeme dalSi cestu s nenulovou rezervou.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Na této cesté jsme navysili tok o 7.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Existuje jesté zlepSujici cesta s rezervou 1.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Provedli jsme navySeni.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Muzeme tok jesté zlepSit po ceste, ktera mezi v5 a v7 vede "v protisméru".



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Provedeme navySeni o nejmensi rezervu (1, na posledni hrané). Mezi v5 a v7
se tok fakticky snizil o 1.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:

Nalezeny tok ma velikost 7+8 +5=20 (viz zelené hodnoty u cile). Evidentné je
to optimalni feSeni, do cile uz neni volna dalsi kapacita.



Maximalni tok v siti: Ford-Fulkerson

Aplikujme Ford-Fulkersonuv algoritmus na nalezeni maximalniho toku v
zadané siti:



Rizeni projektt

Rizeni projektt je jednou z typickych aplikaci teorie graftl. Projekt mtizeme
obecné chapat jako soubor €innosti. Tyto ¢innosti Ize charakterizovat
predpokladanou dobou trvani, naklady na realizaci, pozaddavky na zajisténi,
vyétem Cinnosti, které realizaci musi pfedchazet, atd. Nejcastéji hledame
odpoved na tyto otazky:

@ Jakd je nejkrat8i mozna doba realizace projektu?

@ Které Cinnosti jsou z hlediska dodrzeni terminu kliCové, tzv. kritické

¢innosti?

@ Jaké jsou rezervy u nekritickych Cinnosti

@ Jaky je Casovy rozvrh pro realizaci jednotlivych ¢innosti?
Kromé Casové analyzy projektl nas zajimaji téZ naklady na projekt v
zavislosti na ¢ase, hovotime pak o nakladové analyze. Dale muzeme sledovat
Uroven a rozlozeni zdrojli potfebnych pro jednotlivé Cinnosti, tedy provadét
zdrojovou analyzu projektu.



Rizeni projektu - konstrukce sitového grafu

Projekt znazornujeme pomoci ohodnoceného sitového grafu, kde hrany
reprezentuji ¢innosti, ohodnoceni vétsinou dobu jejich trvani a uzly
pfedstavuji momenty zahajeni ¢i ukonéeni jednotlivych ¢innosti. Pfi analyze
nejprve musime vymezit jednotlivé ¢innosti, odhadnout délky jejich realizace a
definovat navaznosti pomoci vy¢tu bezprostfredné predchazejicich Cinnosti.



Rizeni projektu - konstrukce sitového grafu

Projekt znazornujeme pomoci ohodnoceného sitového grafu, kde hrany
reprezentuji ¢innosti, ohodnoceni vétsinou dobu jejich trvani a uzly
pfedstavuji momenty zahajeni ¢i ukonéeni jednotlivych ¢innosti. Pfi analyze
nejprve musime vymezit jednotlivé ¢innosti, odhadnout délky jejich realizace a
definovat navaznosti pomoci vy¢tu bezprostfredné predchazejicich Cinnosti.
Ukazme si sitovy graf pro projekt vytvoreni nového obchodniho stfediska
firmy Q-mark, a.s. (J.Jablonsky: Operacni vyzkum). Pfed vlastnim sestavenim
grafu definujeme elementéarni Cinnosti a jejich vlastnosti, viz. tabulka:

¢innost | popis ¢innosti trvani [tydny] | pfedchazi

A vybér a nakup projektu 6 -

B zpracovani projektu 4 A
C obsazeni pozice manazera 3 A
D vybér personalu 3 B,C
E rekonstrukce a vybaveni objektu 8 B
F Skoleni personalu 2 D
G vybeér sortimentu zbozi 2 B,C
H uzavieni smluv s dodavateli 5 G

| nakup zbozi 3 E,FH
J reklama 2 H




Rizeni projektu - konstrukce sitového grafu

P¥i sestavovani grafu mGzeme narazit na problém u definice uzl(. Napfiklad
¢innosti D musi predchazet B,C, ale ¢innosti E pfedchazi pouze B. Jak tedy
spravné znazornit navaznost? Priklady nespravného znazornéni, viz obr.:

B E
A

c D

A ~B ~ E
(D—2—>®

C™~»—~ D
(4

Podobny problém je u ¢innosti I,J, které maiji spolecného predchiidce H, ale
¢innosti | navic predchazii E,F.



Rizeni projektu - konstrukce sitového grafu

Problém s navaznosti Ize fesit zavedenim fiktivnich Cinnosti, jimz odpovidajici
fiktivni hrany doplni chybéjici spoje. Znazornuji se prerusovanou ¢arou. Doba
fiktivnich ¢innosti je vzdy nulova. Do naseho prikladu tedy doplnime dvé
fiktivni Cinnosti: X zprostfedkujici navaznost mezi B a D a ¢innost Y pro
navaznost mezi H a .



Rizeni projektu - konstrukce sitového grafu

Problém s navaznosti Ize fesit zavedenim fiktivnich Cinnosti, jimz odpovidajici
fiktivni hrany doplni chybéjici spoje. Znazornuji se prerusovanou ¢arou. Doba
fiktivnich ¢innosti je vzdy nulova. Do naseho prikladu tedy doplnime dvé
fiktivni Cinnosti: X zprostfedkujici navaznost mezi B a D a ¢innost Y pro
navaznost mezi H a I. Jedno z moznych znazornéni sité projektu je na
obrazku:

Pti sestavovani grafu je dobré drzet se pravidla, aby index pocate¢niho uzlu
kazdé hrany byl niz8i nez index jejiho koncového uzlu. Potom graf nebude
obsahovat zadné orientované cykly.



Critical Path Method (CPM)

Metoda se pouziva od 50. let minulého stoleti. Jejim principem je urcit pro
kazdou Cinnost tyto 4 charakteristiky:
@ Nejdfive mozny zacatek provadéni Cinnosti zacinajici v uzlu u;, znacime
jej: 17
@ Nejdfive mozZny konec provadéni Cinnosti reprezentované hranou h;
ziskame prictenim doby trvani ¢innosti: 2 + y;
@ Nejpozdéji pfipustny konec provadéni Cinnosti kon€ici v uzlu u;, znacime
jej:
@ Nejpozdéji pripustny zacatek provadeni ¢innosti reprezentované hranou
hj; ziskdme odectenim doby trvani Cinnosti: tj‘ — Vi
V sitovém grafu vyznacime do jednotlivych uzld i nejdfive mozné zacatky a
nejpozdéji pripustné konce Cinnosti, které v ném zacinaji, resp. konéi:

>




Critical Path Method (CPM)

Vlastni algoritmus metody probiha ve &tyfech fazich:

@ Vypocet nejprve moznych zacatkd: Pro Cinnosti zaCinajici v uzlu u; se
spocte jako maximum nejdfive moznych konct ¢innosti, které do néj
vstupuji. tf = max;(t° + y;j) Pro vystupni uzel tak dostaneme nejkratsi
moznou dobu realizace projektu.

@ Vypocet nejpozdéji pripustnych koncli: Pro ¢innosti konéici v uzlu u; se
spocte jako minimum z nejpozdéji pfipustnych zacatkd ¢innosti z uzlu
vystupujicich. ' = min(t' — yj)

@ Vypocet celkovych &asovych rezerv: Cinnost reprezentovana hranou hj;
ma stanoveno, kdy muze nejdfive zadit (t°) a kdy musi nejpozdéji skoncit
(/). Doba, béhem které se musi realizovat, je tedy t! — t a protoZe jeji
realizace trva yj;;, dostaneme jeji pro Casovou rezervu vztah:

Rj=1t — & —yj

© Sestaveni harmonogramu ¢innosti



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejprve si zobrazime graf projektu s dobami trvani ¢innosti.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozny zacatek ¢innosti B,C je t = 0 + 6 = 6.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozny zacatek ¢innosti E je t = 6 + 4 = 10.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozny zacatek ¢innosti D,G je t§ = max(10 + 0,6 + 3) = 10.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozny zacatek ¢innosti F, resp. H je t = 10 + 3 = 13, resp.
f=10+2=12.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozny zacatek Cinnosti J je 2 =12+ 5 =17.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozny zacatek Cinnosti | je t = max(10 +8,13 + 2,17 +2) = 18.



Critical Path Method (CPM) - 1. faze

V prvni fazi metody CPM postupné zleva doprava pocitame nejdfive mozné
zacatky Cinnosti.

Nejdfive mozna doba ukonceni projektu je v Case
0 = max(18 + 3,17 +2) = 21 tydnu.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné

konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Stanovili jsme minimalni dobu trvani projektu na 21 tydnd. To bude i
nejpozdéji pfipustny konec ¢innosti 1,J: t§ = 21.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Nejpozdéji pfipustny konec &innosti FE je t§ =21 — 3 = 18.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Nejpozdéji pfipustny konec ¢innosti H je t} = min(21 — 2,18 — 0) = 18.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Nejpozdéji pfipustny konec Cinnosti D, resp. G je t1 = 18 — 2 = 16, resp.
i =18-5=13.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Nejpozdéji pfipustny konec ¢innosti C je t] = min(13 — 2,16 — 3) = 11.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Nejpozdéji pfipustny konec Einnosti B je t} = min(18 —8,11 — 0) = 10.



Critical Path Method (CPM) - 2. faze

Ve druhé fazi postupujeme zprava doleva a dopliiujeme nejpozdéji pripustné
konce. Pfedpokladejme, ze chceme stihnout projekt v nejkrat§im mozném
Case.

Nejpozdéji pfipustny konec Cinnosti A je t! = min(10 — 4,11 — 3) = 6. Protoze
jsme vychazeli z nejrychlej$i mozné realizace projektu, samoziejmeé vyslo
tH=6-6=0.



Critical Path Method (CPM) - 3. faze

Dopocitame rezervy jednotlivych ¢innosti podle vztahu R; = tj‘ — 0 — yj.

Napfiklad ¢innost J musi probéhnout mezi 17. a 21. tydnem a trva 2 tydny, jeji
rezerva je tedy R;g = 21 — 17 — 2 = 2 tydny, apod.

Rezervy jednotlivych &innosti jsou uvedeny v zavorkach. Cervené je
znazornéna kriticka cesta sestavajici z ¢innosti A,B,E, |, které nemaji Zzadnou
¢asovou rezervu.



Critical Path Method (CPM) - 4. faze

Posledni, ale velmi dulezitou fazi je rozvrzeni realizace Cinnosti v Case. Je
nutné urcit, které ¢innosti mohou probihat paralelné a které na sebe musi
navazovat. To nAm umozni dale rozvrhovat zdroje potrebné pro jednotlivé
¢innosti. Ukazme si rozvrh ¢innosti v diagramu, kde ramecky tvofi nejdfive
mozny zacCatek a nejpozdéji pfipustny konec &innosti, stinovani naznacuje
dobu jejich trvani. V horni ¢asti tabulky jsou kritické ¢innosti s nulovymi
rezervami - tyto musi na sebe bezprostfedné navazovat, aby nedoslo ke
zpozdéni projektu.

Cinnost Cas
01 2 3 45 6 7 8 910111213 14 1516 17 18 19 20 21

CcI®OMUO|—mw >




Metoda PERT

Metoda PERT (Program Evaluation and Review Technique) je
pravdépodobnostnim rozsifenim metody CPM. V praxi Casto neni realné
stanovit realizaCni doby Cinnosti, proto jsou hodnoty y; nahrazeny ndhodnymi
veli€inami, které se realizuji na néjakém intervalu (a;, b;). Kromé tohoto
mezniho optimistického, resp. pesimistického odhadu se pracuje s
nejpravdépodobnéj$i dobou trvani cinnosti mj;, ta se oznacuje jako modalni
odhad.



Metoda PERT

Metoda PERT (Program Evaluation and Review Technique) je
pravdépodobnostnim rozsifenim metody CPM. V praxi Casto neni realné
stanovit realizaCni doby Cinnosti, proto jsou hodnoty y; nahrazeny ndhodnymi
veli€inami, které se realizuji na néjakém intervalu (a;, b;). Kromé tohoto
mezniho optimistického, resp. pesimistického odhadu se pracuje s
nejpravdépodobnéj$i dobou trvani cinnosti mj;, ta se oznacuje jako modalni
odhad. Skute¢né rozlozeni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny neni obecné
znamo, ale Casto se aproximuje S-rozdélenim. Lze ukazat, Ze pro jeji stfedni
hodnotu a rozptyl plati:

= a,‘j+4I6Tl,'j+b,'j

bi—ai
oj = 116 jj



Metoda PERT

Metoda PERT (Program Evaluation and Review Technique) je
pravdépodobnostnim rozsifenim metody CPM. V praxi Casto neni realné
stanovit realizaCni doby Cinnosti, proto jsou hodnoty y; nahrazeny ndhodnymi
veli€inami, které se realizuji na néjakém intervalu (a;, b;). Kromé tohoto
mezniho optimistického, resp. pesimistického odhadu se pracuje s
nejpravdépodobnéj$i dobou trvani cinnosti mj;, ta se oznacuje jako modalni
odhad. Skute¢né rozlozeni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny neni obecné
znamo, ale Casto se aproximuje S-rozdélenim. Lze ukazat, Ze pro jeji stfedni
hodnotu a rozptyl plati:

= a,',-+4ré'l,','+b,-,»

bi—ai
oj = 116 jj

Vlastni vypocCet metodou PERT se neli§i od metody CPM, jen se misto hodnot
yjj pracuje se stfednimi hodnotami p;. Za urcitych predpokladl se da dle
centralni limitni véty aproximovat rozlozeni celkové délky projektu normalni
nahodnou veli¢inou a ziskat tak odpovéd’ na otazky : Jaka je
pravdépodobnost, Ze projekt bude ukoncen v ¢ase T, resp. v jakém Case
bude projekt ukoncen se stanovenou pravdépodobnosti p, apod.



Metoda PERT - priklad

Priklad : V zavodé se ma provést rekonstrukce vyrobni linky spojena

s vymenou vyrobniho zafizeni, stavebnimi Gpravami, generalni opravou
elektroinstalace a zlepSenim pracovniho prostiedi. Projekt byl rozloZzen na
diléi ¢innosti, které jsou spolu s pfedpokladanou dobou jejich trvani

(v tydnech) uvedeny v tabulce. Pomoci metody PERT stanovte kritickou cestu.

Popis Cinnosti predchudci | A | B | C
A Demontaz starého zatizeni - 518 |10
B Oprava stfechy vyrobni haly - 4 | 6| 7
C Oprava podlahy A 1 2 |5
D Vnitfni stavebni Gpravy B,C 2 | 41| 6
E Generalni oprava elektroinstalace D 7 | 10| 14
F Montaz nového vyrobniho zafizeni E 10 | 12 | 13
G Montaz klimatiza¢niho zafizeni E 4 | 5] 8
H ZkuSebni provoz F 3146
I Dokonéeni vnitfnich stavebnich Uprav G 1 3|5




Metoda PERT - priklad

Reseni: Stanovime stfedni hodnoty a rozptyly dob trvani ¢innosti:

(i) |a|m|[bj| ny | of
A(1,2) | 5 8 |10 | 7,83 | 0,69
B(13) | 4 | 6 | 7 | 583 | 0,25
C23) [ 1| 2 | 5| 233 |044
D34) | 2 | 4 | 6 | 400 | 0,44
E@5) | 7 | 10 | 14 [ 10,17 | 1,36
F(5.6) [ 10| 12 |13 | 11,83 | 0.25
GGB.7)| 4 | 5| 8 | 533 | 044
H(6,8) | 3 4 6 | 417 | 0,25
(7.8) | 1| 3 | 5| 3,00 | 044




Metoda PERT - priklad

Reseni: Stanovime stfedni hodnoty a rozptyly dob trvani ¢innosti:

(i) |a|m|[bj| ny | of
A(1,2) | 5 8 |10 | 7,83 | 0,69
B(13) | 4 | 6 | 7 | 583 | 0,25
C23) [ 1| 2 | 5| 233 |044
D34) | 2 | 4 | 6 | 400 | 0,44
E@5) | 7 | 10 | 14 [ 10,17 | 1,36
F(5.6) [ 10| 12 |13 | 11,83 | 0.25
GGB.7)| 4 | 5| 8 | 533 | 044

H(6,8) | 3 4 6 | 417 | 0,25

(7.8) | 1| 3 | 5| 3,00 | 044

Kritickou cestu Ize u jednodussich projekta uréit i prochazenim sitového
diagramu v§emi zplisoby (v naSem pfipadé existuji ¢tyfi). Pfesné ¢asové
Udaje jednotlivych nahrazujeme stfednimi hodnotami. Pro kazdou moznou
cestu uréime dobu trvani celého projektu, a to souétem stfednich hodnot
jednotlivych Cinnosti lezicich na dané cesté. Kromé stfednich hodnot s€itame
i prislusné rozptyly. Ze vSech cest vybereme tu s maximalni stfedni hodnotou
celkové doby trvani, pro nas projekt jeto A, C, D, E, F, H.



Metoda PERT - priklad

kriticka cesta | a; | mj | by | pj o5
A(1,2) 58 [10] 7,83 | 0,69
C(2,3) T 2 5 233 | 044
D(3,4) 2 6 | 4,00 | 0,44
E(4,5) 7 |10 | 14 | 10,17 | 1,36
F(5,6) 10 13 | 11,83 | 0,25
H(6,8) 3 6 | 417 | 0,25

| > [ | [ [40,33]3,43




Metoda PERT - priklad

kriticka cesta | a; | mj | by | pj o5
A(1,2) 58 |10 7,83 | 0,69
C(2,3) T 2 5 233 | 044
D(3,4) 2 6 | 4,00 | 0,44
E(4,5) 7 |10 | 14 | 10,17 | 1,36
F(5,6) 10 13 | 11,83 | 0,25
H(6,8) 3 6 | 417 | 0,25

> | [ [ [4033[343]

Celkova stfedni doba trvani projektu je u(T) = 40, 33 tydnl a celkovy rozptyl
¢ini 02(T) = 3,43 tydne. Pravdépodobnostni vypotty provadime u projektl s
velkym poctem Cinnosti, a to za predpokladu, Zze zkoumané terminy jsou
nezavislé nahodné veliCiny. Zduvodnitelny je zejména u doby trvani celého
projektu. Podle centralni limitni véty plati, Ze rozdéleni nahodné veliCiny T ,
ktera je souctem velkého poCtu nezavislych shodné rozdélenych nahodnych

veli¢in tj, se blizi normalnimu rozdéleni N(u(T),o?(T)) .



Vypocet pravdépodobnosti dodrzeni terminu Ty

Tato pravdépodobnost se urci pomoci hodnot distribuéni funkce ¢(u)
normovaného normalniho rozdéleni N(0; 1). Nejprve se musi nahodna

veli¢ina T standardizovat dle vztahu U = T=47)

ST ™ N(0;1). Potom
PT < To) = ¢ (Z5452).




Vypocet pravdépodobnosti dodrzeni terminu Ty

Tato pravdépodobnost se urci pomoci hodnot distribuéni funkce ¢(u)
normovaného normalniho rozdéleni N(0; 1). Nejprve se musi nahodna

veli¢ina T standardizovat dle vztahu U = T;(’}())T) ~ N(0;1). Potom

PT < To) = ¢ (Z5452).

@ Pokud je planovany konec dfivéjsi nez stfedni hodnota doby trvani
projektu ( Ty < u(T)), argument funkce ¢(u) je zadporny. Hodnotu
distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni pocitame podle
vztahu ¢(u) = 1 — ¢(—u). Pravdépodobnost dodrZeni tohoto terminu pak
bude mensi nez 50%.

@ Pokud je planovany konec shodny se stfedni hodnotou doby trvani
projektu (Tp = p(T)), pravdépodobnost dodrzeni terminu bude 50%.
@ Pokud je planovany konec pozdéjsi nez stfedni hodnota doby trvani

projektu (Tp > 1(T)), pravdépodobnost dodrZeni terminu je vétsi nez
50%.



Urceni doby trvani projektu T, pfi zvolené mire rizika r

Tuto dobu Ize stanovit rovnéz s vyuzitim tabulek funkce ¢(u). Je-li velikost
rizika r v procentech, v tabulce kvantili standardizovaného normalniho
rozdéleni najdeme hodnotu u;_/190. Odpovidajici dobu trvani projektu T;

Zjistime ze vztahu uy ;100 = T’;("T()T), ze kterého vyjadiime dobu trvani
projektu T, = u(T) + a(T) - U1—r/100




Urceni doby trvani projektu T, pfi zvolené mire rizika r

Tuto dobu Ize stanovit rovnéz s vyuzitim tabulek funkce ¢(u). Je-li velikost
rizika r v procentech, v tabulce kvantili standardizovaného normalniho
rozdéleni najdeme hodnotu u;_/190. Odpovidajici dobu trvani projektu T;

Zjistime ze vztahu us_, /100 = T’;(”T()T), ze kterého vyjadiime dobu trvani
projektu T, = u(T) + a(T) - U1_r/100
Priklad : Pro vySe feSeny priklad projektu s celkovou stfedni dobou trvani
40,33 tydnu a rozptylem 3,43 urCete

@ s jakou pravdépodobnosti bude ukoncen nejpozdéiji v ¢ase 42 tydnu!

Reseni: P(T < 42) = ¢ (42—;\/&4»333) = ¢(0,90). V tabulce distribu¢ni

funkce standardizovaného normalniho rozdéleni najdeme
pravdépodobnost. Projekt bude ukonéen nejpozdeji ve 42 tydnu
s pravdépodobnosti 81,59%.

@ dobu realizace projektu, ktera bude dodrzena s rizikem 20%.
Reseni: 20-tiprocentnimu riziku odpovida 80-tiprocentni
pravdépodobnost spinéni terminu. Pro tuto pravdépodobnost zjistime
kvantil up g = 0, 84. Po dosazeni zjistime poZzadovanou dobu
T, = 40,33 + /3,43 - 0,84. S 80ti procentni pravdépodobnosti mizeme
ocekavat. ze oroiekt skonéi dfive nez v ¢ase 41.88 tvidne.




Casové - nakladova analyza projektu

Metoda CPM a PERT ptihlizi pouze k ¢asovym vztah(m v projektech,
pricemz optimalni Casovy rozvrh €innosti nemusi byt vzdy hospodarny.
Zakladnim kritériem efektivnosti projektu jsou zpravidla naklady spojené s
jeho realizaci a ty Uzce souviseji s dobou trvani:

@ Naklady nepfimé — souvisi s realizaci projekt jako celku (rezijni naklady,
ztraty vzniklé pozdnim dokonéenim projektu....). Jsou rostouci (linearni)
funkci doby trvani projektu

@ Naklady pfimé — souviseji s jednotlivymi innostmi (material, mzdy).

@ Souctem primych nakladl na jednotlivé ¢innosti ziskame pfimé naklady
na cely projekt.

Pfimé naklady na realizaci Cinnosti (i, j) v ¢ase t; oznacime c;. Budeme
predpokladat opét linearni zavislost na dobé trvani (v tomto pfipadé funkce
nerostouci — se zkrdcenim doby trvani rostou naklady). Tvar nédkladové
funkce odvodime podle téchto pojmu:

Dj ... normalni doba trvani Cinnosti (i, j), které odpovidaji minimalni naklady
cj(D)

d,{,- ... krajni doba trvani €innosti (i, j) pfi maximalné intenzivnim rezimu s
vysokymi néklady c;(d).



Casové - nakladova analyza projektu: pfimé naklady

Pt¥imka KN aproximuje graf zavislosti pfimych nakladu na dobé trvani
pfislugné Cinnosti. Rovnice této pfimky je: ¢; = b; — a;t;, kde
b,‘j = a,-,-d,-,- + C,'j(d), aj = 700(?—0”@)

jj—dj



Minimalizace pfimych nakladu pti dané dobé trvani

projektu

Pro projekt Ize Ghrnné pfimé néklady vyjadfit takto:
cp = >_ijyer(bj — ajty) .
Koeficient a; pfedstavuje nakladovy spad mezi dvojici bodi odpovidajicich

normalnimu a maximalné intenzivnimu rezimu (v opacném sméru jde o
nakladovy rust).



Minimalizace pfimych nakladu pti dané dobé trvani

projektu

Pro projekt Ize Ghrnné pfimé néklady vyjadfit takto:

cp = 2 (ijyer(bi — ajty) -

Koeficient a; pfedstavuje nakladovy spad mezi dvojici bodi odpovidajicich
normalnimu a maximalné intenzivnimu rezimu (v opacném sméru jde o
nakladovy rust).

Pro pfimé naklady cp spojené s realizaci celého projektu v Case T plati:

> ijep Ci(D) < cp < 32 jep Ci(d)

Pfi zachovani doby trvani projektu T Ize tyto néklady snizit prodlouzenim doby
trvani nekritickych ¢innosti az do dosazeni jejich normaini doby trvani a az do
vyCerpani jejich Casovych rezerv.



Minimalizace pfimych nakladu pti dané dobé trvani

projektu - priklad

Pfiklad : Uvazujme projekt zadany tabulkou (VR; oznacuje voIné rezervy a
Cervené jsou oznaceny kritické Cinnosti):

(1)) |t | dj | Dy | ci(d) | cy(D) | a; | VR; | cj
(12 [3[3 4] 23 | 20 | 3] 0 | 23
(13 [4[3[5 | 17 | 15 | 1 16
25 3|25 16 | 10 |2 | 5 | 14
B4 3|2 4] 26 | 22 |2 0 | 24
B35 [7|5 7] 38 | 30 |4 30
@5 11 [ 1] 10 | 10 | -] 3 | 10

(> [ [ [ [0 ]tz ] [ [H7]




Minimalizace pfimych nakladu pti dané dobé trvani

projektu - priklad

Pfiklad : Uvazujme projekt zadany tabulkou (VR; oznacuje voIné rezervy a
Cervené jsou oznaceny kritické Cinnosti):

(1)) |t | dj | Dy | cj(d) | ci(D) | a; | VR | ¢
(12 [3]3[4] 23 | 20 [3] 0 | 23
(13435 ]| 17 | 15 | 1 16
25 3| 2[5 16 | 10 |2 | 5 | 14
B4) 3|2 4| 26 | 22 |2 | 0 | 24
B35 |75 7 ] 3 | 30 | 4 30
@5 11 [ 1] 10 | 10 | - | 3 | 10
| > [ [ [ [0 [107 ] [  ]117]

S realizaci daného projektu jsou spojeny pfimé naklady ve vysi 117
nakladovych jednotek (NJ). Tyto naklady Ize snizit u nekritické ¢innosti (2,5) o
dvé Casové jednotky. Naklady klesnou o 4 NJ, tedy 117 —4 = 113.
Prodluzujeme dobu trvani nekritickych ¢innosti maximainé o dobu

Ati = min(VRj; Dj — tj) a prednostné prodluzujeme Cinnosti s velkym a;.



Stanoveni optimalni celkové doby trvani projektu

Z hlediska efektivnosti je optimalni doba trvani charakterizovana minimalnimi
celkovymi naklady, které jsou souctem pfimych a nepfimych nakladu. Jak jiz
bylo uvedeno, pfimé naklady se pfi zkracovani doby trvani ¢innosti zvysuji a
nepiimé naklady se snizuji. Pfi optimalni dobé trvani projektu jsou celkové



Stanoveni optimalni celkové doby trvani projektu

Z hlediska efektivnosti je optimalni doba trvani charakterizovand minimalnimi
celkovymi naklady, které jsou souctem pfimych a nepfimych nakladu. Jak jiz
bylo uvedeno, pfimé naklady se pfi zkracovani doby trvani ¢innosti zvysuji a
nepiimé naklady se snizuji. Pfi optimalni dobé trvani projektu jsou celkové
lezicich na kritické cesté (nejprve u Cinnosti s nejnizsim koeficientem
nakladového ristu). Kritické Cinnosti se zkracuji vzdy do dosazeni krajni doby
trvani. P¥i takovémto zkracovani maze dojit ke vzniku dalSi kritické cesty,
kterou je nutné potom také sledovat.



Stanoveni optimalni celkové doby trvani projektu

Z hlediska efektivnosti je optimalni doba trvani charakterizovand minimalnimi
celkovymi naklady, které jsou souctem pfimych a nepfimych nakladu. Jak jiz
bylo uvedeno, pfimé naklady se pfi zkracovani doby trvani ¢innosti zvysuji a
nepiimé naklady se snizuji. Pfi optimalni dobé trvani projektu jsou celkové
lezicich na kritické cesté (nejprve u Cinnosti s nejnizsim koeficientem
nakladového ristu). Kritické Cinnosti se zkracuji vzdy do dosazeni krajni doby
trvani. P¥i takovémto zkracovani maze dojit ke vzniku dalSi kritické cesty,
kterou je nutné potom také sledovat.

Vypocet si budeme ilustrovat na vyse feSeném pfikladu. Pfedpokladame, ze
v8echny Cinnosti maji normalni dobu trvani.

T () |1 ] Ac; | NN| PN | CN=PN+NN

2 - [-| - | 60107 167

11 [ ({3 |4 1 | 55 | 108 163

10 [(1,3) [ 3| 1 | 50 | 109 159

9 | (35)| 6| 4 | 45113 158

8 | (35) | 5| 4 | 40 | 117 157
25 | 4] 2

Vznikne dalsi kriticka cesta 1-2-5, kterou je nutné brat rovnéz v Gvahu.



Casové zdrojova analyza projektu

S realizaci projektu je vzdy spojeno Cerpani zdrojl (prace, material, finance,
atd.). V fizeném projektu je snaha Cerpani zdroji rovnomérné rozlozit na
celou dobu trvani projektu. V nékterych pfipadech pfi vzniku kapacitnich
$picek vznikne nedostatek zdroje (jeho potfeba prevysuje jeho disponibilni
mnozstvi). Souctova ¢ara (diagram potfeby zdroju) — graficky vyjadfuje
Uhrnné naroky na zdroje v kazdém okamziku trvani projektu za predpokladu,
ze kazda Cinnost zaCne ve svém nejdfive mozném zacCatku. Souctova ¢ara
meéni svUj pribéh v okamziku, kdy zacina nebo konc¢i néjaka Cinnost.



Casové zdrojova analyza projektu - ptiklad

Pro vySe feSenou Ulohu mame Ganttliv diagram

Ginnost

Jeho souctova ¢ara je

ihrné zdroje




Casové zdrojova analyza projektu - ptiklad

V ¢asovém intervalu 3,6 Ize zvySeny narok na zdroje odstranit tak, ze
vyuzijeme volnou ¢asovou rezervu Cinnosti (2,5) a zahajime ji az v Case 8
(misto puvodniho zacatku v Ease 3), ktery je jejim nejpozdéji pfipustnym
zaCatkem.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1



Casové zdrojova analyza projektu - ptiklad

V ¢asovém intervalu 3,6 Ize zvySeny narok na zdroje odstranit tak, ze
vyuzijeme volnou ¢asovou rezervu Cinnosti (2,5) a zahajime ji az v Case 8
(misto puvodniho zacatku v Ease 3), ktery je jejim nejpozdéji pfipustnym
zaCatkem.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Poznamka : V nékterych pripadech prodluzujeme dobu trvani nekritickych
¢innosti, ¢imz se také snizi potfeba zdroje na tuto ¢innost v pribéhu ¢asu.
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