Kapitola 8

Ve L]

Maximalizace s omezujicimi
podminkami

Resené piiklady

Postacujici podminka pro maximum p¥i jednom omezeni: Uvazujme Lagrangeovu funkci skladajici se
z funkce s n argumenty a jednoho omezeni. Necht ma determinant ohrani¢ené Hessovy matice Lagran-
geovy funkce vyhodnoceny ve staciondrnim bodé stejné znaménko jako (—1)" a posledni n — 1 vedouci
hlavni minory méni znaménka, pak je kvadraticka forma negativné—definitni na omezeni a stacionarni
bod je maximem funkce.

Postacujici podminka pro minimum pfi jednom omezeni: UvaZzujme Lagrangeovu funkci skladajici se
z funkce s n argumenty a jednoho omezeni. Necht jsou vSechny posledni n — 1 vedouci hlavni minory,
ohrani¢ené Hessovy matice vyhodnocené ve staciondrnim bodé¢, zdporné, spolu se samotnym determi-
nantem ohrani¢ené Hessovy matice, pak je kvadratickd forma pozitivné-definitni na omezeni a stacio-
narni bod je minimem funkce.

Pokud jsou tyto podminky poruseny # — 1 nenulovymi vedoucimi hlavnimi minory, pak staciondrni bod
neni ani maximem ani minimem.

Méjme Lagrangeovu funkci L = f(xq,...,x,) — A(g(x1,...,x,) — ¢). Ohrani¢ena Hessova matice mé
tvar:

0 g1 J2¢) n

g1 fu—Agn fiz—Ag2 .. fin— A
BH— | & fu—Agn fa—Agn ... fan—Agwm

8n fln — A1 f2n —Ago ... fnn — AQun

kde g; je parcialni derivace g(x1, ..., x,) podle i-tého argumentu a g;; je druhé parcidlni derivace podle
i-tého a j-tého argumentu.
1. Reseni vazanych extrémi skrz substituci - Intratemporalni problém spotiebitele!

Predpokladejme, Ze mame 6 eur na obéd a navstivime slovenské bistro, které nabizi hlavni jidlo (H) a
pfilohu (P) na vahu. Sto gramt hlavniho jidla stoji 0,5 eur a sto gramt p¥ilohy 0,25 eur. Nase uzitkova

IP¥iklad vychézi z Klein (2014).



funkce ma tvar U(H, P) = h‘TH + h‘TP Kolik gramt hlavniho jidla a pfilohy si m{iZeme zakoupit aby byl
néas uzitek z obéda maximalni?

Resent:

V tomto problému méme za tikol maximalizovat funkci U za podminky rozpoctového omezeni 6 =
g + % Problém budeme fesit substitu¢ni metodou. V nésledujicim kroku se budeme snazit prevést pro-
blém maximalizace uzitku funkce vice proménnych na problém maximalizace uzitku jedné proménné.

V prvnim kroku si z rovnice podminky rozpoc¢tového omezeni vyjadiime jednu z proménnych

P H P
6=, +5 =>H=12-7,

kterou nasledné dosadime do nasi uzitkové funkce a ziskdme jednorozmérnou uzitkovou funkei U(P)

Derivaci funkce U(P) dle proménné P a jejim poloZzenim rovno nule ziskdme mnozstvi p¥ilohy, které
nam bude maximalizovat uzitek
du(P) -1 1

Zpétnym dosazenim do rozpoctového omezeni zjistime, Ze hlavniho jidla si pofidime

P 16
H=12--=12-- =4
2 2

Nas uzitek bude tedy maximalizovan pfi volbé 1600 gramii pfilohy a 400 gramti hlavniho jidla.

Nyni si ukdZeme, jak ovéfit maximum pomoci ohrani¢ené Hessovy matice. NaSe Lagrangeova funkce

ma tvar: nH  InP P H
n n

Vyjadiime si tedy postupné potfebné derivace a zapiSeme ohrani¢enou Hessovu matici

1 1
Lon = -7z Lep=-5p3 Lup=Lpu=0

1 1

IH = EI gp = Z

1 1

(1) 2 1

BH = 5 - 0
[ S
1 P2

Jelikoz podminka # — 1 poslednich hlavnich minorti je v naSem piipadé rovna 2 — 1 = 1 sta¢i ndm zna-
ménko determinantu celé ohrani¢ené Hessovy matice. Spocitdme tedy tento determinant a dostdvame
|BH| = 64% + 8%. Dosadime hodnoty naseho vypocitaného bodu a dostdvame |BH| > 0. Vidime, Ze
podminka (—1)? = 1 je spInéna a p¥islusna kvadraticka forma je negativné-definitni. Stacionarni bod je
tedy maximem zadané funkce.



2. Omezeni ve tvaru rovnosti - Intratemporalni problém firmy maximalizujici zisk?

Mgjme produkéni funkce firmy ve tvaru Q = 20u%?v92w0>, kde u,v a w jsou mnoZstvi vstupti U, V a

W za rok, které firma vyuZziva k produkci homogenniho vystupu Q. Ceny za jednotky vstupt U,V a W
jsou postupné P, = 1000K¢, P, = 2500K¢, P, = 4000K¢ a roéni rozpocet na produkci je 1000 000 K¢.
Najdéte optimalni alokaci vstupil tak, aby firma maximalizovala svj vystup.

Regent:

Nyni médme za tikol maximalizovat funkci Q za podminky 1000u + 2500v 4+ 4000w = 1000000. Oproti
prvnimu pfipadu (kde $lo snadno vyuzit metodu substituce nyni vyuZijeme obecnéjsi Lagrangetiv p¥i-
stup feSeni vazanych extrém?i. P¥islusna Lagrangeova funkce ma tvar

L(u,v,w,A) = 20u%30020% — A(1000u + 25000 + 4000w — 1000000).

K nalezeni extrému funkce L(u, v, w, A) je nutné v prvnim kroku spoditat prvni parcidlni derivace a po-
lozit je rovny nule, tj.

(8.1) Ly = 6u~%v%2w% —1000A = 0,
(8.2) Ly, = 4u%3v7 08305 — 25001 = 0,
(8.3) Lo = 10u®30%%%~9% — 40001 = 0.

Z rovnic (8.1) a (8.3) nadsledné vyjadiime A a porovname, ¢imz dostaneme

0,27,0,5 0,302
e = psths = 24000w = 100001 = u = 2,4w.

Obdobné vyjadiime A z (8.2) a (8.3) a opét porovname, tj.

0,3.,0,5 0,3,,0,2
Sy = e ls = 16000w = 250000 = v = 0,64w.

V poslednim kroku za u a v dosadime do vazebné podminky, z ¢ehoZ ziskdme
1000 - 2,4w + 2500 - 0,64w + 4000w = 1000000 = w = 125.

Postupnym dosazovanim z vyse uvedenych rovnic ziskdme potencidlni optimalni alokaci vstupt maxi-
malizujicich vystup jako w = 125,v = 80,u = 300. Abychom ovéfili, zda se skute¢n€ jedné o extrém,
vypocteme hodnoty druhych parcidlnich derivaci v bodé (300, 80,125), tedy
Ly = —4,2u"70%20%% ~» —0,007, Loy = —3,2u"0" 800 ~ —0,074,
Low = —5u0%w ™17 ~» —0,048, Lyp = 1,2u~ %0~ %%w%° ~, 0,007,

Liw = 3u™%0%%w07%% 50,012, Loy = 2u*0" %% %% ~, 0,03
a nasledné dopocitame vedouci hlavni minory Hessovy matice, tj.

-0,007 0,007 0,012
>0, 0,007 -0,074 0,03 | <O.
0,012 0,03 —0,048

-0,007 0,007

[ =0,0071<0, | 5507 0,074

Hessova matice je negativné definitni, Lagrangeova funkce je tedy ostfe konkavni a proto se jednd o va-
zané lokalnf maximum. Aby firma maximalizovala vystup, méla by k jeho produkci vyuzit 300 jednotek
vstupu U, 80 jednotek vstupu V a 125 jednotek vstupu W.

2p¥iklad vychézi z Vavreckova (2014).



3. Omezeni ve tvaru nerovnosti’

Firma vyrédbi dva typy produktt — typ A a typ B. JestliZe si ti¢tuje cenu p4 za jednotku produktu A a
cenu py za jednotku produktu B, potom proda g4 jednotek produktu A a gp jednotek produktu B, kde
ga = 400 —2pa + pp agp = 200 + pa — pp. K vyrobé jedné jednotky produktu A potfebuje firma 2
hodiny prace a 1 jednotku materidlu. Pro vyrobu jedné jednotky produktu B potfebuje 3 hodiny prace a
2 jednotky materidlu. Firma ma k dispozici maximdlné 1000 hodin prace a 200 jednotek materidlu. Ma-
ximalizujte celkovy pifjem firmy, ktery je dan vztahem 400p 4 + 200pg — 2p% — p% +2pAPB.

Reseni:

Ze zadéani je zfejmé, Ze plati casové omezeni 1000 > 294 + 3qp, coZ odpovida celkové praci spotfebované
na oba produkty, a materidlni omezeni 200 > g4 + 2gp, coZ udéava spotiebu celkového materidlu na oba
produkty. Do obou rovnic dosadime za g 4 a g konkrétni tvary individuélnich poptédvek po obou statcich
a tim ziskdme dvé omezeni, kterd jsou ve tvaru —p4 — pp < —400 a —pp < —600. Nyni je tfeba ovérit
kvalifika¢ni omezeni. Vytvofime Jakobiho matici a ur¢ime jeji hodnost, tedy

-1 -1
Dg—(0 —1)’

Hodnost matice je 2, takZe rovnost mtiZe nastat v pfipadé obou omezeni a my mtizeme zapsat Lagran-
geovu funkci

L(pa, pB, 11, i2) = 400p 4 +200pp — 2p% — pg +2paps — H1(—pa — ps + 400) — p2(—pg + 600)

a z ni pfislusné Kuhnovy-Tuckerovy podminky

(8.4) Ly, =400 —4ps +2pp+p1 =0,
(8.5) Ly, =200 —2pg +2pa+p1+u2 =0,
(8.6) #1(—pa — pp +400) =0,
(8.7) 2 (—pp + 600) = 0,
(8.8) Ui, po > 0.

Budeme uvaZzovat 4 nasledujici pripady:

1. Obé omezeni jsou neaktivni, takZe z podminek komplementarity (8.6) a (8.7) plyne, ze u1 = pup = 0.
Potom z (8.4) a (8.5) ziskdme soustavu

400 —4pa +2pp =0,
jejimz feSenim je p4 = 300 a pp = 400. Toto feSeni ovSem porusuje druhou vazebnou podminku.

2. Prvni omezeni je aktivni a druhé neaktivni, takze pp = 0. Z prvniho omezeni si vyjadiime p4 =
400 — pp. Dosazenim do (8.4) a (8.5) ziskame soustavu

400 — 4(400 — pp) +2pp + 11 =0,
200 — 2pp +2(400 — pp) +u1 =0,
ze které dostaneme feSeni pp = 220, p4 = 180 a 1 = —120, coZ je ve sporu s (8.8).

3. Prvni omezeni je neaktivni a druhé je aktivni, tudiz yy = 0 a pp = 600. Dosazenim do (8.4) ziskame
pa = 400 a poté dopocitame z (8.5), Ze py = 200. Mame tedy jeden staciondrni bod.

4. Obé omezeni jsou aktivni, coz ndm dé4 pp = 600 a poté z prvniho omezeni obdrzime p4 = —200,
coZ nemiiZe nastat, protoZe p4 znacf cenu vyrobku.

Aby firma maximalizovala svijj pffjem, méla by vyrdbét g4 = 400 — 2 - 400 + 600 = 200 jednotek pro-
duktu A a gp = 200 + 400 — 600 = 0 jednotek produktu B, p¥i¢emZ jeji celkovy zisk bude 80 000 K¢.

3Ptiklad vychézi z Vavreckova (2014).




4. Omezeni ve tvaru nerovnosti s omezenim na znaménko proménnych*

Spotiebitel mé uzitkovou funkci ve tvaru u(x,y,z) = xyz. Jeho rozpo¢tové omezeni je dano nerovnici
pix+py+pz<IL x>0y >0z >0, kde pj, p2, p3 jsou nenulové ceny statkdl, x,y, z pfedstavuji
mnozstvi danych statkti a I > 0 je rozpocet spotiebitele. Maximalizujte spotfebiteltiv uzitek.

Reseni:
Vytvofime Lagrangeovu funkci

L(x,y,z, p) = xyz — p(prx + pay + psz = I)
a zapiSeme Kuhnovy-Tuckerovy podminky, j.

(8.9) Ly=yz—pup1 <0 (=0, pokud x>0),
(8.10) Ly=xz—pupp <0 (=0, pokud y>0),
(8.11) L,=xy—up3<0 (=0, pokud z>0),
(8.12) u(p1x + pay + psz —I) =0,
(8.13) 1> 0.

Budeme feSit dva p¥ipady:

1. Omezenti je neaktivni, a tedy y = 0. Dosazenim do (8.9), (8.10) a (8.11) ziskdme nerovnice yz < 0,
xz < 0axy < 0. ProtoZe jsou vSechny proménné nezadporné, mtize platit pouze yz = xz = xy = 0,
coz nds pfivadi k mnoZiné feSeni, kdy dvé proménné budou rovny nule a tfeti proménna bude v
intervalu [0, I/p;], proi = 1,2, 3. VSechny funkéni hodnoty uzitkové funkce v téchto bodech budou
rovny nule. Dle Weierstrassovy véty lze dojit k zaveru, Ze se jednd o vdzana lokalni minima.

2. Omezeni je aktivni, takZe plati p1x + poy + p3z = I a u > 0. ProtoZe I > 0, musi byt aspori jedna z
proménnych kladna. Uvazujme, Ze x > 0. Potom z (8.9) ziskdme yz = pup; > 0, takZe y, z musi byt
kladna. Takze z (8.9), (8.10) a (8.11) obdrzime

Y= _ Xz _ XY _
p1 p2 p3 .

Z této rovnice vyjadiime xp; = ypy = zp3, dosadime do omezeni a ziskdme staciondrni bod x* =

A _ I’
(3701’3102’3%73) SH = Spipaps

Nakonec ovéfime, zda se jednd o maximum. Druhé parcidlni derivace Lagrangeovy funkce jsou
Lyx=Lyy=Lzz;=0, Lxy=2z L=y, Ly=x
Parcidln{ derivace prvniho fadu rozpoctového omezeni jsou ¢x = p1, §y = p2 a gz = p3. Potfebujeme

spocitat posledni n — e = 3 — 1 = 2 vedouci hlavni minory rozsifené Hessovy matice. JelikoZ se jedna o
matici 4 x 4, pouZijeme pro vypocet Laplacetiv rozvoj, tedy

0
p1 %l Pzz py3 P1 P2 P3 P p2 3 P P2 P3

. 0 x|=PlZ 0 xi4pp-|0 z y|-p3-|0 2z y|=
by ox 0 y x 0 y x 0 ¢ 0

= —p1(xzps + xypz — x*p1) + p2(y*p2 — yzps — xyp1) — pa(xzp1 + yzp2 — 2°p3)

4ptiklad vychézi z Vavreckova (2014).




z . z z z . 2 ~ z z z
Po dosazeni stacionarntho bodu ziskdme hodnotu determinantu —% < 0, coz odpovidd znaménku

(—1)" = (—1)3. Nyni spo¢itdme determinant submatice 3 x 3, tj

51 P 20pipy
pp z O 3p3

Determinant je kladny, nebot I, p1, p2, p3 > 0. Jedna se tedy o vazané lokdlni maximum a zaroveni o

feseni dané ulohy, nebot funkéni hodnota uZitkové funkce v tomto bodé je f(x*) > 0.

___nB
T 27p1paps
NeteSené priklady

Matematické piiklady

1. Naleznéte vazané extrémy funkce f(x,y) = 4x + 12y + 1 p¥i daném omezeni g(x,y) = x> + x —
¥ + 1 = 0. Uréete platnost kvalifikaéniho omezenti.

2. Naleznéte vazané extrémy funkce f(x,y) = 3xy pti daném omezeni ¢(x,y) = x> +y> — 8 = 0.
Urcete platnost kvalifikaénitho omezeni.

3. Naleznéte vazané extrémy funkce f(x,y) = 24x — x* + 16y — 2y? pii daném omezeni g(x,y) =
x? +2y* — 44 = 0. Uréete platnost kvalifikaéniho omezent.

4. Naleznéte vazané extrémy funkce f(x,y) = x + y p¥i daném omezeni g(x,y) = x* + 3xy + 3y? —
3 = 0. Urcete platnost kvalifika¢niho omezeni.

5. Naleznéte vazané extrémy funkce f(x,y) = 4x + 3y — 4 na kruznici zadané rovnici (x — 1)? + (y —
2)2 =1.

6. Naleznéte vazané extrémy funkce f(x,y) = x> + 2y* pti daném omezeni g(x,y) = x> — 2x + 4y +
2y? = 0. Uréete platnost kvalifikaéniho omezeni.

7. Naleznéte vazané extrémy funkce f(x,y,z) = xy?z% na (RT)3 p¥i daném omezeni g(x,y,z) =
x 4 2y + 3z — 6 = 0. Urcete platnost kvalifikacntho omezeni.

8. Naleznéte vazané extrémy funkce f(x,y,z) = x? + y* + 922 p¥i danych omezenich g1 (x,z) = x +
z—1=0ag(x,y) = x2+2y?> — 1 = 0. Uréete platnost kvalifika¢niho omezeni.

9. Naleznéte vazané extrémy funkce f(x,y,z) = x> + y* + z2 pii danych omezenich g (x,y) = x* +
y> —4=0ag(x,z) = x +z = 0. Uréete platnost kvalifikaéniho omezeni.

10. Naleznéte maximum funkce f(x,y) = x2 + 3xy + y* pfi daném omezeni g(x,y) = x +y = 100.
Urcete platnost kvalifika¢niho omezeni.

11. Naleznéte minimum funkce f(x,y) = x> + y? pfi daném omezeni g(x,y) = x +2y = 4. Urlete
platnost kvalifika¢niho omezeni.

12. Naleznéte maximum funkce f(x,y) = (x +2)(y + 1) pfi daném omezeni ¢(x,y) = x +y = 21.
Urcete platnost kvalifikaéntho omezeni.

13. Naleznéte maximum funkce f(x,y) = x> + y? pti daném omezeni g(x,y) = (x¥*/25) + (y*>/9) = 1.
Urcete platnost kvalifikaéntho omezeni.

14. Naleznéte feSeni tilohy x2 4 y2 — max za podminek 2x +y <2,x >0,y > 0.

15. Naleznéte fegeni tlohy —x? — y?> —smax za podminky x — 3y < —10.



16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

Naleznéte fegeni tlohy x? + y? +y — 1 —max za podminky x? + y? < 1.

Naleznéte fegeni tlohy x? + 2y?> — x —max za podminky x* + y* < 1.

Naleznéte feseni tilohy x°> — y> — max p¥i omezeni x < lax <.

Naleznéte feseni tlohy In(x + 1) + In(y + 1) — max za podminek x +2y < 3ax+y < 2.
Naleznéte feSeni tilohy xy — max za podminek x +2y <2,x >0,y > 0.

Naleznéte feSeni tlohy %x - %xz + 117]/ — max za danych podminek x <5, —x+y <1, x > 0,
y=>0.

Pomoci Lagrangeovy funkce a Kuhnovych-Tuckerovych podminek najdéte maximum funkce
f(X,y,Z) = X*y+22—2x2—8y2 —zz+2xz—2yz+1,

na mnoziné
M={[x,yz eR®|x+y+z=-1,x+ty—z=—4}

Pomoci Lagrangeovy funkce a Kuhnovych-Tuckerovych podminek najdéte maximum funkce
U(x,y) = 8x+ 8y — x* —y> — 32

na mnoziné
M={[xy] €ER*|x+y <4, x>0,y>0}
Nacrtnéte mnoZzinu M a vrstevnice funkce U. S pomoci tohoto obrazku ovéfte spravnost nalezeného
feSeni.
Pomoci Lagrangeovy funkce a Kuhnovych-Tuckerovych podminek najdéte minimum funkce

f(x,y,z) = x> +y*+2°

na mnoziné
M={[xyz €eR|x+y—3z=-7 x—y+z=3}

Urcete v8echny staciondrni body funkce f(x,y) na mnoziné M (tzn. vySetfete i hranice mnoZziny
M). Rozhodnéte, zda jsou nalezené body také extrémy, a v pfipadé kladné odpovédi urcete typ
extrému. Vycislete funkéni hodnoty zjisténych extrému.

(@ f(xy) =y*—2y+e ™,
M={(x,y) ER*: -1<x<1;,0<y <2}

®) f(xy) =y*+x* —xy+x+y,
M={(x,y) ER*: 3<y+x0>x0>y}

Reste nasledujici optimalizaéni problémy
(a) y = 3x° — 5x3 podléhajici omezeni —a < x < akdea = 0o, a = %
(b) max y = 10x; — 5x, podléhajici omezeni 0 < x; < 20,0 < xp <20
(c) maxy = (xlxz)% podléhajici omezeni 0 < x1 < 10,0 < x; < 10
(d) maxy = 3x% + 2x§ + 5 podléhajici omezeni 0 < x; < 10,2 < xp <10

Naleznéte stacionarni body a rozhodnéte, zda jsou globalnim ¢i lokalnim extrémem funkce f(x,y) =
x? 4 2xy + 2y? — 3x — 5y, které je omezena trojihelnikovou mnozinou M s vrcholy [0, 2], 3,0], [0, —1].



Ekonomické piiklady

1.

UvaZujme spotiebitele s Cobb-Douglasovou uZitkovou funkei tvaru U(x,y) = X°Y? s parametry
c a d. Urcete Marshallovy poptavky spotfebitele po statcich X a Y. P¥iklad FeSte s vyuZzitim Lagran-
geovy funkce.

. Spotfebitel Adam m4 uZitkovou funkei U(xg, xc) = xsxc, kde S oznacuje susenky a C ¢okoladu.

Cena jedné ¢okolady je 20 K¢ a cena jedné susenky je 5 K. Spotiebitel ma kapesné 20 K& na mésic.
Kolik suSenek a ¢okoldd Adam spottebuje, pokud bude maximalizovat uZzitek?

. Spotfebitelka Bétka ma uzitkovou funkci U(xpr, xg) = xpxg, kde xj7 je pocet tenisovych micku

a xR je pocet raket. Cena micku je 200 K¢ a cena rakety je 400 K¢. Bétéin p¥jem ¢ini 8 000 Ké. Cena
rakety se snizi na 200 K¢.

(a) Jak velka je jeji spotfeba micki a raket pfed zménou?

(b) Jak velka je jeji spotfeba mickt a raket po zméné?

. Preference spotiebitele Cyrila jsou reprezentovany uzitkovou funkei U (x,y) = xy, kde x je statek 1

a y je statek 2. Ceny jsou (px, py)=(2,2) a ptijem je 48. Nédhle se ceny zméni na (py, py)=(2,8). Urcete
hodnoty ptivodniho a nového optimalniho kose.

. Spotfebitelka Dita hraje rdda ve volném ¢ase golf a badminton. Jeji uzitkova funkce je U(g, b) = gb,

kde g je pocet her golfu a b je pocet her badmintonu za tyden. Na tyto sporty mé k dispozici ¢astku
4000K¢. Jedna hra golfu i jeden zdpas v badmintonu stoji 500 K¢&. Dita je v8ak kromé penéz limi-
tovana také mnoZstvim volného ¢asu. Obéma sportiim miize vénovat maximdlné 12 hodin tydné.
Jedna hra golfu trva 3 hodiny, jeden zapas badmintonu 2 hodiny.

(a) Urcete kolik her golfu a badmintonu si Dita zahraje za tyden?

(b) Jak by se pocet her zménil, pokud by Dita méla neomezené mnoZstvi ¢asu na sportovni akti-
vity?

. Spotfebitelka Eliska ma kapesné 1200 K¢ na mésic. Spotiebitelka B je spofiva a nakupuje pouze

¢okolddu za 20 K¢ za kus a zbytek penéz si odkladd jako aspory. Jeji uzitkova funkce je U(xc, xy7) =

64xc — x2 + xy1, kde C znadi ¢okolddu a U tspory. Kolik bude optimalni uetfena &astka?

. Spottebitel Filip ma nasledujici uzitkovou funkci: U(xp, xz) = x3 + 2x;, kde H ozna¢uje ham-

burgery a Z zmrzlinu. Filip ma kapesné 300 K¢ za tyden. Jeden hamburger ho stoji 50 K¢ a jedna
zmrzlina 25 K¢.

(a) Urcete jaka bude optimdlni spotfeba hamburgerti a zmrzliny.

vz

(b) Kapesné Filipa se ne¢ekané sniZi na polovinu, urcete jak se zmeéni jeho spotfeba hamburgert
a zmrzliny.

. Spottebitel Gustav rdd chodi do hospody. M4 k dispozici 200 K¢ na vecer, které utrdci za pivo a

utopence. Ceny statkti jsou Pp = 20 K¢ a Py =25 Ke&. Gustav md uzitkovou funkci U(P,U) = —[(P —
6)% + (U — 2)?], kde P je pocet piv a U poet utopencti.

(a) Kolik piva a utopencti spotfebuje za vecer?

(b) Jak se spotfeba zméni, pokud se pffjem zvysi na 250 K¢, a proc¢?

. Student mé k dispozici 60 hodin tydné na uceni. Tento studijni ¢as chce vhodné alokovat mezi dva

povinné pfedméty tak, aby maximalizoval svij primérny pocet boddi. Problém mtiZzeme zapsat

jako maxw pfi omezeni 60 — t; — t, = 0, kde t1, t; oznacuje ¢asy vénované jednotlivym

pfedmétam a g7, g» oznacuje oekavané pocty bodti jako funkce casu. Plati, ze g1 = 20 + 204/t a
g2 = —80 4 3t,. Urcete kolik ¢asu by mél student vénovat jednotlivym pfedméttim.



10. Firma m4 dva zdvody. Prvni zdvod ma ndkladovou funkci c1(y1) = 4y2 + 10 a druhy zdvod ma
nakladovou funki ¢z (y2) = 5y3 + 20. Pokud chce tato firma vyrobit 36 jednotek produkce s mini-
malnimi néklady, jak rozdéli produkci mezi jednotlivé zavody?

11. Americka farmaceuticka firma vynalezla novy 1€k proti maldrii. Tento 1ék proddva do dvou afric-
kych zemi. Relativné bohatd zemé A ma ro¢ni poptavku po léku proti malarii Q4 = 600000 —
50000 P4 a relativné chuda zemé B mé ro¢ni poptavku po tomto léku Qp = 400000 — 50000 Pg.
Roé¢ni podil fixnich nakladti je 1 000 000 dolarti. Naklady na vyrobu a dopravu jednoho baleni jsou
4 dolary.

Jaké budou ceny a mnozstvi 1ékti pro zemi A a B za pfedpokladu, Ze firma je schopnd cenové dis-
kriminace? Jak se odpovéd zméni, jestliZe firma neni schopnd vyrobit vice nez 200 000 baleni ro¢né?
Predpokladejte, Ze firma chce prodat vSechno svoje zbozi v téchto dvou zemich. Jaké budou ceny a
mnoZstvi v situaci, kdy se diky novému leteckému spojeni snizi ndklady na vyrobu a dopravu do
zemé B z hodnoty 4 na hodnotu 2? Pfedpokladejte, Ze produkce firmy je stidle omezend na 200 000

kust1 1éku ro¢né.

12. Firma vyrédbi pravé jeden produkt. Rdda by vyprodukovala 30 jednotek tohoto produktu, a to s

cv v

jednotek produktu. Cena kapitalu je 1 dolar, cena préace je 20 dolart..

(a) Najdéte optimalni kombinaci kapitalu K a préace L.

(b) Vypocitejte jaky je naklad produkce dodatecné jednotky.

13. Copycentrum vyrabi kopie s denni produkéni funkei f(L, K) = 500v/2LK, kde L je pocet hodin
préce a K je pocet hodin kopirek. Naklady na hodinu préce jsou 200 K¢ a ndklady na hodinu ko-
pirky jsou 100 K¢. Pokud chce firma minimalizovat ndklady, kolik hodin kopirky bude pf¥ipadat na
kazdou hodinu préace? Kolik hodin préce a kopirky bude potfeba na vyrobu y kopii?

14. Ro¢ni produkeni funkcee firmy je ve tvaru F(K, L, P) = 20K iL21Pi, kde K, L, P oznacuji jednotky
vstuptl jednotlivych vyrobnich faktort. Ceny za jednotky vstupu jsou Px = 500, P, = 1000, Pp =
300. Jakou kombinaci mnoZstvi jednotlivych vstupti ma firma zakoupit, jestlize maximalizuje pro-
dukci a jeji rozpocet je 800 000?

15. Intertemporalni (mezicasova) optimalizace domacnosti. Uvazujte domacnost, ktera Zije dvé obdobi
a jeji uzitkova funkce je

U(c1,c2) = In(c1) + xIn(c2)
Jeji diichod v téchto dvou obdobich je konstanta o velikostech y; a y», navic v prvnim obdobi ziska
dédictvi b. Predpokladejme, Ze redlnd trokova mira je ddna exogenné a je konstantni o velikosti R.

(a) Zapiste a zakreslete rozpoctové omezeni.

(b) Urcete (a do pfedchoziho obrazku vyznacte) optiméalni spotfebu v obou obdobich v ptipadé,
Ze domdacnost nemd moznost ptjcovat si ani spofit.

(c) Vyteste optimaliza¢ni problém domécnosti, kterd maximalizuje uZzitek. Naleznéte optimalni
kombinaci spotfeby v obou obdobich v pfipad¢, Ze domacnost ma moZznost pilij¢ovat si ¢i spo-
fit.

(d) Jaka by byla spotfeba maximalizujici uzitek v obou obdobich v p¥ipadé, ze y; = 20, y» = 30,
b =30, R =2a x = 2? Ovéfte, Ze tato spotfeba spliiuje rozpoctové omezeni.

16. Intertemporalni (mezicasovd) optimalizace domécnosti. Uvazujte domécnost, kterd Zije dvé obdobi
a jeji uzitkova funkce je

(a)

U(cy,02) = cch



17.

18.

19.

20.

21.

(b)

U(c1,c2) =alncy +blney

(©

(c1)

Uler,e2) = 222 + (c2)

1—7

(d) 1
U(Cl, Cz) =9+ &e(ﬂxq) + ge(ﬂxcz)‘

Pro oba pfipady naleznéte Eulerovu rovnici.

Firma vyrédbi a proddva dvé komodity. Za prodej x tun jedné komodity dostane firma cenu p =
96 — 4x. Za prodej y tun druhé komodity dostane firma cenu g = 84 — 2y. Funkce ndkladti na
vyrobu a prodej x tun prvni komodity a y tun druhé komodity je C(x,y) = 2x2 + 2xy + y>.

(a) Zapiste ziskovou funkci firmy.
(b) Vypocitejte optimalni mnozstvi, které maximalizuje zisk firmy.

(c) Produkce firmy zptisobuje znec¢isténi, vlada proto vydd omezeni pouze na 11 tun celkové pro-
dukce komodit. Vypocitejte, jak se zméni optimalni mnozstvi firmy a jak se zmént jeji zisk.

Intertemporalni (mezicasovd) optimalizace doméacnosti. Uvazujte domdcnost, ktera Zije tfi obdobi
a jeji uzitkova funkce je

U(e, c2,¢3) = In(e1) + xIn(cz) + ¢ In(cs)
Jeji dtichod v téchto tfech obdobich je konstanta o velikostech v, ¥» a y3, navic v prvnim obdobi

ziska dédictvi b. Pfedpokladejme, Ze realnd drokovéd mira je ddna exogenné a je konstantni o veli-
kosti R.

(a) Zapiste a zakreslete rozpoc¢tové omezeni.

(b) Urcete optimalni spotfebu v obou obdobich v pfipadé, Ze domédcnost nema moznost ptjcovat
si ani spofit.

(c) Vyfeste optimalizacni problém domacnosti, kterd maximalizuje uZitek. Naleznéte optimalni
kombinaci spotteby ve vSech obdobich v pfipadé, Ze doméacnost ma moZnost ptijcovat si i
spofit.

(d) Jaka by byla spotfeba maximalizujici uzitek v obou obdobich v p¥ipadé, ze y; = 10, y» = 20,
y3=40,b=60,R =1, x =2a = 3? Ovéfte, Ze tato spotieba splituje rozpoctové omezeni.

Firma mé k dispozici L jednotek prace a produkuje dva vyrobky, které proddva za pevné ceny a a b
za jednotku. K produkci x a y jednotek vyrobku je potieba ax? a By? jednotek prace. Maximalizujte
vynos firmy, ktery je dan funkci f(x,y) = ax + by za podminky ¢(x,y) = ax? + By?> < L, kdea,b,a
a f jsou kladné konstanty.

Predpokladejme, Ze spottebitel kupuje statky A a B, jejichz mnoZstvi ozna¢me x a y. Jeho uzitkova
funkce je dana ve tvaru u(x,y) = Inx + Iny. Ceny statktt A a B jsou 10 K¢ a 5 K¢&. Spottebitel miize
za tyto statky utratit maximdalné 350 K¢. Déle predpokladejme, Ze spotfeba jedné jednotky statku
A trva 0,1 hodin a spotfeba jedné jednotky statku B zabere 0,2 hodin. Spotfebite]l ma maximalné 8
hodin na spotfebu veskerého mnozstvi obou statkti. Jaké mnoZstvi statku A a B by mél spotiebitel
kupovat, aby maximalizoval svtjj uzitek?

Firma vyréabi dva typy produkti — typ A a typ B. JestliZe si i¢tuje cenu p 4 za jednotku produktu A
a cenu py za jednotku produktu B, potom prodd g4 jednotek produktu A a gp jednotek produktu
B, kde g4 =400 —2p4 + ppagp = 200+ p4 — pp. Kvyrobé jedné jednotky produktu A potfebuje
firma 2 hodiny préce a 1 jednotku materidlu. Pro vyrobu jedné jednotky produktu B potfebuje 3
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22.

23.

24,

25.

hodiny prace a 2 jednotky materidlu. Firma méa k dispozici maximalné 1000 hodin prace a 200
jednotek materidlu. Maximalizujte celkovy pifjem firmy, ktery je dan vztahem 400p4 + 200pp —

2p% — Py +2paps-

Spotiebitel mé& uzitkovou funkci ve tvaru u(x,y,z) = xyz. Jeho rozpoctové omezeni je dano ne-
rovnici p1x + poy +p3z < I, x > 0,y > 0,z > 0, kde p1, p2, p3 jsou nenulové ceny statkti, x,y,z
predstavuji mnozstvi danych statkti a I > 0 je rozpocet spottebitele. Maximalizujte spottebiteltiv
uzitek.

Spotiebitel se rozhoduje o maximalizaci uZzitku ze spotteby ve dvou po sobé jdoucich obdobich.
Jeho uZitkové funkce nabyva tvaru u(cy, c3) = —[(c1 —4)% + (cz — 4)?]. PficemZ vime, Ze je vy3e
spotfeby v obou obdobich nezdpornd. Spottebu v obou obdobich nakupuje za jeden milién korun
za jednotku spotfeby. Navic o tomto spotfebiteli vime, Ze v prvnim obdobi neni pfifjemcem zadného
dtichodu a ve druhém obdobi vi, Ze obdrzi pouze dédictvi ve vysi 4 miliontl. Spotfebitel ma piistup
na tvérovy trh (banky si netctuji zadny trok) a smi si penize v prvnim obdobi (maximalné do vyse
jeho dédictvi) vyptjcit, nicméné vyse Givéru je omezena nezdpornym tivérovym omezenim ve vysi
b > 0. Naleznéte optimdalni spotfebu v pfipadé, Ze (i) tvérové omezeni neni svazujici (ii) Gvérové
omezeni je svazujici.

Uvazujte model mezicasové volby. Nyni pfedpokldadejme, Ze neni jedna tdrokova mira r, ale spotie-
bitel mtize spofit za trokovou miru rs a pijéovat si za trokovou miru ry, pficemz plati r, > 7.

(a) Napiste spotfebitelovo rozpoctové omezeni pro piipad, Ze i) spotfebovava v prvnim obdobi
méné nez jeho dtichod ii) spotfebovava v prvnim obdobi vice nez jeho diichod

(b) Nakreslete obé rozpoctova omezeni a ukaZte oblast, ktera je spotfebitelovi dostupna.

(c) Pfidejte do grafu indiferen¢ni kiivky. UkaZte tfi moZné situace: spotiebitel spofi, spotfebitel
si ptjcuje a spotfebitel ani nespofi ani si neptijcuje.

(d) Co urcuje spottebu v prvnim obdobi pro tfi vyse uvedené piipady?

Intertemporalni (mezicasovd) optimalizace doméacnosti. Uvazujte kouzelnickou domécnost Nico-
lase Flamela, ktera zije dvé obdobi a jeji uzitkova funkce je

In(c1) +In(cy)

Jeji dichod v téchto dvou obdobich je 1 = 10 a y, = 30. Pfedpoklddejme, Ze irokova mira je dana
exogenné€ a je konstatni a rovna 0.

(a) Napiste mezicasové rozpoctové omezeni

(b) Vypocitejte optimalni spotfebu (c1, c2)

(c) Predpokladejte, Ze domacnost si nemtize ptijcovat a ani nemtiZe spofit. Jaka bude optimalni
spotfeba nyni?

(d) Uvazujme, Ze maji Flamelovi déti, které za¢nou spotfebovdvat aZ po smrti rodi¢t. Kazdy Zije
dvé obdobi. Déti maji uzitkovou funkci
In(c3) +In(cy)
a rodice maji uzitkovou funkci
In(c1) + In(cz) + v(b)

kde b je déditctvi (bequest) zanechané détem a v(b) je maximalni uZitek déti, které mohou
ziskat pti daném dédictvi b. Duchod rodi¢t je (y1,y2) = (10;40) a duchod déti je (y3,y1) =
(20;10)
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Vytesté maximaliza¢ni problém déti, abyste ziskaly v(b), tj vyteste
v(b) = max {In(c3) +1In(cq)}

vzhledem k
c3+ca=ys+ys+b.

(e) Pouzijte svou odpovéd z pfedchozi otazky k vyfeseni maximaliza¢niho problému rodict. (Dé-
dictvi mtize byt i zdporné).

(f) Nyni uvazujte, Ze vlada vybere dané v obdobi 2 ve vy3$i 30 a rozdéli je pausalné v obdobi 3.
Jaka je optimalni vyse dédictvi a vyse spotfeby nyni?

(g) Opét pfedpokldddme moZznost ptijéovani. Nyni pfedpoklddejme, Ze Nicolas vymysli lektvar
dlouhovékosti, cozjeho domécnosti umozni zit o dvé obdobi déle (déti neuvazujeme). Dtichod
v téchto dvou obdobich je y; = 10, y» = 40, y3 = 20 a y4 = 10. Jak budou nyni vypadat
odpovédi na (a)-(c).

(h) Jak by se zménilo rozhodovani Nicolasovy domécnosti, pokud by vynalezl kimen mudrc.
Uvazujte, ze Nicolas az pozdé zjisti, Ze uziti kamene mudrcti zptisobuje impotenci.

26. Optimélni alokace spotfebnich vydaji. Naleznéte rozhodovani reprezentativni domécnosti o tom,
jak optimélné alokovat své spotiebni vydaje mezijednotlivé statky C¢ (i), kdei = 1, ..., n. Vystupem
této optimalizace bude mnoZina poptavkovych rovnic pro jednotlivé statky Cy(i).

Konkrétné tedy budeme zkoumat problém, kdy reprezentativni domacnost maximalizuje spotfebu
Cr = (f01 Ct(i)l_%di) ot pro jakoukoliv troveni vydajt X; = fol Pi(i)Ct(i)di. Lagrangian pro tuto
optimalizaci m4 podobu

= ([ cliy-ta Eej—)u P (i) Ci(i)di — X
( )" -n(f

Odvodte poptavku domdcnosti po jednotlivych spotfebnich statcich.

27. Spotiebitel ma uzitkovou funkci U(xq,x2) = x71xp. Navic ¢eli rozpo¢tovému omezeni z diichodu
2x1 + 3x2 < 100 a ¢asovému rozpoctovému omezeni x; + 4x, < 80. Naleznéte optimdlni spotfebu
tak, aby byl spotfebiteltiv uZitek maximalni.

28. Spotiebitel (a zdroven pracovnik) ma uzitkovou funkci U (x1, x2) = x1x, kde x1 je jeho pifjem a x;
je volny ¢as. Tento pracovnik &eli rozpoctovému omezeni ve tvaru x; = m + w(T — x3), kde m je
dany pfijem ziskany jinym zptisobem neZ praci, w je dand mzda a T je celkovy Cas, ktery déli mezi
praci T — xp a odpocinek x;. Také zde mdme maximélni pocet hodin H, které je ochoten pracovat,
pficemz plati H < T. Formulujte a nasledné vyfeSte problém optimélni volby pracovnika mezi
pfijmem a volnym ¢asem vzhledem k danym omezenim.
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