> Vyrokova logika

P Matice

> Linearni nezavislost

P> Determinanty a inverzni matice

> Soustavy linearnich rovnic

A



Vyrokova logika - vyrok

Logika - véda, ktera se zabyva usuzovanim, pravdivosti,
dokazatelnosti a vyvratitelnosti.

,Cislo 6 je délitelné 3 a zaroven 4.
Vyrok: kazda oznamovaci véta, u které lze urcit pravdivost.

»Jablko je ovoce" (pravdivy vyrok).

,Cislo 8 je prvocislo” (nepravdivy vyrok)./

,ESF je nejlepsi fakulta na svété” - NENI vyrok.
Atomicky vyrok: nejjednodussi vyrok.

.Cislo 6 je délitelné 3."

,Cislo 6 je délitelné 4."
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Vyrokova logika - spojky

Vyrokove spojky:
\ konjunkce - ,a"“ - ,,a soucasné”,
V' disjunkce - ,,nebo",
= implikace - ,jestlize ... pak",

< ekvivalence - ,pravé tehdy, kdyz" - ,tehdy a jen tehdy, kdyz",
negace.

Snédl| jsem jablko. Snédl jsem hrusku.

Snéd| jsem jablko a hrusku. (konjunkce)

Snédl jsem jablko nebo hrusku. (disjunkce)

Jestlize jsem snédl jablko, pak jsem snédl i hrusku. (implikace)
Snéd| jsem jablko pravé tehdy, kdyz jsem snédl hrusku.
(ekvivalence)

Nesnédl jsem jablko. (negace)

=] [
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Vyrokova logika - formule

Formule: slozeni atomickych vyrok&i pomoci spojek.
> Vyse uvedené priklady jsou formule.
> Vyroky zna¢ime pomoci velkych pismen.

A »Snéd| jsem jablko,"
B ... ,Snédl jsem hrusku."
A A B, (konjunkce)
AV B, (disjunkce)
A = B, (implikace)
A & B, (ekvivalence)
—A. (negace)

o [
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> Pravdivost:

> atomicky vyrok plati — pravdivost 1,

> atomicky vyrok neplati — pravdivost 0,
> pro formule viz tabulka nize
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Vyrokova logika - pravdivost

A<-c(T,T,F,F);B<-c(T,F,T,F)

A& B

A|B

imp<-function(A,B){!A | B}

imp(A,B)

eqv<-function(A,B){(A& B)|('A & IB)}
eqv(A,B)

=] [
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> Negace

= o |




Vyrokova logika - pravdivost

Napiste pravdivostni tabulku pro formuli A = (B A =(AV B)).
A B AVB —(AVB) BA-(AVB)

1 1 1 0 0
1 0 1 0 0
0 1 1 0 0
00 0 1 0
A= (BA—(AVB))

= = O O

Tautologie, kontradikce.
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Vyrokova logika - priklady

Pan Spock kazdé pondéli, atery a stfedu |ze, kdezto pan Dat lze ve

ctvrtek, patek a v sobotu. V ostatni dny mluvi chlapci pravdu.

Jednou se oviem potkali a probéhl nasledujici rozhovor:
Pan Spock: ,Vcera jsem lhal.”

Pad Dat: ,Jo, ja taky.”
Ktery je den?

Martin Chvatal
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Vyrokova logika - priklady

Pan Spock kazdé pondéli, atery a stfedu |ze, kdezto pan Dat lze ve
ctvrtek, patek a v sobotu. V ostatni dny mluvi chlapci pravdu.
Jednou se oviem potkali a probéhl nasledujici rozhovor:

Pan Spock: ,Vcera jsem lhal.”

Pad Dat: ,Jo, ja taky.”
Ktery je den?

SApoEs ‘ Pravda Lez
Dat
Pravda X X
Lez Ctvrtek X

Martin Chvatal
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Vyrokova logika - priklady

Bylo zjisténo, ze:

Ze tridy byla ukradena tfidni kniha. Podezreli jsou Antonin, Barbora a Cyril.

V dobé kradeze nebyl ve tfidé Antonin nebo tam nebyla Barbora.

Pokud v dobé kradeze nebyla ve tfidé Barbora, nebyl tam ani Antonin.

Cyril byl ve tfidé pravé tehdy, kdyz tam nebyl Antonin.
Pachatel byl v dobé kradeze ve tfidé sam.

U koho ma uéitel tfridni knihu hledat?

Martin Chvatal
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Vyrokova logika - priklady

Ze tridy byla ukradena tfidni kniha. Podezreli jsou Antonin, Barbora a Cyril.
Bylo zjisténo, ze:
V dobé kradeze nebyl ve tfidé Antonin nebo tam nebyla Barbora.
Pokud v dobé kradeze nebyla ve tfidé Barbora, nebyl tam ani Antonin.
Cyril byl ve tfidé pravé tehdy, kdyz tam nebyl Antonin.
Pachatel byl v dobé kradeze ve tfidé sam.

U koho ma uéitel tfridni knihu hledat?

A B C -AVv-B -B=-A C&-A
1 0 O 1 0 1
0 1 0 1 1 0
0 0 1 1 1 1
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Kvatifikatory

'/ Pro vSechny - Vx € (—2,5) : |x] < 6.
- Existuje - 3x € (—2,5) : |x| < L.
Negace

» a(Vx:A) e Ix oA

o (3x:A) e Vx oA

Definice limity L v bodé a

Ve>030>0:¥xe€O,:|x—al<d=|f(x)— L <e.

=] =
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Matice

dvojrozmérné obdélnikové pole ¢i tabulka Cisel, které chapeme
jako jeden objekt
matice A o rozméru m X n:

a1

a1z
azi
A=

... diln
ano . aon

dml  dm?2

.e. amn
Matice A o rozméru 2 X 3 :

A:(l 0 1)

T e V2
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Zapiste matici 2 x 2 zadanou prvky a; =i+ j — 1.

e TR  1cico

A



Matice

Zapiste matici 2 x 2 zadanou prvky a; =i +j — 1.

-

(A <- matrix(c(1, 2, 2, 3), 2)) ... po sloupeccich zadavame
Ctvercova matice: m = n.

radkovy /sloupcovy vektor: m/n = 1.

Matice zna¢ime velkymi pismeny A, B, ..
pismeny x, X, X, ...

a vektory malymi
Martin Chvatal
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Operace s maticemi

ROVNOST: A = B, pokud maji stejny rozmér a prvky na
odpovidajicich si pozicich se rovnaji, tzn. aj; = bj;.
SCITANI: A+ B = C, musi mit stejny rozmér a prvky na
odpovidajicich si pozicich se¢teme/odecteme, tzn.

C,'J' = a,j + bU

NASOBENI SKALAREM: ¢ - A = B, viechny prvky
vynasobime danym &islem, tzn. bj; = c - aj;.

Naleznéte Cisla a, b, ¢ € R, tak aby platila rovnost

(bic cj—l) :<—22 2)

Martin Chvatal Matice



Operace s maticemi

ROVNOST: A = B, pokud maji stejny rozmér a prvky na
odpovidajicich si pozicich se rovnaji, tzn. aj; = bj;.
SCITANI: A+ B = C, musi mit stejny rozmér a prvky na
odpovidajicich si pozicich se¢teme/odecteme, tzn.

C,'J' = a,j + bU

NASOBENI SKALAREM: ¢ - A = B, viechny prvky
vynasobime danym &islem, tzn. bj; = c - aj;.

Naleznéte Cisla a, b, ¢ € R, tak aby platila rovnost

(bic cj—l) :<—22 2)

Reseni: a=2,c=3,b=1.
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Operace s maticemi

Méj me matice

A:(l )

73
) 2,5),8_(
Urcete 2A a 2A + B.

Martin Chvatal
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Operace s maticemi

Méjme matice

A:(l )

73
) 2,5),8_(
Urcete 2A a 2A + B.

9 _4>.
2A = (_24 §>

6 1)

Martin Chvatal
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A <- matrix(c(1,-2,1,2.5),2)
B <-matrix(c(7,-2,3,-4),2)
Nasobeni skalarem:

2*%A

2*A + B

u]
@
1
n
it

A
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Operace s maticemi

NASOBENI DVOU MATIC: C = A- B, kde A, B je matice o

rozméru n X m, resp. m X | a matice C je rozméru n x /.
. . ) T <—m .
Prvky matice C vzniknou nasledovné: cjj = > ;" ; ajk - byj.

3 1
A-Bz(

1-(-1)+1-(-2)+3-3 1.0+1-(-1)+3-1

2-(-1)4+3-(-2)+4-3 2-0+3-(—1)+4-1>
(e )

Martin Chvatal
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A %*% B
B %*% A

T T

A <- matrix(c(1,2,1,3,3,4),2)
B <- matrix(c(-1,-2,3,0,-1,1),3)
Maticové nasobeni:

A



Operace s maticemi

asociativita: (A-B)-C=A-(B-C)

distributivita zprava: (A+ B)-C=A-C+ B- ()
distributivita zleva: A- (B+C)=A-B+A-C

jelliceR, pak (c-A)-B=A-(c-B)=c-(A-B)
obecné NEPLATI komutativita A- B # B - A

(11 0 1
Je"'A_(s 4)35_(—1 2
aam(® ).

),pakA~B=(
5 7

1 3) I
—4 11)° %€
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Jednotkova matice

Proredlna Cisla: a-1=a=1"a.
Oznaceni: . Ctvercova matice. Na hlavni diagonale jsou 1 a

vSude jinde 0.
100 - 0
010 - 0
| — 001 - 0
000 1

>

I
N
=
[S20 )
S W
S~
o

|
-
o
= O
~——

o

|
o O~
o = O
= O O

Pak
L-A=A-L =A.
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Jednotkova matice

A <- matrix(c(1,4,2,5,3,6),2)

12 <- diag(2)

I3 <- matrix(c(1,0,0,0,1,0,0,0,1),3)

Musime nasobit matice ,,spravnych® rozméra:
12 %*% A

A %*% 13

Naopak dostaneme chybu:

13 %*% A

A %*% 12

u]
@
I
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<
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Transponovand matice

Prohodime sloupce a radky.
Oznaceni: AT nebo A’

1
A:(l 2 3)=>AT: 2
3

4 5 6

S O B~

A <-matrix(c(1,4,2,5,3,6),2);(t(A))

Symetricka matice: A= AT,

— AT

A=

W N =
BN
1B~ W

ay
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Linearni zavislost

Rekneme, Ze vektory x1,Xo, ..., X, jsou linedrné nezavislé,
jestlize rovnice

aiiXy +apXe + -+ apx, =0

ma pouze trividlni Fedeni, tzn. a1 = ap=---=a,=0. V
opacném pripadé fikame, Ze jsou vektory linedrné zavislé.
Linearni kombinace (leva strana), soustava rovnic

Mgjme u = <g> ,V = (:f) . Zfejmé plati

oz (9 (-6 -(0)

vektory u,v jsou linearné zavislé.

Martin Chvatal Matice



Obrazek: Linearné zavislé
vektory.

it
v
a
it
v
it

Obrazek: Linearné nezavislé
vektory.

A



> Pocet linearné nezavislych sloupci/fadkt matice.
» Znacime h(A).

0
1 0 | . Pak h(A) =2, h(/)
:9)

T T

A



Gaussova eliminaéni metoda

Elementarni radkové Gpravy:

> vynasobeni fadku nenulovym &islem,

> prohozeni dvou radka,

> pricteni libovolného nasobku jednoho fadku k fadku jinému.
Dostavame ekvivalentni matice (nesou stejnou informaci co se
zavislosti tyce).

Upravime do schodovitého tvaru.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=[11 4])]~(0 -1 1 |~|0 -1 1
2 0 6 0 -4 0 0 0 -4
= h(A)=3
A<-matrix(c(1,1,2,2,1,0,3,4,6),3)
library(pracma)
rref(A)

Martin Chvatal Matice



Determinant

Cislo, které piradime ¢tvercové matici, znacime det(A) nebo
Al

regularni matice: det(A) # 0

singularni matice: det(A) =0

matice 1 x 1: det(a) = |a| = a

matice2><2:det<a b>: a b‘:ad—bc

c d c d

matice 3 x 3 :
a1 a2 a3 a1 a12 a3

det | a21 ax» ax3 | =|azx1 ax ax3| = ariaxass +
a3l a3 ass a31 a3 ass

a12a23a31 + 313821432 — a314224a13 — a32d823d11 — 4334214812

Martin Chvatal Matice



> Sarrusovo pravidlo (pouze pro matice 3 X 3)

INFXRXC

/alz
><a23 (121 az2
@33 a1 @32

> |A] = |AT|

A




> Al =37 (1) a;|Cj|, kde matice C; vznikne z matice A
vynechanim i-tého fadku a j-tého sloupce.

> Pro jednoduchost vybirame fadek ¢i sloupec s nejvétsim
poctem Q.

40> «Fr « > «
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Determinant - Laplacetiv rozvoj

0 1 -1 2
setia={ 7 ° 7 2 | pak podie druheho radku
0 2 -1 0
1 -1 2 0 -1 2
A= (-1)>*.1.|-1 1 =1/+(=1)*"2.0-]1 1 -1|+
2 -1 0 0 -1 0
0 1 2 0 1 -1
(=1)°3.0-|1 -1 —1{+(-1)***.2.]1 -1 1|=
0 2 0 0 2 -1

1+0+0+(-2)=-1

A <- matrix(c(0,1,1,0,1,0,-1,2,-1,0,1,-1,2,2,-1,0),4);(det(A))

Martin Chvatal Matice



Determinant - Laplacetiv rozvoj

2 -1 0
0 0 2 1 -1 2
Al =(-1)1-0-|-1 1 —1j+(-1)*71-1-|-1 1 -—1]+
2 -1 0 2 -1 0
1 -1 2 1 -1 2
(-1)¥t.1.10 0 2[+(-1)*t.0-|0 0 2|=
2 -1 0 -1 1 -1

0+14(-2)+0=—-1

it
O]
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Determinant - primy vypocet

Ma-li matice pod hlavni diagonalou samé 0, pak je
determinant roven soucinu prvki na hlavni diagonale.

a1l a2 -+ ain
0 ax - ao

A= . . . = |A| = a11-ax - anm
0 0 <+« apn

Pomoci elementarnich radkovych aprav
vynasobeni fadku nenulovym Cislem = determinant danym
Cislem vydélim,
prohozeni dvou rfadkd = determinantu zménim znaménko,
pric¢teni libovolného nasobku jednoho rfadku k radku jinému
= determinant nezménim.

Martin Chvatal Matice



Determinant - primy vypocet

0 1 -1 2 1 0 0 2
al=|t 00 2] jo 112
“t-1 1 -7 T -1 1 -1
0 2 -1 0 0 2 -1 0
1 0 0 2 10 0 2
_ o1 -1 2] o1 -1 2
T o -1 1 -3~ o0 0 -1
0 2 -1 0 00 1 -4
10 0 2
01 -1 2
=lo o 1 Sl=tii(-n=-1
00 0 -1
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Inverzni matice

pro realna Cisla: a - % =a-al=1
Zna&ime A~L. Definice: A1 A=A- A1 =1.
P Ctvercova matice

> regularni matice

.. (01 1 (0 1)
Je-I|A—(1 0),pakA =1 o/
01 -1
Vypocet inverzni matice k A =

1 0 2
1 2 1
A <- matrix(c(0,1,1,1,0,2,-1,2,1),3);(solve(A))

Martin Chvatal
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Inverzni matice - Jordanova eliminaéni metoda

Zapiseme rozsifenou matici a pomoci elementarnich radkovych
Gprav ziskame inverzni matici

(All) ~ -+~ (IJAT1)

01 -1/1 00 10 2010
A 10 2010 ]~ 01 -1/100 |~

1 2 1|00 1 12 1|0 01

10 2|0 1 0 10 2|0 1 O

01 -1{1 0 0 |~ O1 —-1|1 O 0 |~

0 2 -1({0 -1 1 00 1 |]-2 —-11

1004 3 -2

01 0j-1 -1 1 At

0 01j]-2 -1 1

Martin Chvatal Matice



» Adjungovana matice: adj A =

+| Ci1| —|Cia|
B —|Cal

(1) Ca\ T
+| C22|

(—1)**7| Can|
(=)™ Cm| (-1)"*2|Cre

(_1)n+n|Cnn|
kde matice Cj; vznikly z A vynechanim i-tého radku a j-tého
sloupce.
» Inverzni matice: A1 = adiA

|A] >
> determinant musi existovat a byt rtizny od 0.

a
u]
a
v
a
it
v
a
it
v
it
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Adjungovana matice a inverze

01 -1
Mgjme A = 1 0 2 . Nejprve spoctéme determinant a
1 2 1

poté adjungovanou matici.

Al=04+2+(-2)—0-0—-1=-1
T

—4 41 42 4 —F 48
adjA=| -3 41 +1 = +1 +1 -1
+2 -1 -1 +2 +1 -1
Dohromady tedy
+4 43 -2
A= =l =l el
-2 -1 +1

Martin Chvatal Matice



Maticovy zapis

Systém linearnich rovnic:

ajx1y +  axe +  aimXm by
ax1 +  anxe + amxm = b
anixy + amx2 + ammXm = bn

Maticovy zapis daného systému:

dil1 d12 ... daim X1

dp1 a2 ... am X2

dnl dn2 ... dnpm Xm
————

matice soustavy vektor neznamych

A-x=b

Martin Chvatal Systém linearnich rovnic
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Maticovy zapis

Uvazujme systém

2x1 4+ 3x — x3 = T,
X — 3x + x3 = 3
—x1 + 2x — 3x3 = 1.

Pak maticovy zapis tohoto systému je

2 3 -1 X1 7
1 -3 1 X2 | =13
-1 2 -3 X3 1
s N——
A X b
o <« = = z
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Gausova eliminacni metoda

Prevedeme do maticového zapisu ... rozsifena matice soustavy.

Pomoci elementarnich fadkovych tprav pfevedeme rozsifenou
matici soustavy do tvaru, aby pod diagonalou byly samé 0.

2 3 -1]|7 1 -3 1|3
Aby)~| 1 =3 1|3 |~ 2 3 -1|7 |~
-1 2 =31 -1 2 -3|1
1 -3 1|3 1 -3 1|3
0 9 3|1 |~[0 -1 24 ]~
0 -1 —2|4 0 9 -3[1
1 -3 1 |3
0 -1 —2|4
0 0 -—21|37
Or» «F»>» «=» «=» =

Martin Chvatal Systém linearnich rovnic



Gausova eliminacni metoda

Prevedeme zpatky do soustavy rovnic a danou soustavu
vyresSime.

x1 — 3 + x3 = 3
— X2 = 2X3 = 4
— 2lxg = 37
NV
3 21
37) 10
3 10) (37)_70
=X =83 ( 21 21) ~ 21
[m] =P = =

it
<
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Reseni soustavy rovnic:
A<-matrix(c(2,1,-1,3,-3,2,-1,1,-3),3)
b<-c(7,3,1)

x<-solve(A,b)

] (=] =
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Cramerovo pravidlo

Umozhuje pfimy vypocet soustavy linearnich rovnic (m = n):

_ A4
X1 = TA *
_ A4
Xn = ‘An|>

kde matice A; vznikne z matice soustavy A nahrazenim i-tého
sloupce vektorem pravych stran.

2 3 -1
Al=|1 -3 1|=18-3-2+3-4+9=21
-1 2 -3
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Cramerovo pravidlo

7 3 -1
Ail=13 -3 1|=63+3-6—3—14+27="70
1 2 -3
2 7 -1
Al=|1 3 1|=-18—-7-1-3-2+21=-10
11 -3
2 3 7
As]=|1 -3 3(=-6-9+14—-21—-12—-3=-37
-1 2 1
37 10 70

ﬁ’ X = —z, X1 = ﬁ

] (=] =

Martin Chvatal Systém linearnich rovnic

it
$



Determinant

Co kdyz |A| = 07

Pro systém
_I_

X
- X

y 2
- Yy
je determinant matice soustavy

5 A=

|A| = 0 znadi, ze jsou jednotlivé
sobé linearné zavislé.

rovnice (fadky matice) na

Martin Chvatal
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Pocet reSeni soustavy rovnic
Pravé jedno feseni:

> h(A) = h(A|b) = n.

> pocet linearné nezavislych rovnic = pocet neznamych,
Nekone¢né mnoho feseni:

> pocet linearné nezavislych rovnic < pocet neznamych,
> h(A) = h(A|b) < n.
Zadné feseni:

> kdyz dojdeme ke "sporu",
> h(A) < h(A|b).

Systém

X + y =
X + y =
zfejmé nema zadné feseni.

2
3

Martin Chvatal
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