> Vlastni ¢isla a vektory
> Funkce a limity

b Derivace
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> Definice: Jestlize pro nenulovy vektor v a realné Cislo \ plati

A-v=\v,
pak v nazyvame vlastni vektor a \ vlastn
> Postup

s

i &islo k matici A.
Av—Av=0

(A= Al)-v=0
det(A—A) =0

\
AL, A2, An
(A=Xl)-v=0

4

V1,V2,...,Vp
«A4O0> 4F>» «=)» « > = Qv



Vlastni Cisla, vlastni vektory

Najdéte vlastni cisla a vlastni vektory matice A = <

V22

5 o)
a-x= 3% = @-n-en-30
=X - +3=(1-3) (A -1)=0

S M =3X=1
wi(s 5) () =) ==
62 (-

o) = (é)
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Vlastni Cisla, vlastni vektory

A<-matrix(c(4,3,-1,0),2)

eigen(A)

eigen(A)$values

eigen(A)$vectors

Vlastni vektor je libovolny nasobek:
eigen(A)$vectors[,1]/eigen(A)S$vectors[1]
eigen(A)%vectors[,2]/eigen(A)S$vectors[3]
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Funkce

adéla

jana
tereza

iva

veronika

barbora

Funkci f : A — B nazyvame pravidlo/predpis, ktery prvkiim z
mnoziny A prifadi nejvyse jeden prvek z mnoziny B.

Mnozinu prvkii z A, které se na néco zobrazi nazyvame
defini¢ni obor D(f) = {adéla, iva, veronika, barbora}.
Mnozinu prvkii z B, na které se néco zobrazi nazyvame obor
hodnot H(f) = {kolecko, obdélnik, pétiahelnik, srdce}.
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Funkce

Funkci zadavame predpisem, tabulkou, vyctem prvkd.
Realna funkce realné proménné: A= B = R.
Zadavame predpisem: y = f(x).

3
2

1

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Obrazek: Funkee f : y = /x, D(f) = (0,00), H(f) = (0, c0)

plot(function(x) sqrt(x), xlim=c(-1,9), col="red", Iwd = 3,

ylab="y", main = "y=sqrt(x)")

(= o = = A

Martin Chvatal Diferencialni pocet



Funkce - defini¢ni obor

Citatel .
jmer‘m .. .JmenOVatel # 0

X/argument ...argument > 0

log(argument) . ..argument > 0

Urcete definiéni obor funkce f: y = ﬁ Mame tu dvé

problémové funkce .. .zlomek a odmocninu. Nejprve se podivame
na zlomek. Tedy ve jmenovateli nesmi byt 0. ReSime rovnici

(x—1)2-1=0
(x—12-1=0
(x—1P2=1

x1=2,x=0

Tedy v defini¢nim oboru nesmi byt body 0 a 2.
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Funkce - defini¢ni obor

Dale pod odmocninou nesmi byt zaporné &islo, tzn. fesime nerovnici

(x—1)2%-1>0

(x—1)2>1
x>2Ax<0

Dohromady mame D(f) = (—o00,0) U (2,00) =R\ (0, 2). Jelikoz
je v tomto prikladé ve jmenovateli zlomku pouze danad odmocnina,
mohli jsme to po&itat najednou, jako (x —1)2 —1 > 0.
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Funkce, parita

Rekneme, Ze funkce f je sud, jestlize D(f) je symetricky
podle 0 a f(—x) = f(x).

Rekneme, ze funkce f je licha, jestlize D(f) je symetricky
podle 0 a f(—x) = —f(x).

Rozhodnéte o parité funkci f(x) = * 4= a g(x) = 2;_%1
D(f) =R\ {0}

—x)?2+1 x*+1 x?+1 o (Rl
f(_X):((_)X)3 R T = —f(x) = f je licha

D(g) =R\ {—3} = g neni ani suda ani licha
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> suda - graf osové symetricky podle osy y

> licha - graf stredové symetricky podle pocatku

e
\5

Obrazek: Funkce y = % je suda. Obrazek: Funkce y = % je licha.
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b Znacime f_l(x).

» Definice: f(f71(x)) = F}(f(x)) = x.
» Existuje pouze pro prosté funkce (stale rostouci ¢i stale

klesajici).

» Grafy f a f~1(x) jsou osové symetrické podle osy y = x.

/

y 5%
:
]

!

.

-5

Obrazek: Funkce y = €~ je inverzni k y = In(x) a naopak.
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Funkce, inverzni funkce

Urcete inverzni funkci k funkci f : y = x® + 1.

flix=y>+1
x—1=y2
Vx—1=ly|
y=xvx—-1

Funkce f neni prostd = neexistuje inverze. Pokud bychom do
zadani pridali definiéni obor (0, 00), pak by f~1:y = /x — 1.
D(F) = H(F )
H(f) = D(f™)
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Funkce, limita

Limita - zkoumame chovani funkce v okoli ur&itého bodu

> v daném bodé spojita/definovana — funkéni hodnota
> jinak limita - ,,nekoneéné priblizeni”

x | 1 0,1 001 0 -001
sinx 11°0.8415  0.9983  0.9999

-0,1 -1
0.9999 0.9983 0.8415
sin x

im — =1
x—0 X

Rekneme, ze funkce f ma v bodé xp limitu L, jestlize

Ve > 035 >0:Vx € R plati: [x —xp| < = |f(x) — L| <e.
Znaceni: lim f(x) = L.
X—rX0
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» K bodu se miizeme blizit zleva ( lim f(x)) nebo zprava
x—rxg
(lim f(x))
X=Xy
f(x) =

x2 -1
0
—x2 41

>

lim f(x)=-1
X—Xg

> lim f(x)=1
x—rxg
> f(0)=0




P lim 20X =]

x—0 X
lim ohraniend funkce __ 0
X300 ,nekoneéno” -
| 2

lim £(x) = lim h(x) 3 £(x) < g(x) < h(x). pak
lim g(2) =l ()

Pokud lim f(x) = A a lim g(x) = B, pak
X—a X—ra
> i [F(x) + g(x)] = A+ B.
> i () - g(x) = A-B.
> lim 09—

x—a 8()

%, pro B # 0.
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Funkce, limita - L'Hospitalovo pravidlo

Pro limity typu " 2"

0 a " :t %Y’,
Pokud existuje lim

f'(x)

pak lim FO) i 209
x—a 8'(x)’ x—a 8(X) x—a 8 (%)

. X246 _ |oco L'_H . o2x _ |oo| L'H
Xll_)rr;o X3—7x ‘oo' _ Xll_>moo 3x2—7 |oo‘

I

‘

. X-+sinx
lim

X300 0X = }%| =0
X—00 X -

lim 1+ cosx =7
X—00

lim 14 mX _
X—00
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» Definice: f'(xg) = lim fd=Flo)

X—xg X7X0
> Smérnice tecny v daném bodé.

> Rovnice teény: y = f(xo) + '(x0) - (x — X0)-
> Diferencial

f

> f'(x) <0 ...klesajici I

funkce

, . N\ o 1 5

> f'(x) >0 ...rostouci

funkce =1
> f(x)=0

/ H

> f(x), f(3)(x), cel f(”)(x)
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Funkce, pocitani derivaci

[k]'=0, jedi k konstantni funkce, [x"]'=a 7

[sin x]"'=rcos x, [cos x]'=-—sin x,
o1 1
[tg x]' = — [cotg x]' = —5—,
cos® x sin” x
[arcsin x]' = ! . [arccos x]'= ! .
A1- 2 1- 2
[arctg x]' = el [arccotg x]' = 1+_ I
[&"]'=a"lna, proa >0, log, x]'= Lproa »Ua=1,
xlna
[e"]' =&, [In x]'=l_
x
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COSs X

1
1
X

[F+eg' =1+d

[f-g'=F -4
[fal'=T'g+ fd'
[5]’= f'a—1g'
q e

g =4'(f)- 1

sinx \/ __ sin’ x-cos x—sin x-cos’ x __

cos? x

(ex2+3)l — o F3. (X2 +3) = e +3 . (2x +0) = IxeX 3

@) =x (Y = (1x)

souéinové pravidlo
podilové pravidlo

fetizkové pravidlo



1/_0

Pl
1

> Lokalni extrémy

» Maximum - ,pfed" funkce roste, ,,po" funkce klesa.
» Minimum - ,pred"” funkce klesa, ,,po" funkce roste.
> Lokalni extrém = f'(xp) = 0.

» f'(x;) = 0 4+ tam kde neni definovana = stacionarni body =
kandidati na extrém.
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Funkce, extrémy

. 2 L 3
Obrazek: Funkce f : y = 5. Obrazek: Funkce g : y = %-.
Body, kde je derivace nulova jsou kandidati na extrém.
f'ix)=x = xir=0 ... minimum
/ x? p p
g(x)=% = x1g=0 ... neniextrém

A
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—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

» Konvexni funkce - v kazdém bodé lezi ,,nad" tecnou.

» Konkavni funkce - v kazdém bodé lezi ,,pod" tecnou.
> Derivace
> konvexni ... f"(x) >0,
> konkavni ... f"(x) <0,
> f"(x;) = 0 = kandidati na zménu zakfiveni = inflexni body.
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Funkce, asymptoty

Asymptota = tecna v nekonecnu.
Asymptoty bez smérnice

> kolmé na osu x, tzn. pfimky x = x;
> v bodech nespojitosti,

> v krajich definiéniho oboru,
> lim f(x) = %oc.
X—rXj

Asymptoty se smérnici

> primky y = ax + b, pro x jdouci k plus/minus nekone¢nu
> a= lim @,

x—doo X
> b=

X_Iirgoo (f(x) — ax).

Funkce y = % méa asymptotu bez smérnice x = 0 a se smérnici
y=0.
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