Uvod
Predstavovat se nebudu, asi mé znate...

Jak jsem sliboval, tak tento dokument vzniknul (vznikd) jako moje snaha Vam uleh&it praci vynalo-
Zenou na nauceni se potiebné latky. V téchto textech se budu snazit vysvétlovat ,Matematiku s lidskou
tvari“. Nema to nahradit studijni text, nebo muj vyklad, stale véfim, Ze tstni formou toho pfedam nejvic
(nejenom virovych a bakteridlnich zarodk).

Co v toto textu naleznete? No nebude toho moc, ale snad ani maélo. Planuju zde shrnout zakladni
teorii a odkud se to vzalo (tadle pasaZ bude nejspis i s obrazky, pokud to pujde), nebojte tuto pasaz
vyznac¢im aby se dala pfeskocit. Nasledovat budou potfebné vzorce, nékolik vzorové feSenych piikladu
a pro odvazlivce i nékolik nefeSenych.

Budu rad za libovolnou zpé&tnou vazbu, hlavné negativni at mam podnéty na zlepseni, t¥eba bych z toho
pak byl schopnej vykouzlit i néjaky ten plus bod ;-) (ale radsi nic neslibuju)

Derivace

Jak jsem strasil tak tu bude i trocha teorie, ale ¢ist to nemusite

/ Pokusim se Vam tady vysvétlit par otazek, které jste si mozné polozili: \
e Co je vlastné derivace? A f
Derivace je ,,specidlni“ limitou dané funkce f(x).
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e To mi bylo platny jak mrtvymu zimnik, neslo by to Fict jinak?

To byla matematicka definice, uznavam, ze k moc vécem neni ...
Jak je na obrazku vidét, tak jak se vzdéalenost h zmenSuje, tim presnéji ¢ervené teckované
usectky (sefny) popisuji sklon funkce f v bodé x az nakonec prejdou v ernou p¥imku (te¢nu).

e TakZe to vyjadiuje teénu k funkci?

Ne tak docela, obrazek je nazorny, le¢ lehce nepiesny. Derivace funkce neudéava piimo tecnu,
ale pouze jeji smérnici. Ur¢ité si vzpomenete na smérnicovy zapis piimky y = kx + ¢, kde
pravé k je smérnice piimky. Rovnici te¢ny v bodé a dostanete y = f'(a) - (x — a) + f(a),
ale k tomu se dostaneme pozdéji.

e Co mi derivace ¥ekne o mé funkei?

Hodunota derivace (&islo které dostanete, kdyz do derivace dosadite konkrétni hodnotu na
ose x) Vam Fekne, jak moc ,rychle® se funkce v okoli bodu « méni. KdyZ je tato hodnota
kladna tak funkce roste, pokud je zaporna tak klesa a kdyz je nulova tak funkce ,,stagnuje*. /

Derivaéni pravidla a vzorce

Tady bych pro Vas mél radu, seZeiite si ¢tvrtku (nebo néjaky jiny tvrdsi papir) forméatu A4. Nahoru
napisSete ,,Derivace* a do dvou sloupeckt si postupné pod sebe opiste deriva¢ni vzorce a obecné pravidla.
Udéglejte si z toho pak zalozku tak cca 11 cm Sirokou (nebo takovou aby se Vam tam ty vzorce vesly a
slo to zalozit do formatu vaseho seSitu, myslim, Ze derivovat po Vas budou chtit i v jinych pfedmétech),
jednak si tim prepisem ty vzorce trochu zapamatujete a zadruhé je budete mit porad na ocich, nebudete
je muset pofad hledat. Bylo by hodné fajn, kdyby &8lo na tu zalozku psat i z druhé strany, ted p¥ijde



spoiler, tam se napiSou Integra¢ni vzorce, konec spoileru.

Obecna pravidla Vzorce
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Slozitési funkce bez postupu
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Diferencial

Diferencialu je cela fada od téch v auté (to je to zafizeni co zajisti, Ze kola u auta se v zatackach
to¢i raznou rychlosti) az po ty matematické. Mezi témi matematickymi maji nejvétsi vyznam zejména ty
prvniho fadu, ale existuji i diferencialy vysSich fadua. Z praktického hlediska za¢neme diferencialy prvniho
fadu (ne fakt do toho netaham SW 7).

Diferenciil prvniho fadu

Tady budu asi trochu rozpolcengjsi a téch nudnych ovali tu bude trochu vic (ale mensich).

Asi jste se s tim piikladem uz setkali, dostali jste zadanou funkci f, néjaky bod x ktery mél jesté tak
divny ¢&islo jako tfeba 1,001 a slovni zadani to taky nevytrhlo: ,,Spoc¢téte piibliznou hodnotu funkce f
v bod& z*. Jako by toho nebylo mélo je u toho vzorec df = f’ (z¢) d.

Asi Vas hned napadlo: ,,Proé& to jako nedosadim do kalkuladky a hotovo?*

Na to je jednoduchéa odpovéd: Protoze proto... Ne k tomu se nesnizim. V prvni fadé si
musite uvédomit, ze se neuéite viibec nic nového, pro nékteré z Vas asi ano, ale z pohledu
védy opravdu ne. Zaklady diferencialniho poé¢tu polozil Anglicky védec Isaac Newton (asi
jste o ném uz slyseli, to je ten ¢lovék s jablkem a nejspis i bolesti hlavy) kolem roku 1665.
Shodou okolnosti v dobé morové rany, takze mél nejspis dost klidu na préci. Bylo mu
necelych 23 let. Takze o néjaké kalkulacce se mu mohlo leda tak zdat.

K vy8e zminénému vzorci existuje smysluplngjsi alternativa df = f’ (zg) (x — x). Funkci zname, x také
jediné co nevime je xg. Jak tendle bod uré¢it? Nejcastéji to byva nejblizsi celo¢iselnd hodnota k bodu z,
ale obecnéjsi pravidlo je: ,,Je to ta nejbliz§i hodnota k = ve které jsem schopny pfesné spocitat funkéni
hodnotu bez kalkulacky.

ResSeny piiklad

Spoctéte pribliznou hodnotu funkce In (x2 + 3z — 3) v bodé 0,998.

Vim Ze: f(z) = In (x2 + 3z — 3) ax = 0,998. Zbyva mi uréit 2. Pfesnou hodnotu logaritmu jsem schopen
bez kalkulacky ur¢it jen v 1 a mocninich jeho zakladu. Potfebuji najit bod pro ktery bude platit, 7e

22 4 3x — 3 se rovna jedné z vyse uvedenych moznosti. Z hodnoty = zkusim ,,1¢, 12 +3x1—3 =1 tak
mame vyhrano zy = 1.
1

FO = gy G =y
df = £ (1) (0,998 — 1) = 5 (—0,002) = —0, 01

Ted kdyZz zname hodnotu diferencialu, tak nam zbyva jen urcit pfibliznou funkéni hodnotu f(z). K tomu
slouzi nasledujici vzorec

(2:1+3)=5

f(@) = f(wo) +df

Protoze jsme volili zy tak aby se argument (vnitfek) logaritmu rovnal 1. Vime, Ze In(1) = 0. Dosazenim
do vzorce dostavame, Ze piiblizna hodnota f(0,998) je —0,01. To je Vysledek naseho piikladu.

ﬂ’ozornéjéim z Véas uz asi doglo, co ten diferencial vlastné je. Ano, vracime se zpatky k teéné \
funkce y = f’(a) - (x — a) + f(a), pokud zménime oznaleni bodu a za o dostaneme y =
f(xo) - (x —x0) + f(xo) =df + f(x0) a kdyZ bod zy nebude moc daleko od bodu z tak si
muzeme byt jisti, Ze se nedopustime velké chyby, kdyZ hodnotu funkce nahradime hodnotou

jeji tecny.
A f

f(x)

df

1:(XO) dx




Diferencialy vys$8ich radu

Tady to bude hodné rychly, bude tu jen vzorec, protoze diferencialy vys8ich fada se sami o sobé moc
nepouzivaji, ale jejich zavedeni mi usnadni praci v dalsi kapitole.
Diferencial n-tého fadu je dan vztahem

d"f = f (zo) - (dx)™ = ™ (o) - (2 — wo)"
kde f(m) (zo) je hodnota n-té derivace funkce f v bodé zg.

Taylortv polynom

Tady to bude taky pomérné kratké, protoze vSechno ,potiebné“ uz vite jen se to trochu zobecni. Co
kdyZz mi nestaci pfesnost se kterou odhadnu funkéni hodnotu funkce v bodé x? Neslo by to odhadnout
pTesné&ji, nejlépe pomoci mocninné funkce? Tak pfesné k tomu je Taylorav polynom T, ().

Polynom stupné n je funkce ve tvaru
pn (z) = Zaixi =apz" +an_12" '+ ...+ az+ap
i=0

kde a; € R, Vi = 0,... n jsou redlné konstanty s podminkou, Ze a,, # 0. (matematici maji
takovéto funkce radi, protoze jdou spocitat jednoduse).

Tayloruv polynom je dan nasledujicim vztahem

~d'f FO (o) F® (x0) F (o) n
T, (z) :f(:cO)Jer - _f(xo)+T(xf:ro)+T(x7xo)2+,_,+T(xfxo)
kde x( je zadané hodnota a nazyva se stfed Taylorova polynomu.
KV tuto chvili jste si asi uvédomili: ,,Co kdyZz mi ale vyjde posledni derivace 0, to pieci \

nebude mit Tayloruv polynom spravny stupen?*“ Nebojte Existuje matematicka definice,

kteréd na toto pamatuje: ,,Taylorav polynom stupné n je polynomem nejvyse stupné
n.* Takze Tayloruv polynom stupné 3 muze byt klidné polynom stupné 1, pokud vam v jeho
stfedu vyjde druhd i tfeti derivace rovna 0. nejlepsi bude asi nédzorny piiklad bez postupu.

f(z) = sin(z) f(z) = cos(x);  xo=0
1(:6):1' Tl(x)zl .

T,(0) = 0 To(o) = 1- %

Ts(z) = 2 — % (@:1% )
Ty(x) =2 —% Ty(z) =1- %5+ 5

Dobré je si také viimnout, ze v Taylorovych polynomech téchto funkci vystupuji pouze sudé
(parné), nebo liché (neparné) mocniny. Je to nahoda, ze se tedy asi ty funkce nazyvaji

\_sudé/liche? -

Reseny piiklad

Urcete Taylorav polynom tfetiho stupné funkce f(z) = va? + x — 1 se stiedem v 1.
flz) =vVa24+az—1; flzg)=vV12+1-1=1

2z 41 3

")=...= —————; "(x0) = =
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fla)=..= ————=; ['(z0)=—7
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f///($> = ... = - ; f///(xo) I
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Tedy pokud jsem tam nékde neudélal chybu pak vysledek je
B 3 5 o 45 3
Tg(x)—1+2(x 1) 8(95 1)+48(x 1)



VysSetireni pribéhu funkce jedné proménné

to jako detektivka dostanete n&jaky ,tajemny* vzorec a postupné sbirate stiipky skladacky (o kterych i
Casto doufate, Ze jsou spravné) a na konci z nich si musite poskladat celkovy obréazek a ,,usvédcit vraha®.
A jediné co se k tomu muze pouZit je derivovani, nulové body a par (ne nutné jen dvé) limit.

Tak se pustme do vypisu jednotlivych dilka, které je dobré odhalit:

e 1) Definiéni obor

2) Sudost/Lichost (Parnost/Neparnost) funkce

e 3) Monoténnost funkce

4) Uréeni lokalnich extrémi funkce

5) Konvexnost/Konkavnost funkce

6) Limity funkce
e 7) Asymptoty funkce
¢ (8) Namalovat obrazek)

Asi bude nejlepsi, neZ o tom jen mluvit, si to rovnou ukizat na feSeném piikladu.

ResSeny piiklad
Vysetiete prabéh funkce:

1) Defini¢ni obor

KTady asi nenf co fedit, todle uz vétsina z Vas nékdy délala co se nesmi: \
e délit 0 (ani v exponentech)
e pocitat suda (parnd) odmocnina ze zépornych ¢isel
e pocitat logaritmus z nekladného &isla (—oo, 0)

Ted né&kolik rad na co si dat pozor. Poznacit si ,,diry* v defini¢nim oboru, ,,dirou® myslim
izolované body kde funkce neni definovana, nejcastéji vzniklé délenim 0.

Dat si pozor na upravu funkce. Piiklad In (xg), vét§inu z Vas by napadlo tuto funkci upravit
Kna 2In (z) a méli by to spravng, ale co se stalo s defini¢nim oborem?

V nagem piipadé neni Zaddny problém: nedélime 0, poc¢itame lichou odmocninu a logaritmy to ani nevidélo.
Proto
Df=R

2) Sudost/Lichost funkce

ﬁv]asto velmi opomijend vlastnost, coz je velkd §koda, protoze kdyz to ,klapne® tak to uSetii \
spoustu prace.

Funkce f(x) je suda (licha), pokud pro Vx € Df plati f(—x) = f(x) (f(—x) = —f(x)).
Co to uleh¢i? No vyfesi to pulku préce!

Pokud byla funkce sudé, tak je symetrickd podél osy y, neboli ,,Co je vpravo musi byt
\i vlevo“. A pokud je licha tak je stiedové symetrickd podle pocatku. /




Pro nasi funkci plati

a to k nasi velké skodé nesplituje ani jedno, ani druhé :’-(

3) Monoténnost funkce

Jinak fe¢eno: ,,Kdy funkce roste a kdy klesa*. To se nejlépe uréi pomoci prvni derivace a nulovych bodi.

Co dodat? Snad jen to, Ze funkce roste kdyz f'(x) > 0 a klesa kdyz f'(z) < 0. Body kde
plati f’(x) = 0 nazveme stacionarnimi body, ale o nich az pozdé&ji.

322 +2x  x(3x+42)

3{/ 23 + 22)? 3\/ 23 + 22)?

prvni derivace jsou ty v ¢itateli (protoZe ve jmenovateli je vnit¥fek odmocniny na druhou).

Clen (o0, =2) | (=2,0) | (0, >0)
z _ _
3z + 2 - +
+ -

/! h

f'x) =

a hurd na nulové body, jediné ¢leny, které ovlivni znaménko

N[+

Co je dobré si v8imnout je, Ze nékteré funkce (jako ta nase) maji ,mensi“ defini¢ni obor
derivace nez puvodni funkce. Co se v té&ch bodech dé&je? No vétSinou tam funkce
,hekonetné rychle“ roste, nebo klesa (jeji te¢na v daném bodé nejde napsat ve tvaru

y = kx + ¢, ale jen ve tvaru = C, kde C je redlné konstanta). P¥ipadné tam je ,hrot*
(te¢na zprava by nebyla stejné jako te¢na zleva) nebo kombinace obojiho.

4) Urceni lokalnich extrémi funkce

KAsi vite co je ,extrém*, ale v matematice mame dva typy extrému, lokalni a globélni (taky \
by jste to mohli najit jako absolutni, ale to oznaceni se mi viibec nelibi). ProtoZe obrazek
da za 1000 slov ...

YA

: c T b %

Funkce f(z) je definovana pro Vz € (a, b). Cernymi teckami jsou oznaeny extrémy funkce.
Je ziejmé, ze v bodech a a d jsou lokalni minima (bod a je rovnéz globalnim minimem)

a v bodé c je lokdlni maximum. Globalni maximum funkce f nemé, protoZe neni ohranicen4
z hora (ke kazdému bodu najdete dalsi, ktery ma vyssi funkéni hodnotu). A ted kone¢né
k definici:

»Bod a definiéniho oboru funkce f nazveme lokdlnim maximem (minimem)
pokud existuje O(a) okoli bodu a pro které plati f(a) > (<) f(x), ¥x € O(a).*

No a globalni maximum ne nejvétsi lokdlni extrém a globalni minimum je nejmensi

lokalni maximum. Jak jste si uz asi v8imli, tak prvni derivace s definici extrému nema nic
spole¢ného (natoz druhd). Ale je dost uzite¢na: ,,Pokud do n&jakého bodu definiéniho
oboru funkce roste a za nim klesa, pak se v tomto bodé nachazi lokalni
kmaximum.“ Pro minimum to je naopak, v ostatnich pfipadech tam byvaji inflexni body,

ale o nich az pozdéji. /




Z monotonosti nasi funkce vime, Ze lokalni maximum je v bodé 7% a lokalni minimum je v bodé 0.
Nékdo by mohl vyzadovat funkéni hodnoty v téchto bodech, ale podle mé nejsou uplné nezbytné, proto je
necham ¢isté na Vas. (Robustni rada, spotitejte je vzdycky €asu to nezabere mnoho a mize to zachranit

body zdarma.)

5) Konvexnost/Konkavnost funkce

Gady budu stru¢ny, funkce je konvexni (funkce ,lezi nad te¢nou*) na intervalu spliujicim \
f”(z) > 0 a konkévni () na intervalu splitujicim f”(x) < 0 (funkce ,lezi pod tecnou®).
Inflexnim bodem nazveme bod spliaujici f”(z) = 0.

Konkavni oblast

Konvexni oblast

K Inf. bod /

/

2
2
f(x) = _ 42 = ... a hurd na nulové body, jediné

3¢/ (23 4 22)? 94/ (23 + 22) 9v/ (22 (z + 1))

¢leny, které ovlivni znaménko prvni derivace jsou (z + 1) a minus pied zlomkem

Clen (—o0, —1) | (=1, o0)
z+1 - +
+ -

6) Limity funkce

Necht jsem stru¢ny. Spocitate limity pro ,kraje* defini¢niho oboru a limity pro d¥ive zminéné
,diry“ v defini¢nim oboru (pro diry je mozné, Ze limita nebude existovat, tak spocitejte
i jednostranné limity jako v pifpadé 1).

Defini¢ni obor nagi funkce, nemé ,,diry“, tak sta¢i spocitat jen limity ke ,krajum*.

1
lim \3/333—|—a:2:[ —oo+oo = hm 1/1:3 1+ lim z{/l1+=-=—-c0
T——00 T 25 00 €

lim Va3 + 22 =00
Tr—r o0

7) Asymptoty funkce

KAsymptoty neboli ,te¢ny v nekone¢nu‘. Existuji tii druhy asymptot: \
e Asymptoty bez smérnice
e Asymptoty se smérnici (které dame délime na)

— Asymptoty s nulovou smérnici

— Asymptoty s nenulovou smérnici

Qed’ se zaméfime na to, kde mame kterou asymptotu hledat a jaké maji rovnice. j




ﬂsymptoty bez smérnice
Jsou v ,dirach“ defini¢niho oboru, kde Vam alespon jedna jednostranné limita vysla +oco.

r=a
Je rovnice asymptoty bez smérnice, kde a je ,dira‘ v def. oboru.

Asymptoty se smérnici
Jsou uz opravdu ,,tecny v nekoneénu“ a kazda funkce muze mit maximalné 2 asymptoty se
smérnici (v nékterych pfipadech ale splyvaji).

Y—oo = k_cow + q—oco
Je rovnice asymptoty pro —oo a analogicky pro oo

Ted obecny postup jak urcit existenci limity s nulovou smérnici.

Asymptoty s nulovou smérnici
Asymptota s nulovou smérnici existuje pokud Vam vyjdou kone¢né (ne nekone¢né) limity

hrf = C (kazda zvlast), kde C' je redlna konstanta. Pak piislu§nd asymptota ma rovnici
T—> o0

y:l:oo:O

Shrnuto, pokud Vam vyjde kone¢né limita funkce pro —oo nebo oo, pak na existuje odpo-
vidajici asymptota s nulovou smérnici. Napt e* mé asymptotu s nulovou smérnici y., = 0.

Asymptoty s nenulovou smérnici
KdyZz Vam vyjde limita v nekone¢nu (minus nekone¢nu), nekone¢na (+) pak méame
opravnéné podezieni na existenci asymptoty s nenulovou smérnici na odpovidajici strané.
Tak jak to ur¢it? No podle toho jak ndm vyjde smérnice :-)
. x
kioo = lim & = Cioo
r—Foo I
Pokud C' vyjde nenulové a zarovenn ne nekonecéno, pak tato asymptota existuje a potiebu-
jeme urcit uz jen jeji posun g
Qoo = lim_(f(z) = kioot)

r—Foo
KUf ... uz to mame za sebou. J

k piikladu ... protoze v defini¢nim oboru nemame ,diru®, tak miZeme s jistotou fict, Ze funkce nema
asymptotu bez smérnice a protoze nam limity v +o0o nekonecéné, tak nemé ani asymptoty s nulovou
smérnici. Nezbyva nam nez urcit zkusit vypocitat smérnice

V23 ¥ 22 i1+
kioww= lim ———= lim ——— =1
T——00 x T——00 €T

8=

pro oo to vyjde uplné stejné. Ted kdyz vime, Ze smérnice je 1 (neni 0 ani nekonetnd) tak asymptoty
existuji. Nezbyva nez urcit posuny gq.

3 1
et (655 1) = (o (1)) = T
rz—+o0 r—+oo €T z—+oo r—1

1 1\~ 3 —2
_ooz(tg) P () 1
o lgrinoc 7‘%72 - §

tak asymptotu méme a je jen jedna

Zpét
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