
1 Úvod

Velmi záhy zjistíte, ºe to je vlastn¥ úpln¥ stejný jako funkce jedné prom¥nné. Pro zapojení prostorové
p°edstavivosti, do te¤ jste se na v²echny funkce koukali jak Egyp´ani z pro�lu, te¤ je za£nete sledovat
v perspektiv¥.
Funkce dvou prom¥nných uº nede�nuje �£áru� , ale plochu. Jak si to p°edstavit no nejlépe jako zprohý-
baný kus plechu na který se koukáte z hora vyberete si bod o sou°adnicích [x, y] a �plech� (na²e funkce)
Vám °ekne jak jste vysoko.

De�ni£ní obor'
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Pro de�ni£ní obor funkce dvou (a více) prom¥nných neplatí nic nového. Po°ád se nesmí:

� d¥lit nulou

� po£ítat sudé odmocniny ze záporných £ísel

� po£ítat logaritmy z nekladných £ísel

Hlavní rozdíl je ale v tom, ºe kaºdá vý²e uvedená nerovnost je de�nována n¥jakou k°ivkou,
která d¥lí rovinu xy na dv¥ £ásti. Jednu, která vý²e uvedené podmínky spl¬uje a druhou,
která nikoli. Pr·nikem v²ech oblastí, které spl¬ují podmínky dostanete de�ni£ní obor funkce.
A to uº je nejlep²í namalovat.

�e²ený p°íklad 1

f(x, y) = ln (x+ y − 3)
podmínka: x+ y − 3 > 0 ⇒ y > 3− x

�e²ený p°íklad 2

f(x, y) =
3x+ y

log3(y + x2 − 5)
podmínka 1: y + x2 − 5 > 0 ⇒ y > 5− x2

podmínka 2: log3(y + x2 − 5) ̸= 0 ⇒ y + x2 − 5 ̸= 1 ⇒ y ̸= 6− x2
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�e²ený p°íklad 3

f(x, y) =
√

(x+ y2 − 4) (x− y2)
podmínka:

(
x+ y2 − 4

) (
x− y2

)
≥ 0 ⇒

((
x+ y2 − 4 ≥ 0

)
∧
(
x− y2 ≥ 0

))
∨
((
x+ y2 − 4 ≤ 0

)
∧
(
x− y2 ≤ 0

))

2 Parciální derivace'
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Te¤ musíme zavést nové zna£ení (protoºe uº si úpln¥ nevysta£íme s £árkou)

∂f

∂x
= f ′

x

je parciální derivace funkce f podle prom¥nné x. Obdobn¥ to bude u derivace pode y,

∂f

∂y
= f ′

y

U druhých derivací to bude velmi podobné

∂2f

∂x2
= f ′′

xx

∂2f

∂y2
= f ′′

yy

∂2f

∂xy
= f ′′

xy

∂2f

∂yx
= f ′′

yx

ale nebojte nemusíte to u t¥ch smí²ených derivací (f ′′
xy a f ′′

yx po£ítat oboje, tydle derivace
vºdycky vyjdu stejn¥ :-)

Co

se samotných výpo£t· tý£e, tak je to úpln¥ stejné jako u funkce jedné prom¥nné, jen kdyº derivujete
podle x tak y povaºujete za konstantu a naopak.

�e²ený p°íklad 1

f(x, y) = sin(xy)

∂f

∂x
= cos(xy)y

∂f

∂y
= cos(xy)x

∂2f

∂x2
= − sin(xy)y2

∂2f

∂y2
= − sin(xy)x2

∂2f

∂xy
= − sin(xy)xy + cos(xy)

∂2f

∂yx
= − sin(xy)xy + cos(xy)
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�e²ený p°íklad 2

f(x, y) = ln(x3y + xy2 + 2x+ y2)

∂f

∂x
=

3x2y + y2 + 2

x3y + xy2 + 2x+ y2
∂f

∂y
=

x3 + 2xy + 2y

x3y + xy2 + 2x+ y2

∂2f

∂x2
=

6xy
(
x3y + xy2 + 2x+ y2

)
−
(
3x2y + y2 + 2

)2
(x3y + xy2 + 2x+ y2)
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∂2f

∂y2
=

(2x+ 2)
(
x3y + xy2 + 2x+ y2

)
−

(
x3 + 2xy + 2y

)2
(x3y + xy2 + 2x+ y2)

2

∂2f

∂xy
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
=

(
3x2 + 2y

) (
x3y + xy2 + 2x+ y2

)
−
(
3x2y + y2 + 2

) (
x3 + 2xy + 2y

)
(x3y + xy2 + 2x+ y2)
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∂2f

∂yx
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

(
3x2 + 2y

) (
x3y + xy2 + 2x+ y2

)
−
(
x3 + 2xy + 2y

) (
3x2y + y2 + 2

)
(x3y + xy2 + 2x+ y2)
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To by asi jako ukázka mohlo sta£it :-) (ty smý£ený derivace jsem psal ob¥ jen aby jste uv¥°ili, jedna v¥c
je °íct, ºe to je stejný, n¥co jinýho to je i ukázat, ºe to tak OPRAVDU je).

3 Volný extrém funkce dvou prom¥nných'
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I tady platí de�nice obdobná jako u funkce jedné prom¥nné (de�nice p°es okolí bodu), ale
tady si, na rozdíl od funkce jedné prom¥nné nevysta£íme jen s prvními derivacemi.
Jak najdu podez°elé body z lokálního extrému?

Te¤ za£ne sranda ... Podobn¥ jako u lokálního extrému funkce jedné prom¥nné platí, ºe
jistým ukazatelem jsou první derivace. Neboli stacionární bod A spl¬uje podmínky

f ′
x(A) = 0 a f ′

y(A) = 0

Postup je, spo£ítám první parciální derivace a °e²ím jimi danou, vý²e uvedenou,

soustavu dvou rovnic.

Ale jak rozhodnu o tom, jestli v podez°elém bod¥ A je extrém a p°ípadn¥ jeho typ?

Zde p°ijde do hry takzvané Sylvestrovo rozhodující pravidlo.

V bod¥ A funkce dvou prom¥nných f , spl¬ujícím f ′
x(A) = 0 a f ′

y(A) = 0 je
lokální minimum pokud platí:

f ′′
xx(A) > 0 a f ′′

xx(A)f ′′
yy(A)−

(
f ′′
xy(A)

)2
> 0

V bod¥ A funkce dvou prom¥nných f , spl¬ujícím f ′
x(A) = 0 a f ′

y(A) = 0 je
lokální maximum pokud platí:

f ′′
xx(A) < 0 a f ′′

xx(A)f ′′
yy(A)−

(
f ′′
xy(A)

)2
> 0

*Zade�noval bych Vám to p°ed determinant, ale zatím nevíte co to je :-( (moºná to z M0
znáte, jen nevíte, ºe to je determinant :-D )
V ostatních p°ípadech se nejedná o extrém (doporu£uju si na wiki najít obrázek hyperbo-
lického paraboloidu).
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