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Posloupnost a jak ji zadat

Definice

Posloupnost je predpis a, ktery kazdému prvku n mnoziny N prifadi
praveé jedno ¢éislo a, z R. Hodnotu a, nazyvame n-ty clen posloupnosti
a celou posloupnost pak zapisujeme {ay},-; nebo zkracené {a,}.

Posloupnost obvykle zadavame
vzorcem pro n-ty Clen;
rekurentné;

(vy¢tem Clent).

Je mozné mit i kone¢nou posloupnost, pokud v predchozi definici
uvazime misto mnoziny N jeji podmnozinu D, kterd obsahuje vSechna
prirozena ¢isla mensi nebo rovno néjaké pevné dané éislo.
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Zakladni vlastnosti posloupnosti

Posloupnost {a,} se nazyva
rostouct, jestlize a, < an4+1 pro kazdé n € N;
klesagici, jestlize a, > an11 pro kazdé n € N;
nerostouct, jestlize a, > an+1 pro kazdé n € N;
neklesajici, jestlize a, < apqq pro kazdé n € N;
shora ohranicend, jestlize existuje U € R takové, ze a, < U pro
kazdé n € N;
zdola ohranicend, jestlize existuje L € R takové, Ze a,, > U pro
kazdé n € N;

ohranicend, jestlize je ohranic¢end shora i zdola.
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Aritmetickd posloupnost

Definice

Posloupnost {a,},. | se nazyva aritmetickd, jestlize 3d € R takové, Ze
Vn € N plati

Ant1 = Gy + d.

Cislo d se nazyva diference.

Pro n-ty ¢len plati
an = a1+ (n—1)d.
Pro libovolnéa r, s € N plati

as = a, + (s —r)d.

Zmaci-li s, souCet prvnich n ¢lent posloupnosti, potom

n
Sp = §(a1 + ay).
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Vzorecek neni zadné kouzlo (mozna trochu)

Sp=a1+az2+- -+ ag1+-Fap_1+an

Sn:an+an—1+"'+an7k+"'+a/2+a1

Chytfe seCteme a seskupime

25, = (a1 +an) + (a2 + an—1) + -+ (@g1 + ap_g) + - - + (an + a1)
a jesté chytreji vyjadiime
axy1 = a1+kd, ap— = a1+(n—k—1)d = a1+ (n—1)d—kd = a,—kd.

A pak uz je jasné, ze

n
Sp = 5(@1 +ap)
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Priklad
al = 12, a3z = 16, d :?, aio :?, S10 =

Reseni. d = 2, aig = 30, s19 = 210.
Priklad
Zakaznik si koupil zbozi za 24 000 K¢ a zavazal se jej splatit ve 12 mé-

si¢nich splatkach po 2000 K¢ plus 1,5 % z nesplacené ¢astky. Jaka je
napi'. desaté splatka a kolik zaplati celkem?

Resend.
Prvni splatka: 2000 + 0,015 - 24000 = 2360 K¢
Druha splatka: 2000 + 0,015 - 22000 = 2 330 K¢
Treti splatka: 2000 4 0,015 - 20 000 = 2 300 K&
d = —30K¢. Tedy desata splatka

a10 = a1 + (10 — 1)d = 2360 + 9(—30) = 2090 K&

12
s12 = - (2360 +2030) = 26 340 K&.
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Geometrickd posloupnost
Definice

Posloupnost {a,},-, se nazyva geometrickd, jestlize 3¢ € R takové, ze
Vn € N plati

an+1 = Qn " 4.

Cislo ¢ se nazyva kvocient.

Pro n-ty ¢len plati

Pro libovolné r, s € N plati

Zmagi-li s, soucet prvnich n ¢lent posloupnosti, potom

q#1,

1—qg"
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Jesté jedno odvozeni

$n=a1+aiq+ - +aq"?
qsn =a1q+ a1q® + - + a1q"

Odec¢tenim dostaneme
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Present value

Priklad

Jak velké mnozstvi penéz je nutné investovat, abychom za ¢tyfi roky

ziskali 12 000 K¢, je-li ro¢ni trokova mira 10 %?

Resend. Je-li
P, = Py(1+1)",

pak
P,
Ph=——.
AN
Pro nase konkrétni hodnoty dostavame
12000
= — = = 8196,16 K¢.
P a0t e
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Priklad
Je vyhodné investice 75000 K¢, pokud piistich 5 let ziskdime kazdy rok
20000 K¢ a ro¢ni tirokova mira je 12 %?

Regen.
PV 20000 K& za prvni rok je 21990 — 178571 K¢

PV 20000 K¢ za dva roky je (21010;)% = 15943,9K¢

PV 20000 K¢ za t¥i roky je g5 = 14235,6 K¢

PV 20000 K¢ za ctyfi roky je Figyr = 127104 K¢

PV 20000 K¢ za pét let je % = 113485 K¢

Soucasna hodnota projektu je tedy

17857,1 +15943,9 + 14235,6 + 12710,4 + 11 348,5 = 72095,5 K¢
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Zobecnéni

Pvzji (1fz’)2+"'+(1fz’)n:
- ()] R[-w]
B 1- & o l4i-1
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Prazvlastni ¢islo
UvaZme, Ze méame Castku Py a ro¢ni trokovou miru ¢ € (0, 1].

Po jednom roce dostaneme
Py =Py+iPy = Py(1+1),
po dvou letech dostaneme
Py =P +iP, = Pi(1+i) = Py(1+i)(1+1i) = Py(1+14)?,
a podobné po n letech
P,=Py(1+0)".

Co se stane, kdyz dostaneme ¢tvrtinu troku kazdého ¢tvrt roku?

. N\ 4 .\ 4n
1 1 1
P%:P()(l—kz),,Pl:P(](l—l—Z) ’,Pn:PO(1+Z>
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Prazvlastni ¢islo

Pro jednoduchost uvazme, 7ze i = 1 a n = 1. Co se stane, kdyZ budeme

urocit kazdy meésic, tyden, hodinu, minutu...?

m (1 + %)m castka
1 1+ 2P,
4 (1+H? 2,44141P,
12 1+ 2,61304R
365 (1+55)°"  2,71457Ry
8760 (14 gkg)™"  2,71813P,
525600 (1 + k)% 271828

1 —
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Limita posloupnosti

Definice

Necht je dana posloupnost {a,} a ¢islo A € R. f{ekneme, 7e posloup-
nost {a,} md limitu A, jestlize se k ¢islu A mtizeme s ¢leny posloup-
nosti priblizit libovolné blizko tim, Ze vezmeme hodnoty n dostateéné
velké.

Pokud ma posloupnost {a,} limitu, fikdme, Ze konverguje, a zna¢ime
lim a, = A, pfipadné a,, — A pro n — oco.
n—oo
Rekneme, Ze posloupnost {a,} mé limitu 400, jestlize ¢leny posloup-
nosti mizeme udélat libovolné velké tim, Ze vezmeme dostatecné velké
n. Zna¢ime lim a, = 4+o0o. Podobné definujeme lim a, = —oc.

n—o0 n—oo

Pokud ma posloupnost {a,} limitu 400 nebo —oo, fikdme, Ze posloup-
nost divergugje.

Jestlize posloupnost nekonverguje ani nediverguje, fekneme, Ze osciluje.
v
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Co je to vlastné to nekonecno?

Definice

Mnozinu R* = R U {400, —oc}, ktera je usporadana tak, ze pro libo-

volné x € R plati —oco < x < +o00, nazyvame rozsifenou mnozinou
realnych ¢&isel.

Je-lliceR,0< k<400, —0 < z < 0 zavadime

: ¢+ (£o0) = (£00) 4+ ¢ = L0,
+00 + (+00) = 400, —00 + (—00) = —00
2.
k- (+o0) = £o0, z+ (f£o0) = Foo
400 - (+00) =400, —00-(—00) =+00, +00-(—00)=—00
3. c
—=0
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Priklad

Pokud utratime penize za zbozi a sluzby, tak ti, ktefi je obdrzi, ¢ast z
nich opét utrati. Ti, ktefi obdrzi dvakrit utracené penize, z nich ¢ast
opét utrati atd.

Uvazme, Ze vlada zahaji tento proces tim, ze utrati ¢astku D K¢.
Kazdy piijemce pak utrati 100c % a uspoii 100s %, pricemz ¢ + s = 1.

a) Jak velké jsou celkové vydaje S,, po n krocich?
b) Jaky je vyznam lim S,?
n—o0

Resent. a)

1_ n

Su=D+cD+c(eD)+---+c"'D = D= ¢

1-c
) & D D
thn—hmD —C - = —
n—00 1—c¢ 1—c¢ s

Je-li napt. ¢ = 0,8, pak 1i_>rn Sn =5D.
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Zapis pomoci sumy

100
1+2+3+4+---+100:Zn

PV =
1—|—i+(1+i)2+ +(1+z’)"

R R R “. R
>

n—1
Sp=D+cD+c(eD)+--+"'D=> ¢'D

Pravidla
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Nekonecné rada

Definice

Necht {a,}22, je posloupnost realnych ¢isel. Symbol
o0
Zan nebo al+ag+as+---+ap+---
n=1

nazyvame nekonecnou ¢iselnou fadou. Posloupnost {s,}°° ;, kde
s$1=ai, Szy=a1+az, ... Sy,=ai+ax+---+ap, ...,

nazyvame posloupnost c¢astecnijch soucti této rady.
. . . P . . ~ v ~ (0.]
Existuje-li vlastni limita lim s, = s, fekneme, ze fada ) -, an kon-

n—0o0
verguje a mé soucet s. Neexistuje-li vlastni limita lim s,, Fekneme, Ze
n—oo

fada Y 7 | a, diverguje.
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Véta (Nutna podminka konvergence)

Necht Y~ | an konverguje. Pak lim a, = 0.
n

i
00

Priklad
(oo}
1 7 .1
2 p=%  Jm=0
n=1
o0
1 1
Z — diverguje lim — =0
n n—oo N
n=1
o0
Z n diverguje lim n = oo

3
Il
-
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Geometricka fada
(ee)
> gt =1
n=1

Reseni. Necht ¢ =1, lim s, = lim na; = +00. Necht ¢ = —1, pak
n—oo n—oo

fada je a1 + (—ay) + -+ a plati

0 prosudén
Sp = i
a1 pro lichén

tedy lim s, neexistuje. Pro |¢| # 1
n—oo
1—q"
1—q
Prog > 1 je 7}1_)11{)10 Sp = 00, pro ¢ < —1 tato limita neexistuje a pro

lgl <1

Sp = a1

ai

lim s, =

n—00 1—q'
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