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Derivace a jeji interpretace




Definice derivace - mezni ,cokoliv® (marginal , whatever®)

TC = f(Q), kdeQ zna¢i mnozstvi

_ATC  TCy—TC

MO=%0 = a-a
drc

Priklad

Necht funkce C'(z) popisuje naklady na snizeni emisi COg v atmosféte
o x procent v miliardach dolart. Jaky je vyznam C’(z) a jaky je vy-
znam ¢isla C’(20) = 507
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Priklad

Jsou-li celkové uspory v zemi dany funkei S(Y'), kde Y je narodni pro-
dukt, potom S’(Y’) je tzv. mezni sklon ke spofeni (marginal propensity
to save, MPS). Jaky je jeho vyznam? Je-li

S(Y)=S8+sY,

jaky je S'(Y)?

Elasticita
Ma-li f derivaci a f # 0, potom elasticita f vzhledem k x je

El, f(z) = % ().
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Keynesiansky multiplikator

Jednoduchy makroekonomicky model bez vefejnych vydaji a zahranic-
nitho obchodu je dan vztahy

Y=C+1
C =a+0bY, a,beR

kde Y je narodni diichod, C' spotieba a I investice. Jak musime zvysit
investice, abychom dostali pfedem dané zvySeni narodniho dtchodu?

Re§em’:
Y—atbV +1  — Y:(1L+£.
v 1odr
dt  1-bdt

Uvazujme napiiklad, ze a = 0, b = 0,75 a I = 250. Jak musime zvysit
investice, aby se narodni diichod zvysil o 2007

1 dI ar
1-o075d  dt
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200 =

50.




...rate of increase of inflation is
decreasing.

Nixon, 1972
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Derivace a extrémy funkce




Definice
Rekneme, ze funkce f mé v bodé zo:
a) lokdlni mazimum, existuje-li okoli O(x¢) tak, ze pro kazdé = €
O(xo) je f(x) < f(xo),
b) lokdlni minimum, existuje-li okoli O(z) tak, ze pro kazdé x €
O(zo) je f(x) = f(xo),
¢) ostré lokdlni maximum, jestlize existuje okoli O(zg) tak, Ze pro
kazdé x € O(xo) \ {zo} je f(z) < f(xo),
d) ostré lokdlni minimum, jestlize existuje okoli O(xy) tak, Ze pro
kazdé x € O(xg) ~ {zo} je f(x) > f(xo).

Véta (Fermatova)

Necht md funkce f v bodé xq lokdlni extrém a necht existuje derivace
f'(xo). Pak f'(z0) = 0.

Bod x¢ s vlastnosti f/'(zg) = 0 se nazyva staciondrni bod funkee.
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Véta
Meéni-li derivace funkce pFi pfechodu pres staciondrni bod znaménko,
pak v ném funkce md lokdlni extrém.

Definice

Druhou derivaci funkce f rozumime funkei f” = (f’)" a pro libovolné
n > 2 definujeme n-tou derivaci (derivaci n-tého 7ddu) funkce f vzta-
hem f(n) =] (f(n_]-))’.

Véta
Necht f'(xg) = 0, tj. x¢ je staciondrni bod.

a) Je-li f"(xg) > 0, pak md funkce f v bodé xy ostré lokdlni mini-
mum.

b) Je-li f"(xo) <0, pak md [ v bodé xg ostré lokdlni maximum.
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Priklad

Uréete lokélni extrémy funkce

y:x4—4x3+4x2

Reseni:
y' =42 — 1222 + 8z
Y =0 4dx(x—1)(x—-2)=0.

interval | (—o0,0) | (0,1) | (1,2) | (2,400)
f! - + - +
f N\ / p /

Lokalni maximum v bodé [1, 1] a lokalni minima v bodech [0, 0] a [2,2].
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Definice
Bud funkce f definovana na mnoziné M. Jestlize zg € M a plati

f(z) < f(zo)

pro vSechna x € M, fikdme, Ze funkce f mé& na M absolutni maximum
v bodé xy. Podobné definujeme absolutni minimum.

Postup pro nalezeni absolutnich extrému:

1. Najdeme v daném intervalu stacionarni body a body, v nichz
neexistuje prvni{ derivace.

2. Vypoc¢teme funkéni hodnoty v téchto bodech.

3. Vypocteme funkéni hodnoty v krajnich bodech intervalu (pokud
patii do D(f)).

4. Ze vsech takto ziskanych funkénich hodnot vybereme nejvétsi a
nejmensi. To bude absolutni maximum a minimum.
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Priklad

Najdéte absolutni extrémy funkce:

f(z) =z — 22, z € 10,1]

1
5

Regent: f'(z) =1—2z, f'(z) =0 <= =z
f0)=0, f(1) =0, f(3) =5

Funkce méa jedno absolutni maximum [%, %] a dvé absolutni minima
[0,0] a [1,0].

Priklad

Farma muze prodat 20 beden trody tydné pfi cené 400 Ké. Majitel
odhaduje, Ze pii sniZeni ceny o 10 K¢ prodé o dvé bedny vice. Vyrobni
néklady jsou 200 K¢ na jednu bednu. Jaka je optimélni cena bedny
irody pro maximalizaci zisku a jak velky tento zisk bude?
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Optimalni zdanéni

Zvétseni zdanéni zbozi zvysi jeho cenu. To mé za nasledek sniZeni
poptavky (celkovy efekt zmény bude zaviset na elasticité poptavky).
Toho, kdo dané vybira, ovSsem nejvice zajima, kolik dani vybere. Otéz-
kou tedy je, zda-li sniZeni poptavky nepfevazi zvyseni dani, tj. snizi se
celkovy danovy vynos. Uvazujme, Ze poptévka se fidi vztahem

pd = a+ bq

a nabidka vztahem
ps = ¢ +dg,

kde pg a ps jsou jednotkové ceny v korunéch, ¢ zna¢i mnozstvi a a, c,
d>0 a b<0. Jak bude vypadat optiméalni dan?

Petr Liska (Masarykova univerzita) Jak popsat zménu 9.10.2024 13 /21



Reseni: Oznacime-li ¢ daii uvalenou na jeden kus zbozi, pak nabidka se
bude fidit vztahem

ps=c+dg+t.

P1i rovnovaze na trhu plati:

pa=ps =— cH+dg+t=a+bqg

a—c—1

d—>b
Celkovy danovy vynos y je uréen mnozstvim prodaného zbozi a dang, tj.
a—c—t

=qt = ———t.

, a—c—2t

d—b

y:

Petr Liska (Masarykova univerzita) Jak popsat zménu 9.10.2024 14 / 21



Jak derivace ovliviiuje tvar grafu?




Konvexni a konkavni funkce

Definice

Lezi-li graf funkce f nad kazdou svoji te¢nou v libovolném bodé inter-
valu I, tj. plati-li

f(@) > f(xo) + f'(wo)(x —20) pro =z, x0 €1,

fekneme, ze funkce je konvexni na intervalu I.

Lezi-li graf funkce f pod kazdou svoji te¢nou v libovolném bodé inter-
valu I, tj. plati-li

f(x) < f(zo) + f(xo)(x —x9) pro m, xg €I,

fekneme, ze funkce je konkdvni na intervalu I.
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yA y A

sy
8y

konvexni =nad te¢nou konkavni = pod tecnou

Véta

Necht I je otevieny interval a f md druhou derivaci na I.
a) Je-li f"(xz) >0 pro kazdé x € 1, pak je f konvezni na I.
b) Je-li f"(x) <0 pro kazdé x € I, pak je f konkdvni na I.
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Definice

Rekneme, 7e xg je inflexnim bodem funkce f, jestlize je f v xg spo-
jita, a jestlize je vlevo od bodu xg konkévni a vpravo od tohoto bodu
je konvexni, nebo naopak.
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Véta
a) Necht xq je inflexni bod a necht existuje f"(xo). Pak f"(xz¢) = 0.
b) Necht f"(xo) = 0, v levém okoli bodu xq plati f"(z) < 0 a v pra-
vém okoli bodu xg plati f"(x) > 0, nebo naopak. Pak md funkce f
v bodé xq inflexni bod.

Priklad
Urcete intervaly, ve kterych je funkce
A

konvexni/konkavni, pfipadné urcete jeji inflexni body.
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Uzitecny nastroj - L’Hospitalovo
pravidlo
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Véta
Bud zg € RU{—00,00}. Necht je splnéna jedna z podminek
Y IS o)l

i) Jim /(@) = lim |9(@)] = +oc.

Ezistuge-li (vlastni nebo nevlastni) lim ! ,/(x) , pak existuje také
z—xzg 9 (z)
o f(=) .
mll}ngo 9z) @ plati

f(x)

: . fl(®)
lim —% = lim .
a0 g(z) oo g'(x)

Vyuzitim raznych trika se na tyto dva pfipady daji prevést i ostatni
tzv. neurcité vyrazy

00 — 00, 0 - oo, 0°, 00, 1°°.
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