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Wind-chill index

Typickym piikladem funkce vice proménnych, se kterou se setkal
kazdy, je vztah mezi vnimanou a namérenou teplotou, ktery je dale
ovlivnén rychlosti vétru (v pfipadé funkce dvou proménnych) nebo i
vlhkosti (funkce t¥i proménnych).

T/v| 5 |10 | 15| 20| 25 | 30 | 40 | 50 | 60 | 70 | 80
5 4 3 2 1 1 0 -1 -1 -2 | -2 | -3
0 21 -3|-4|-5|-6]|-6]|-7T|-8]-9]-9]-10
-5 -7 -9 |-11|-12 |-12 | -13 | -14 | -15 | -16 | -16 | -17

-10 | -13 | -15 | -17 | -18 | -19 | -20 | -21 | -22 | -23 | -23 | -24

-15 | -19 | -21 | -23 | -24 | -25 | -26 | -27 | -29 | -30 | -30 | -31

-20 | -24 | -27|-29|-30 |-32|-33|-34|-35|-36 | -37 | -38

-25 | -30 | -33 | -35 | -37 | -38 | -39 | -41 | -42 | -43 | -44 | -45

-30 | -36 | -39 | -41 | -43 | -44 | -46 | -48 | -49 | -50 | -51 | -52

W = 13,12 + 0,6215T — 11,370%'6 4 0,3965T0v%16
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Definice funkce dvou a vice proménnych

Definice

Necht D C R%, D # (). Pedpis f, ktery kazdému bodu roviny [z, y] €
D pfifazuje pravé jedno z € R, nazyvame funkci dvou proménngch.
Tuto funkci oznacujeme

z = f(xvy)

Mnozina D se nazyva defini¢ni obor funkce f.

Definice

Necht M C R", n € N, M # (). Pfedpis f, ktery kazdému bodu mno-
Ziny M piifazuje pravé jedno z € R se nazyva (redlnd) funkce n (redl-
ngch) proménnygch. Mnozina M se nazyva definicni obor funkce f.
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Graf funkce

Definice

Necht M C R?, f: M — R. Pak

G(f) = {lz, y, 2); [z,y] € R% 2z = f(z,y)}

se nazyva graf funkce f.

Definice

Necht M C R?, f: M — R, ¢ € R. Mnozinu

fe=A{lz,yl € M: f(z,y) = c}

nazyvame vrstevnice funkce f na drovni c.
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f(xa y) = sin(xy) f(xa y) = %

Cobb-Douglasova produkéni funkce
Pouziva se k modelovani vystupt firmy nebo stéatu. Je to napiiklad
funkce tvaru

P(L,K) = aL“KP”, a>0, 0O<a<l, 0<p<l,
kde P znaé&i celkovou produkei, L préci (obvykle méfenou v hodinéch)
a K investovany kapital.

v
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Limita a spojitost

Pojem limity funkce dvou proménnych je opét zaloZen na pojmu okoli
bodu. Zéasadni rozdil je v tom, jak vypada okoli bodu na pfimce (ose x)
a okoli bodu ve vyssi dimenzi. Okolim bodu [z, yo] leZiciho v roviné (tj.
v dvojrozmérném prostoru) je mnozina viech bodi [z, y], které maji od
tohoto bodu wvzddlenost mensi nez néjaké ¢islo a. Vzdélenost neboli
metriku muzeme definovat riznymi zpusoby. Podle vybéru metriky
dostaneme tvar okoli. Napitiklad v euklidovské metrice je okoli bodu

A = [z, yo] vnitiek kruhu se stfedem [zg, yp] a polomérem a, tj.

(z — 20)* + (y — y0)* < a*.

Ryzim okolim bodu je pak okoli tohoto bodu bez bodu samotného.
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Definice

Rekneme, ze funkce f:R? - Rmavbodé A € R? limitu L, L € R,
jestlize ke kazdému okoli O(L) bodu L existuje ryzi okoli O(A) bodu A
takové, ze pro kazdy bod x € O(A) N D(f) plati f(z) € O(L).

Definice

Necht bod [zg, yo] je takovy bod defini¢niho oboru D(f) funkce

f: R? — R, Ze jeho libovolné ryzi okoli obsahuje bod mnoziny D(f).
Rekneme, 7e funkce f je spojitd v bodé [xg, o], jestlize mé v tomto
bodé vlastni limitu a plati

lim  f(z,y) = f(zo0,v0)-

(@,9)=(0,30)

Rekneme, Ze funkce f je spojitéd na mnozing D C R2, je-li spojita
v kazdém bodé této mnoziny.

v
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Parcialni derivace

t1

z= f(z,y)
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Parcialni derivace

Definice

Necht f: R? — R a [zg, o] je bod. Existuje-li limita

lim f(@,90) = f(zo,y0) _ lim f(x+h,y0) — f(x0,%0)
T—xo T — To h—0 h

fekneme, ze funkce f ma v bodé [zg, yo] parcidlni derivaci podle x.
Tuto derivaci znacime

0 15)
Je(z0,90) = % = a—i(l‘o,yo) = fz(z0,90)

Analogicky definujeme a zna¢ime derivaci podle y.
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Protoze libovolné parcialni derivace funkce je definované jako
,obycejna* derivace funkce jedné proménné, plati pro pocitani
parcialnich derivaci obvykla pravidla pro derivovani. P¥i vypoctu
postupujeme tak, Ze v8echny proménné kromé té, podle které
derivujeme, povazujeme za konstanty.

Priklad
Vypoctete parcidlni derivace funkce dvou proménnych:
a) flo,y)=a'+y'—42®P  b)  flay) =72,

c)  flx,y) = =zye, d)  fz,y) =In(z® +¢?).
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Definice
Necht [zg,yo] € D(fz). Existuje-li parcialni derivace funkce f,(x,y)
podle proménné x v bodé [xg, yo], nazyvame tuto derivaci parcidlni
derivact funkce 2. Fddu podle = funkce f v bodé [z, yo] a znaime ji
82

Frz(0,90) nebo TE (0, o).
Existuje-li parcialni derivace funkce f(z,y) podle proménné y v bodé
[0, Yo], nazyvame tuto derivaci smisenou parcidlni deriwaci 2. Fddu

v v, .o , 2
funkce f v bodé [xg,yo] a znacime ji fry(o,y0) nebo také gx—ai/(xo,yo).

v

Véta (Schwarz, Clairaut)

Necht funkce f md v okoli bodu [xg,yo| parcidlni derivace fy, f, a smi-
Senou parcidlng derivaci fqy, kterd je v bodé [xo,yo| spojitd. Pak existuje
také smisend parcidlnt derivace fy,(xo,y0) a plati

fxy(ajOy yO) = fym($0a yO)-
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Priklad
Naleznéte a interpretujte Pg(200,120) a Pr(200,120) pro Cobb-

Douglasovu funkei
P(K,L) =20K%*L%6

Reseni:
Pg(K,L) =20-0,4K %6106
Dosazenim K = 200 a L = 120 dostaneme

Py (200,120) = 8-2007%6.120%6 ~ 59.
Toto ¢islo se nazyva margindlni produktivita kapitdlu.
Pp(K,L)=20-0,6K%L794,
Dosazenim K = 200 a L = 120 dostaneme
Pr(200,120) = 12-200%% - 1207%% ~ 14,7

Toto ¢islo se nazyva margindlni produktivita prdce.
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Soutéz a koluze
Predstavme si, Ze jsme producentem néjakého produktu, jehoZz nefixni
produkéni naklady jsou minimalni (napf. mineralni voda, mobilni data
atd.), a zarovenn mame monopol, tj. jsme jedinym producentem. Pro
konkrétnost uvazujme, Ze cena naseho produktu je
p=6—0,01zx, 0 <z <600,
kde z znac¢i mnozstvi prodaného produktu. Zisk je potom popsan funkci
R(z) = z(6 — 0,01z) = 6z — 0,01z2.
N&s maximaln{ zisk najdeme poloZzenim prvni derivace nule, t;j.
R'(z) =6—-0,020 =0 = x = 300.
Ze se jedna o maximum, bychom mohli ovéfit napt. pomoci druhé

derivace. Maximalni zisk tak bude R(300) = 900 K¢ pfi cené 3 K¢ za
jednotku.
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Co se stane, kdyz budeme mit dalsitho konkurenta, tj. pajde jiz o
duopol? Nova cenové funkce bude

p=6-—0,0lx — 0,01y,

kde x zna¢i mnoZstvi produktu, ktery prodame, a y zna¢i mnozstvi,
které proda nas konkurent. N&s zisk pak bude

Ri(z,y) = pr = 62 — 0,012 — 0,01zy
a zisk naseho konkurenta bude
Ry(x,y) = py = 6y — 0,01zy — 0,01y

Kazdy z néas se snazi maximalizovat sviij zisk, tj. polozime rovny nule
parcialni derivace

(R1)s = 6 — 0,022 — 0,01y =0

(Ry), = 6 — 0,01z — 0,02y = 0

Resenim této soustavy rovnic je x = 200, y = 200. Tedy my i nas
konkurent budeme prodéavat pii cené p(200,200) = 2 K¢ a zisk kazdého
bude R; = Ry = 400 K¢.
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Lokalni extrémy

Definice

Rekneme, 7e funkce f: R2 — R nabyva v bodé [zo, yo] lokdiniho
mazxima (minima), jestlize existuje okoli tohoto bodu takové, Ze pro
v8echny body z tohoto okoli plati f(x,y) < f(zo,v0), resp. f(x,y) >
f (@0, y0)-

Jsou-li nerovnosti v téchto vztazich pro [z, y] # [xo,yo] ostré, mluvime
o ostrych lokalnich maximech a minimech.

(Ostra) lokalni maxima a minima nazyvame souhrné (ostré) lokdlni
extrémy.

Definice

Necht f: R? — R. Rekneme, 7e bod [zq, 5] je staciondrni bod funkce
f, jestlize v bodé [xg, yo| existuji obé parcialni derivace prvniho fadu
funkce f a plati

fz(z0,90) = fy(z0,0) = 0.

v
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Véta (Fermat)

Necht funkce f: R? — R md v bodé [xq,yo] lokdini extrém. Pak vsechny
parcidlni derivace proniho Tddu funkce f, které v tomto bodé existuji,
jsou rouny nule.

Véta

Necht funkce f: R? — R md v bodé [xg,y0] a néjakém jeho okoli spojité
parcidlni derivace druhého Tdadu a necht [xg,yo] je jeji staciondrni bod.
JestliZe

D(20,90) = frz(20,%0) fyy (0, Y0) — [fey(20,30)]* > 0,

pak md funkce f v [xo,yo] ostry lokdlni extrém. Je-li fyo(xo,y0) > 0,
jde o minimum, je-li fzo(x0,y0) <0, jde o mazimum.
Jestlize D(xo,y0) < 0, pak v bodé [xo,yo| lokdlni extrém nenastdvd.
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Priklad

Urcete lokédlni extrémy funkce

flz,y) =22 +9? + 22y +4.

Reseni:
fz = 22 + 2zy, y:2y+:v2.
2¢(1+y)=0
2y + 2 =0

Odtud S; = [0,0], So = [v/2, 1], S5 = [-v/2, —1].

f$$:2+2y? fyy:2a fzy:2$-
D(z,y) =22+ 2y) — (2z)? = 4 + 4y — 422 .

D(0,0) =4, D(v/2,—1) = =8, D(—V/2,—1) = =8, fur = 2. Tedy
v bodé [0, 0] je lokdlni minimum.
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Metoda nejmensich ¢tvercta

Ozna¢me y; naméfené hodnoty v bodech g, k = 1,...,n a f hledanou funkci, nejcasté&ji
polynom. Standartnim kritériem nejlep$iho pfibliZeni hledané funkce a namérenych hodnot

je pozadavek, aby soucet

5= fj(f(xk) —yk)?

k=1

byl co nejmensi. Jedna se o soucet obsahu ¢tverci, jejich strana ma velikost rovnu rozdilu
naméfené hodnoty a hodnoty nalezené funkce v daném bodé. O takto ziskanych kfivkach

fikame, ze byly nalezeny metodou nejmensich ctvercd.

Ay Ay
f 5
0 a 0 s
Jak vypadé rovnice pfimky, ktera je prolozena danymi body touto metodou?

v
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Resend: Oznacme [z1, 1], [T2,y2], - -+, [Tn, yn] body v roving, kterymi
proklddame pifimku y = ax + b metodou nejmensich ¢tverci. Pak
hledame minimum funkce

n

S(a,b) =Y (azp +b—yp)>.
k=1

Lokalni extrém dané funkce muZe nastat jen ve stacionarnim bodé.
Spocteme parciilni derivace

Sl = 2Z(axk+b—yk):ck =2 (aZx%%—bek Z%%) ,
k=1 - — —

k=1 k=1 k=1

n n n n
S = 2Z(awk+b—yk) =2 (aka—FbZl — Zyk> :
k=1 k=1 k=1 k=1
Jelikoz Y ), 1 = n, dostaneme pro stacionarni body soustavu
a Zgﬂ af + 0w = Zgzl TkYk
aYlp—1 Tkt b =3k Uk
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Predchozim prikladem jsme tak odvodily nésledujici vétu.

Véta

Necht [x1,11], [T2,92], - -, [Tn,Yn] jsou body v roviné, které proklddame
primkou y = ax + b metodou nejmensich ctverci, tj. hleddme minimum
funkce S(a,b) = > p_;(azg + b — yg)*

Pak pro koeficienty a, b plati:

azg=1 mi + b ke Tk = Zgzl LYk
ay p_qTk+ bn = i1 Yk
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Absolutni extrémy

Definice

Necht je ddna mnozina M v rovingé, bod [xg, o] leZi v této mnozing
a funkce f(z,y) je definované na této mnozing. Rekneme, Ze funkce
f(z,y) nabyva v bodé [xg, yo] absolutni mazimum na mnoZiné M,
jestliZze pro vSechny body této mnoZiny plati nerovnost

f(z,y) < f(zo,y0)-

Podobné definujeme absolutni minimum funkce na mnoziné. Absolutni
maxima a minima souhrnné nazyvame absolutni extrémy.

Postup, jak hledame absolutni extrémy:

1. Najdeme stacionarni body funkce f(x,y) a vybereme ty, které jsou
uvnitf mnoziny M.

2. Vysetiime danou funkci na hranici, tj. rovnici kfivky, ktera tvori
¢ast hranice, dosadime do funkce f(x,y) a vySetfujeme absolutni
extrémy funkce jedné proménné.

3. Vypoditame funkéni hodnoty ve vSech nalezenych bodech a uréime

extrémy.
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