Primitivni funkce, neurc¢ity integrél
Od rychlosti k mnozstvi

Petr Liska

Masarykova univerzita

23.10.2024

Petr Liska (M rkova univerzita) | Primitivni funkce, neurcity integral



Primitivni funkce

Definice

Necht funkce f a F jsou definované na intervalu I. JestliZe plati
F'(x) = f(x) pro vechna z € I,
pak fikdme, ze funkce F' je primitiond funkci k funkci f na intervalu I.

Mnozinu v8ech primitivnich funkci k funkci f nazyvame neurcity inte-
grdl funkce f a oznacujeme
/ f(z)dz.

7 definice neurcitého integralu plyne, Ze

</ @) dx), ~ ), /F’(:v) dr = F(z)+c,

tj. operace derivovani a integrovani jsou navzajem komplementarni.
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Véta
Je-li funkce F' primitivnd k funkci f na intervalu I, pak kaZdd jind pri-
mitivnt funkce k funkci f md tvar F + ¢, kde ¢ € R.

Véta

Je-li funkce f spojitd na intervalu I, pak k ni na tomto intervalu exis-
tuje primitivni funkce.
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Pravidla a vzorce

Véta

Necht na intervalu I existuji neurcité integrdly [ f(z)dz a [g(z)dz a
necht o # 0. Pak na I existuje neurcity integrdl funkce f + g a neurcity
wntegrdl funkce af a plati

[ @+ s@) do= [ s@)az+ [ga)da 1)

/ i) = / F(@)da. @)

v
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(1)  [ldz==z+c¢,

(2) fw”dx—x+11+c n# —1,

3) [ldz=Inlz|+c,

(4)  [etdz=e"+eg,

(5)  Ja®dz=i{-+c, a>0, a#l,
(6)  [sinzdz = —cosz +¢,

(7)  [cosxzdx =sinz +c,

(8) fleﬂ dz = arctgz + ¢,

9) fmda: = larctg (=20) + ¢,
(10) f \/ai?dx = arcsin £ +c,

(11) fﬁdx:ln|x+M|+c,
(12) [ dz=tga+c,

(13) [ == dz = —cotgz +c,

(14) fj;(%) de =In|f(z)| +¢,

(15) [ f(z)dz=F(2) +c=> [ flaz +b)dx = 1F(ax +b) + ¢

Petr Liska (Masarykova univerzita) | Primitivni funkce, neurcity integral 23.10.2024 5/ 10



Priklad

Vypoctéte neurcité integraly

a) [ (32 42" +1) da, b) [ (3 + V) dz,

c) [ ﬁ dz, d) x23w—21 dz,

e) [(2z+1)5daz, f) [e*du,

g) f w2£’_4 dl‘) h) f \/41_7 d.’L’,

o 8m§4+2 dz, o m dz. |
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Spotieba prirodnich zdroji

Odhaduje se, Ze svétova spotieba stiibra (v tisici tunach) se fidi funkei
f(t) = 21,4e%%1 kde t znadi pocet let, které ubéhnou od soucasnosti.
Celkové zasoby stfibra se odhaduji na 400 000 tun. Odhadnéte, kdy
tyto zasoby stiibra dojdou.

Reseni: Celkovou spotiebu C(t) ziskime integraci funkce f

1
C(t) = / 21,4201t 4t = 21 4 / V0 gt = 21,4meo’01t+c = 2140e%M 4

Musime jesté urcit integracni konstantu c. Celkova spotieba za prvnich
nula let musi byt nula, tedy vime, ze C'(0) = 0.

0=C(0) =2140e° + ¢ = 2140 + ¢ = ¢ = —2140

Pro celkovou spotiebu tak dostaneme vztah

C(t) = 2140e%°1 — 2140 .
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Abychom predpovédéli, kdy rezervy ve vysi 400 tisic tun dojdou,
musime vyfesit nasledujici rovnici

2140e%0 — 2140 = 400.

Odtud
2140e%91 = 2540

2540
2001t _

- ~ 1.1
2140 187

Ine®0t = 1n1,187

0,01t = 0,171

t=1711let
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Véta (Metoda per partes)

Necht funkce u(x) a v(x) magi spojité derivace na intervalu I. Pak plati

/ (@) (z) dz = u(z)v(z) — / o (2)o(x) da.

Priklad
Vypoctéte
a) [ax?sinzdz, b) [zlnzdz.
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Véta (Substituéni metoda)

Necht funkce f md na intervalu J primitivnd funkci F', funkce t = @(x)
ma spojitou derivaci na intervalu I a p(x) € J prox € I. Pak md
sloZend funkce f(p(x))¢'(x) primitiond funkci na intervalu I a plati

[ 1e(@)e @) d = Flota)) +e

Podobné lze pouzit substituci opa¢nou, tj. z = ¢ (t). Tuto substituéni
metodu mizeme zapsat ve tvaru

s =] 0

Priklad
Vypoctéte neurcité integraly
a) [ 5ze” da, b) [ Lr‘f dx.
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