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Ponziho schéma

Predpokladejme, Ze mame na zac¢atku 10 investort, pricemz kazdy vlozi
do fondu 100000 K¢ a je mu slibena 20 % navratnost investice kazdy
mésic. Z vlozeného milionu tak vyplatime kazdému investorovi 20 000
K¢ a zbylych 800000 K¢ si nechdme. Ozna¢me y pocet investori, které
potfebujeme, abychom mohli investory nadale vyplacet a pfitom si po-
kazdé nechat ¢astku 800 000 K.

Reseni: Budeme-li ¢astky uvazovat v tisicich, pak mame
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prijem ar
vydej = 20y + 800.
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Logisticky rust
Predpokladejme, Ze rychlost ristu néjaké populace je primo tmérné
jejl velikosti. Je-li ¢t ¢as a P je pocet jedinci v populaci v ¢ase t, dosta-
neme pro rychlost rustu populace

dP

— = kP k> 0.

dt ’
Mnoho populaci se za¢ne rozristat exponenciélng, ale jakmile se pocet
jedincu priblizi nosné kapacité K prostiedi rist se zpomali, piipadné
velikost populace zacne klesat, pokud jeji velikost tuto hodnotu pre-
kro¢i. Pro tento model mame tedy nésledujici predpoklady:

dr
dt . . .
svoji velikosti,

~ kP pro mala P, tj. ze zacatku populace roste primo amérné

%—Itj < 0, jestlize P > K, tj. velikost populace se zmensuje, jestlize
pocet jedincu presahne kapacitu prostredi.

Resent:

dP P
w - (1-%)

dt
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Diferencialni rovnice

Definice

Necht G € R?, f: G — R, pak oby¢ejnou diferencidlni rovnici pruniho
Tddu nazveme rovnici ve tvaru:

y':f(gay)j (1)

kde y vystupuje jako zavisla proménné a f je funkce dvou proménnych.
Resenim této rovnice pak rozumime kazdou funkei ¢, ktera je diferen-
covatelna na néjakém otevieném intervalu I a pro kterou plati:

y = f(z,p(x)) prozel (2)

Necht je dan bod [zg, y0] € G. Pak tlohu najit feSeni diferencialni rov-
nice, pro kterou plati:

©(w0) = Yo, (3)

nazveme pocdtecni ulohou.

v
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Geometricky vyznam

y = fx.y),
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Rovnice se separovatelnymi proménnymi
Jde o rovnici tvaru

y = f(2)g(y),
kde f a g jsou spojité funkce.
Vyjadiime-li ¢/ = %, tak dostaneme

Y= F@al).

Nejprve si v&imnéme, Ze konstantni funkce urcené g(y) = 0 jsou feSenim
Za predpokladu g(y) # 0 separujeme proménné

a tuto rovnost integrujeme

/%:/f(w)da:
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Jednoduchy priklad

x?’y' = 2y, y(0) =1.

Resend. Odseparujeme proménné

A rovnici zintegrujeme

/ldyz/Qx_‘?’dx.
Y

Vypocteme integraly a vyjadiime y

1

1 —
ln|y|:—ﬁ+c:>y:Ke EX

Dosazenim pocateéni podminky dostaneme hodnotu K

1=K —= K =0.
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TTi jednoduché modely ristu

V mnoha p¥ipadech je rast veli¢iny p¥imo tmérny jeho soucasnému
mnozstvi:

y = ay, a>0.

Pro tplnost je nutné doplnit i po¢ateéni podminku (velikost pozorované
veli¢iny na zacatku)

y(0)=k, k>0

Rovnici miizeme vyfesit separaci proménnych

dy
d
/ J / dt
Iny=at+C
y = eat-l—C’ _ eateC Ceat

Dosazenim pocateéni podminky dostaneme

y0)=ce® =k = c=k
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Resenim podatecni tlohy tedy je funkce

y = ke,

YA
y = ke

~+ ¥
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Jestlize veli¢ina nemitze riist nad néjakou uréitou mez M, potom je

rozumné napiiklad uvazovat, Zze rychlost rastu je pfimo timérna tomu,

jak moc je dana veli¢ina daleko od svého limitu:

y' =a(M —y).

Opét doplnime pocatecéni podminku y(0) = k a rovnici vyfesime.

dy
@ _ _
g a(M —y)

dy
—7 = dt
M-y /a

In(M —y)=—at—-C
M — y = e—at—C’ — o™

=M — ce”
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Po dosazeni pocateéni podminky dostaneme

y0) =M —c®=M—c=k =— c=M—k

a pocatecni problém je tedy vyfeSen funkci

y=M — (M —k)e .

YA

~+Y
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Pro komplexnéjsi model bychom mohli uvazovat, ze rychlost ristu dané
veli¢iny je pfimo tmérna jeji soucasné velikosti a zaroven vzdalenosti od
od horniho limitu M.

Dostaneme tak diferencialni rovnici

y' = ay(M —y).
Jedna se opét o rovnici se separovanymi proménnymi (kterou je jiz
slozit&jsi vyfesit) a jejim feSenim je funkce

YA
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Velikost tispor

Zdrojem osobniho majetku jsou typicky dva zdroje. Plat a vynosy z in-
vestic. Z téchto prijmi muzeme rozlisit t¥i zakladni typy vydaji. Nutné
vydaje, zbytné vydaje a investice. Pro jednoduchost mizeme uvazo-
vat, ze po zaplaceni nutnych vydaji, utratime fixni ¢ast zbylych piijmu
za zbytné vydaje a zbylou ¢ast investujeme. Déle uvazujme, Zze inves-
tice generuji prijem s fixnim drokem a na za¢atku mame nulové Gspory.
Popiste matematicky tento model a naleznéte funkci, kterd popisuje
velikost tGspor v Case.

Vymeéna penéz

Za jak dlouhou vyméni 90 % bankovek v zemi, kde je v obéhu 109 do-
lartt v bankovkéach a kazdy den pies banku projde 5 - 107 dolari?

Je rozumné predpokladat, Ze rychlost vymény starych bankovek v
obéhu za nové je pfimo tmérné poctu bankovek, které jesté nebyly vy-
meéneny.
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