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Stehovani

Predpokladejme, Ze populace se stéhuje mezi dvéma regiony, napr. ven-
kovem a méstem, podle nasledujiciho schématu. Kazdy rok se 50% oby-
vatel venkova prestéhuje do mést a 25% obyvatel mést se prestéhuje na
venkov. Je-li naptiklad na za¢atku polovina obyvatel ve mésté a tento
vzor migrace bude pokracovat, jak bude vypadat stav po dvou letech?
A jak bude rozdéleni obyvatelstva vypadat z dlouhodobého hlediska?
Vyprazdni se venkov? Nebo se situace stabilizuje tak, ze ¢ast obyvatel
bude Zit ve mésté a ¢ast na venkove?
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Leslieho model populace

Uvazujme napiiklad populaci hmyzu rozdélenou na tii zivotni etapy:
mlad’ata, mladistvé a dospélé jedince, pfi¢emZ kazda Zivotni etapa trva
jeden rok. Pravdépodobnost preziti mladat je 50 % a nerozmnozuji se.
Mladistvi maji pravdépodobnost pieziti 25 % a kazdy z nich mé pri-
mérné ¢tyii mladata. Dospéli jedinci maji pravdépodobnost preziti 0 %
a kazdy z nich ma primérné t¥i mladata. Predpokladejme, Ze mame
100 samicek, pricemz 40 jsou mladata, 40 jsou mladistvi a 20 dospéli.
Jak se bude takova populace samicek vyvijet v ¢ase?
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Socialni sité
Kdo je nejvyznamnéjsi postavou v této siti vztaht?
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Leontiefuv model

Ekonomika regionu se sklada ze tii odvétvi: primysl, zemédélstvi a
sluzby. Kazdy sektor produkuje komodity a zdrojem jeho piijmi je
prodej téchto komodit, pficem# kazdy sektor potrebuje vstupni komo-
dity (od sebe i ostatnich sektort):

vystupy
Primysl Zemédélstvi Sluzby
Primysl 0,40 0,20 0,20
vstupy Zemédélstvi 0,20 0,40 0,20
Sluzby 0,20 0,10 0,40

Kromé toho existuje externi poptavka v hodnoté 30, 30 a 10 miliard na
prumysl, zemédélstvi a sluzby. Jak velkd musi byt produkce jednotli-
vych odvétvi?
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Vektory a pocitani s nimi

Vektor
Vektorem rozumime libovolnou usporadanou n-tici (1, x2, ..., Ty).
Zmagime

z= (1‘171‘2, ce ,wn).
Jednotlivym prvkum 1, xo, ..., x, fikime slozky vektoru, ¢islo n se
nazyva dimenze vektoru .
Dva vektory & = (z1,22,...,%n) @ ¥ = (Y1,Y2,--.,Yn) jSOu si rovny,

jestlize se rovnaji odpovidajici si slozky, tj.

T=1y <<= x1=yY1,T2=1Y2, ---, Tn = Yn.
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Vektorovy prostor R™

Mnozina vSech vektora & = (z1,z2,...,2y), kde x; € R spole¢né s
operacemi séitani vektoru

f—i_g: (xlaer"7mn)+(y17y27"'7yn) = (331 +y1ﬂx2+y27"'7mn+y’n)
a nasobenim vektoru ¢islem ¢ € R

¢ (x1,22,...,2y) = (c-T1,C-Ta,...,C" Tp)

se nazyva vektorovy prostor R".

Vektor 6 = (0,0,...,0) se nazyva nulovy vektor.
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Zéakladni algebraické vlastnosti

Necht u, ¥ a @ jsou libovolné vektory z R™ a ¢, d € R, pak
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Skalarni soucin

Necht #, i € R™. Potom skaldrni soucin Z - i je definovan jako

n
Ty = (21,72, -, Zn) (Y1, ¥2,- - -, Yn) = T1Y1+T2Yo+ - +TpYn = Zﬂﬂkyk
k=1

(1,2,-2) - (2,3,-1) =1-242-34(=2) - (=1) =10
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Skalarni soucin

Necht Z, i € R™. Potom skaldrni soucin & - i je definovan jako

n
B = (21,72, Tn) (Y1, Y2, -, Un) = T1Y1+T2Yo+ ATl = > Tkl
k=1

v

Velikost (norma) vektoru

Velikosti vektoru & = (x1, 29, ..., 7,) € R™ rozumime nezaporné ¢islo
1,42, yn

8= VE T =12l +ai+ - +a.

Ortogonéalni vektory

Vektory ¥ a 4 nazveme ortogonding, pravé kdyz

Z-g=0.
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Linearni kombinace, zavislost a nezavislost vektoru

Linearni kombinace

Necht &1, 2o, ..., %, je kone¢né posloupnost vektora z vektorového pro-
storu V. Vektor &, pro ktery plati

T =4y + toZa + -+« + tpn,

kde t1,t9,...,t, jsou néjaka realné cisla, se nazyva linedrni kombinace
vektori &1, Ta, ..., Tn.

o
LZ a LN
Rekneme, Ze vektory &y, ¥s, ..., Ty, jsou linedrné zdvislé, jestlize existuji
realné ¢isla t1, s, ..., t,, z nichz alespon jedno je rizné od nuly, takové,
7e plati

0=t +taZs + -+ + tn@n.

V opa¢ném piipadé rikame, ze vektory jsou linedrné nezdvislé.

v
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Tedy napfiklad vektory
(1,2,1), (2,-3,1), (4,1,3)
jsou linearné zavislé, protoze
2-(1,2,1)+(2,-3,1) = (4,1,3).

Vektory
(1’07 0)7 (07 170)7 (0? 07 1)

jsou zfejmé linearné nezévislé.
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Matice

Definice
Matici A rozumime schéma

a1 a2 ... Qip
a a e a
A= (ag)) = 21 22 2n
am1 Am2 ... Gmp
kde a;; proi = 1,...,ma j = 1,...,n jsou realné ¢isla nebo funkce.

Je-li tato matice (tabulka) sestavena z m fadku a n sloupcu, fikdme,
Ze A je matice typu m X n. Je-li m = n nazyva se matice A ctvercovd
matice, jinak obdélnikovd matice.

Je-li A ¢tvercova matice, fikdme, ze prvky tvaru ag, tj. prvky, jejichz
radkovy a sloupcovy index jsou stejné, tvori hlavni diagondlu.
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Operace s maticemi

Necht k = 0 je realné ¢islo. Vysledkem ndsobeni matice A islem k je
matice C| jejiz prvky jsou tvaru

Cz‘j =k- aij.

Priklad

A 285 7TY_( 82 2
-1 04) -4 0 16
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Necht A, B jsou matice téhoz typu m x n. Souctem matic A, B
nazyvame matici C, jejiz prvky jsou

Cij = Qij + bij.
Priklad

257_|_1—3—2_ 3 2 5
-1 0 4 0o 2 1) \-125

Necht A je matice typu m X n a B je matice typu n X p. Soudinem
matic A a B (v tomto pofadi) nazyvame matici C' (typu m X p), jejiz
prvky jsou

Cij = ai1b1j + ajbaj + ... ainbyj = § by
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Priklad

Pro dané matice spoctéte A-B

3 21 7
Az(_? g Z) B = —4 0 6 1
2 11 1 -2
Regeni:
3 21
an= (25T o 1)
2 11 1 -2

_ 2~3+5-(—4)+7-2 224504711 21+564+7-1 2-7+5-1+7-(—2) _
T\ -1340(-4) 442 —1.2400+411 —11406+41 —1.7+01+4-(-2) )~

/0 81 39 5
“\5 42 3 -15
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Definice

Je-li A matice typu m x n, pak transponovand matice AT je matice
typu n X m, kterd vznikne z matice A zadménou radku za sloupce, tj.
i-ty sloupec matice A7 je i-ty fadek matice A pro viechna i.

Priklad
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Definice

Diagondlni matice je ¢tvercova matice, kterd ma vSechny prvky mimo
hlavni diagonélu rovny nule.

Definice

Jednotkovd matice je Ctvercova matice, kterd ma v hlavni diagonéle
vSechny prvky rovny jedné a vSechny prvky mimo diagonélu rovny
nule. Tuto matici budeme znacit 1.

Priklad
3 0 1 0 0
06 | 010
0 0 1
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Zakladni vlastnosti pocitani s maticemi

Necht matice A, B, C' maji spravné rozméry tak, aby se dali provést
naznacené operace a k € R. Pak
1. A+ B=B+ A

2. (A+B)+C=A+(B+0C)
3. A(BC) = (AB)C

4. A(B+C) = AB+ AC

5. (A+ B)C = AC + BC

6. k(A+B)=kA+kB

7. k(AB) = (kA)B = A(kB)
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Proc¢ se to déla zrovna takto?
f r1\ _ [ax1+ bxa T1
xz2)  \cx1+ dxg g T2
f 1 _ g Az + Bxo\  ((aA+0C)x1 + (aB + bD)xs
g xo)) 7 \Cxy+ Dxs) \(cA+dC)zy + (¢cB + dD)xs

_fa b (A B _ (aA+bC aB+ 0D
F‘( ) G_( ) H_(CA-I-dC cB—I-dD)

Azxz1 + Bxo
Cl’l + D$2

a b . A B\ (aA+bC aB+bD
c d C D) \cA+dC ¢B+dD
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Nékteré aplikace matic

Grafem rozumime kone¢nou mnozinu bodu (tém fikdme vrcholy) a
koneénou mnozinu hran, kdy kazda z nich spojuje dva vrcholy (ne
nutné rizné).

Stejny graf mizeme ale také popsat pomoci tzv. matice sousednosti. Pro
graf o n vrcholech se jedna o ¢tvercovou matici n x n definovanou takto

1 je-li hrana mezi vrcholy ¢ a 7,
aij ==

0 jinak.
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Ve

B C

=

O ' ’

Pro nas graf dostaneme matici

0
1
A= 1
0
1

o= O O =
[ T T i S WY
_— o O = O
O = = O =
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V mnoha aplikacich, které muZzeme modelovat pomoci grafu, je mezi
vrcholy zaroven néjaky vztah, ktery vede k tomu, Ze hrana by méla byt
orientovani. Timto dostaneme tzv. orientovany graf.

A

I pro orientovany graf mizeme zavést matici sousednosti, kde pro
jednotlivé koeficienty plati

1 vede-li hrana z vrcholu ¢ do vrcholu j,

0 jinak.
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D E

Pro nas graf dostaneme matici

OO OO o oo
[eNeBeNeNeN =
SO R OO~ O
OO O == OO
SO, OO OO
O R MH=HMFHOO K

1
1
0
0
0
0

Petr Liska (Mendelova univerzita) Linearni algebra 20.11.2024 24 / 37



Cestou v grafu rozumime posloupnost hran, kterd ndm umozni cestovat
z jednoho vrcholu do jiného. Jeji délka je pak ¢islo urc¢ujici poc¢et hran,
které obsahuje.

UvaZzme matici

A2 =A- A=

NN O W
O =N O
N = W= N
OSON = O NN
WO NN

Co reprezentuji ¢isla v této matici? Z definice nasobeni matic vime, Ze

2
(A%) |3 = a11013 + a12a23 + a13a33 + a14043 + 15053 -

Tento vyraz bude nenulovy, kdyz alespon jeden ze souind aqrar3 bude
nenulovy, coz ale nastane jen tehdy, kdyz oba ¢éleny aqj i arpg budou
nenulové. To ale znamené, Ze existuje hrana mezi prvnim a k-tym
vrcholem a taky hrana mezi k-tym a tfetim vrcholem, tedy existuje
cesta délky 2, ktera spojuje prvni a tfeti vrchol.
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Tyto myslenky muzeme ilustrovat na celé fadé p¥ikladi. Uvazme
napiiklad néasledujici graf a prislusnou matici sousednosti, které
zobrazuji pfimé letecké spoje mezi Brnem, Edinburghem, Lisabonem,
Mnichovem a Parizi.

S

Il
Tz hEw
——Rooo
——ooo M
— = o oo
>—AO>—A>—A»—!§
[l |
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Nyni miizeme napfiklad snadno odpovédét na otézku, kolik existuje
ruznych lett z Brna do libovolného mésta s dvéma pfestupy:

4 44 9 9
4 44 9 9
A+ A2+ 43=]1 444 9 9
9 9 9 10 11
9 9 9 11 10

Odpoveéd dava prvni fadek nasi matice. Vidime, Ze napiiklad z Brna do
Edinburghu existuji ¢tyfi rtizné cesty s dvéma pfestupy a do PafiZze je
jich uz devét. Ktera z téchto cest by byla nejkratsi nebo nejrychlejsi je
jiz ale jiny ptibéh (i kdyz stéle z teorie grafa).
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Predstavme si naptiklad pétici hracu, ktefi hraji turnaj ve stylu kazdy
s kazdym. Vysledky mizeme snadno zachytit pomoci grafu, kdy hranu
od prvniho hrace k druhému vedeme tehdy, kdyz prvni druhého porazi.
Dostaneme tak naptiklad nasledujici graf a prislusnou matici
sousednosti

A
01011
B - 00111
A=|1 001 0
0000 1
00100

\

C 4 D
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Dejme tomu, ze chceme sefadit hrace podle poctu jejich vitézstvi. Pro
tento el nam staci samoziejmé jen secist, kolik jednicek je v kazdém
radku. Tento vypocet miizeme také nahradit nasledujicim nasobenim:

01011 1 3
0 0111 1 3
A-J=| 1 0 0 1 0 1 =1 2
0 0001 1 1
00100 1 1

Vidime, ze nékteii hraéi (A a B, C a D) maji stejny pocet vyher.
Pokud bychom chtéli rozhodnout, ktery z nich je lepsi, mtizeme
napiiklad pouzit kritérium nepfimych vitézstvi, tj. kolik hra¢i porazili
hraci, které dany hrac¢ porazil. Ve slovech matic (po predchozim
piikladu je snad jasné pro¢) dostaneme

(A+A%)-J =

8
7
6
2
3
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Socialni sité
Kdo je nejvyznamnéjsi postavou v této siti vztaht?
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Leslieho model

Priklad

Uvazujme napiiklad populaci hmyzu rozdélenou na tii zivotni etapy:
mladata, mladistvé a dospélé jedince, pficemz kazda Zivotni etapa trva
jeden rok. Pravdépodobnost preziti mladat je 50 % a nerozmnozuji se.
Mladistvi maji pravdépodobnost preziti 25 % a kazdy z nich méa pri-
mérné ¢tyii mladata. Dospéli jedinci maji pravdépodobnost preziti 0 %
a kazdy z nich ma primérné tii mladata. PFedpokladejme, Ze mame
100 samicek, pricemz 40 jsou mladata, 40 jsou mladistvi a 20 dospéli.
Jak se bude takova populace samicek vyvijet v ¢ase?
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Po jednom roce bude pocet mladat
40 -4 4+ 20 - 3 = 220.
Pocet mladistvych bude pocet mladat, kterd pieziji, tj.
40-0,6 =20

a podobné pro dospélé
40 - 0,25 = 10.

Vsechny tyto vypoclty muzeme snadno zapsat jednou maticovou rovnici

0 4 3 40 220
Lxg=|05 0 0]-(40|=1] 20 | =x1.
0 025 0 20 10
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Stehovani

Predpokladejme, Ze populace se stéhuje mezi dvéma regiony, napr. ven-
kovem a méstem, podle nasledujiciho schématu. Kazdy rok se 50% oby-
vatel venkova prestéhuje do mést a 25% obyvatel mést se prestéhuje na
venkov. Je-li naptiklad na za¢atku polovina obyvatel ve mésté a tento
vzor migrace bude pokracovat, jak bude vypadat stav po dvou letech?
A jak bude rozdéleni obyvatelstva vypadat z dlouhodobého hlediska?
Vyprazdni se venkov? Nebo se situace stabilizuje tak, ze ¢ast obyvatel
bude Zit ve mésté a ¢ast na venkove?

0,5
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Reseni:

V41 = 0,5v 4+ 0,25my,
mp+1 = 0,5v, + 0,75my

Vk+1 . 0,5 0,25 . Uk
mrg+1 - 0,5 0,75 mg
D1 =T - Py

P2 =T Prs1=T (T -px) =T* Py

L oo o _ (0375 03125 (05 _ (034375
P2=2"P0= 1\ 0625 0,6875 05 )~ \ 065625
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Markovuv fetézec

Markoviv fetézec je ndhodny proces, ktery popisuje posloupnost moz-
nych udalosti. Pro tento proces plati, ze pravdépodobnost prechodu
procesu do néasledujiciho stavu zavisi pouze na soucasném stavu.

Matice prechodu

Matici, ktera obsahuje v kazdém sloupci (fadku) pravdépodobnosti pre-
chodu od jednoho stavu k druhému, nazveme matici prechodu daného
Markovova Tetézce.

Stacionarni distribuce
Je-1i T" matice prechodu daného Markovova Tetézce a existuje-li vektor
U takovy, Ze

v=T-7
nazveme vektor ¢ staciondrni distribuci (rovnovdinym stavem) Marko-
vova Tetézce.
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