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Soustavy linearnich rovnic
Definice

Soustavou (systémem) k linedrnich rovnic o n neznamych 1,2, ..., Ty
rozumime soustavu rovnic

a11r1 + a1are + -+ a1pTy = by
a1 + agere + -+ - + agpxy, = by

ap1T1 + agaxo + - - + appTn = bg.

Je-li by = by = --- = b = 0, nazyva se takovato soustava homogennd.
Resenim soustavy je kazda usporadana n-tice (t1,to,...,t,) takovych
¢isel t1, ta,. .., t,, kterd dané soustavé vyhovuje.

v

Pro kazdou soustavu vzdy nastane pravé jedna z nésledujicich moznosti:
Soustava rovnic ma prdvé jedno fesend.
Soustava rovnic ma nekonecné mnoho tesent.
Soustava rovnic nema Zddné Tesend.
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Matici soustavy nazyvame matici

ailr a2 ... Qain

az; a2 ... Qa2n
A= .

ap1 Ag2 ... Qkn

Rozsitenou matici soustavy nazyvame matici

ayi] a1 ... Qinp bl

_ asr a2 ... Qaon bg
A= .

a1 Q2 ... Qkn bk

Soustavu pak muZzeme zapsat maticové
A-Z=b,
kde T je vektor neznamych a b je vektor pravych stran. PiSeme také

A-X=B8B.
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Hodnost matice

Definice

Hodnost matice A je ¢islo, které je rovno maximalnimu po¢tu linearné
nezavislych fadka. Oznacujeme ji h(A).

Je-li A ¢tvercova matice typu n X n, jejiz hodnost je rovna n, nazyvame
ji reguldrni matici. Je-li h(A) < n, nazyva se takova matice singuldrni.

v

Definice

Rekneme, Ze A je matice ve schodovitém tvaru, jestlize v matici A
kazdy nenulovy radek zacina vétsim poctem nul neZ predchozi radek.

Véta
Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych
radkai.

kova univerzita) Linearni algebra 27.11.2024 4 /16



Hodnost a soustavy rovnic

Véta (Frobeniova véta)

Soustava linedrnich rovnic mad 7esend, prdvée kdyz je hodnost matice

v oo

soustavy rovna hodnosti rozsirené matice soustavy.

Véta
Soustava k linedrnich rovnic o n nezndmych md jediné TeSent, jestlize

je hodnost h matice soustavy rovna hodnosti rozsirené matice soustavy
a navic je rovna poctu nezndmich n, tedy h = n.

Véta

Soustava k linedrnich rovnic o n nezndmiych md nekoneéné mnoho te-
sent, jestlize se hodnost h matice soustavy rovnd hodnosti rozsitené ma-
tice a navic je tato hodnost mensi neZ pocet nezndmgch, tj. h < n.

V tomto pripadé lze n — h nezndmych volit libovolné.
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Jak soustavu vyresit?

Gaussova elimina¢ni metoda
Systém reprezentujeme pomoci matice.

Matici prevedeme do schodovitého tvaru pomoci tzv. elementdr-
nich Tddkovych uprav:

zaména, poradi radk,

vynésobeni libovolného fadku nenulovym ¢&islem,

- pfi¢tenim nasobku libovolného radku k libovolnému radku,

- vypusténi fadku, ktery je slozen ze samych nul, je ndsobkem
jiného radku nebo linearni kombinaci jinych radku.

Zpétnym dosazenim vypocitame jednotlivé neznédmé.
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Strategie prevodu matice na schodovity tvar

V prvnim kroku pfevedeme matici do tvaru, kdy méa na pozici (1, 1)
(prvni fadek a prvni sloupec) nenulovy prvek a;; a ostatni prvky
v prvnim sloupci jsou nulové, tj.

ayl] *x *x ... %
0 % % ... %

b
0 * % ... %

kde na pozici * stoji n&jaké prvky (mohou byt nenulové i nulové). Je-li
a11 # 0, dosdhneme tohoto tvaru naptiklad tak, Ze prvni fadek opiSeme,
a ke druhému radku pficteme vhodny nasobek prvniho fadku tak, aby
na pozici (2,1) vznikla nula. Podobné postupujeme s ostatnimi fadky.
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V druhém kroku chceme ,,vytvorit nuly ve druhém sloupci pod
prvkem [%]. Usilujeme tedy o tvar

ail K  * *
0 * *
0 0 x *
0 0 * ... %

Prvni dva fadky opiSeme a poté postupujeme obdobné jako v prvnim
kroku: od tretiho fadku odecteme vhodny nésobek druhého radku,
totéz pro ¢tvrty fadek atd. Postupnymi apravami prevedeme matici na
schodovity tvar

ail * * *
0 x % *
0 0 % *
0 0O *
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Priklad

T1 + 29 — dx3 + x4 = —2
3r1 + x9 — 4ag + 64 = —2
—x1+ 220 — x3+ x4= 6

To +3r3 —4dry = 1

Resent:
1 2 =5 1] -2 1 2 =5 1] -2
3 1 —4 6| —2 0 —5 11 3 4
-1 2 -1 1 6 0 4 —6 2 4
01 3 —4 1 0 1 3 —4 1
1 2 -5 1|-2 1 2 =5 1|-2
0 1 3 —4 1 01 3 —4 1
0 - 11 3 4 00 26 —17 9
0 4 -6 2 4 0 0 -—18 18 0
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1 2 -5 1]-2 1 2 -5 1]-2
01 3 -4 1 01 3 —4| 1
“l1 oo 26 —-17| 9 00 26 —17| 9
00 -1 1| 0 00 0 9| 9

2603 — 1704 =9 — 2062x3—17T=9 — x3=1

To+3r3—4ry =1 — a9+3—4=1 — 1x9=2

r1+2r0—dr3+r4=-2 — 11+4-54+1=-2 — x1=-2

(_27 2a 1) 1)
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Priklad

T1+ T2+ T3+ T4 = 1

2x1 + 2x0 + 223 = 0

1+ To+5x3 — 24 +625= 1

1+ X9 — 3x3 + 14 — 625 = —1

Resent:
11 1 1 0 1 11 1 1 0 1
2 2 2 0 0 0 00 0 -2 0] -2 N

11 5 —1 6 1 00 4 -2 6 0
1 1 -3 1 —-6| -1 00 —4 0 —6]-2
11 1 1 0 1 1 11 10 1
00 4 -2 ©6 0 0 0 4 -2 6 0
00 —4 0 —-6]-2 000 -2 0|-2
00 0 -2 0]-2 000 -2 0|-2
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1 11 10 1
004 -2 6| O
000 =2 0|-2

2y =-2 = x4=1

4rs —2x4+ 625 =0 — 4da3—246x5=0 —

2 —4t
— ZL‘3:t,t€R,l‘5:T

rt+retaz+ry=1 — mz+tara+t+l=1 —

= x2=5SER x;=—t—3s

; t12—4t
M e N 6
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Leontiefuv model

Ekonomika regionu se sklada ze tii odvétvi: primysl, zemédélstvi a
sluzby. Kazdy sektor produkuje komodity a zdrojem jeho piijmi je
prodej téchto komodit, pficem# kazdy sektor potrebuje vstupni komo-
dity (od sebe i ostatnich sektort):

vystupy
Primysl Zemédélstvi Sluzby
Primysl 0,40 0,20 0,20
vstupy Zemédélstvi 0,20 0,40 0,20
Sluzby 0,20 0,10 0,40

Kromé toho existuji externi poptéavka v hodnoté 30, 30 a 10 miliard na
prumysl, zemédélstvi a sluzby. Jak velkd musi byt produkce jednotli-
vych odvétvi?
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Reseni:
0,421 + 0,222 + 0,223 + 30 = 21
0,221 + 0,4z 4 0,223 + 30 = 22
0,227 + 0,122 + 0,423 + 10 = x3

-0,6 02 02]-30 -0,6 02 02| -30
02 —06 02]-30 |~-~ 0 -16 08| —120
02 01 —0,6|-10 0 0 —21,6 | —1560

z1=61,11,  ao=111,11,  x3=172,22
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Proc i teorie mé smysl?

Jednoduchy makroekonomicky model hospodaiské politiky

Uvazme jednoduchy model
Y=C+I1+G+X—-M,
e kde Y je hruby doméaci produkt,
e (' je spotfeba domécnosti, pro kterou plati
C=cY-T), 0<c<1,

kde T'=1tY, 0 < t < 1, jsou danové prijmy,
e [ oznacuje investi¢ni vydaje,
e ( jsou celkové vladni vydaje, pro které plati

G=T+ D,

kde D znaci deficit statniho rozpoctu,
e X je celkova hodnota exportu,
e M je velikost importu, pro kterou plati

M =mY, 0<m<1.

Podle Tinbergena ma byt pocet cili, které si vlada vyty&i, roven po¢tu nastroji, které
se maji pouzit. Tedy napfiklad mé smysl nasledujici otazka. Jak velky rozpoétovy deficit

muzeme ocekavat pokud chceme dosdhnout dané trovné hrubého narodniho produktu? Ma

Tinbergenovo tvrzeni néjaké matematické zduvodnéni?
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Resend: Nas pitklad je jednoduchy (i tak uz jsme museli zavést spousty
ekonomickych proménnych). Pokud si situaci rozmyslime, tak vidime,
ze méme jen jednu linearni rovnici.

1

Y =
l—c(l—=t)—t+m

(I+X+ D)

D=(1-cl—t)—t+m)Y — (I+X)

Aby byla rovnice jednoznacné fesitelnd, mizeme mit jen jednu
nezndmou. Obecné mizeme Fict, Ze Tinbergenovo tvrzeni ma smysl.
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