3. Zakladni ¢iselné obory.

Pojem cisla je zakladnim matematickym pojmem, s nim7 se setkavame jiz od
predskolniho veku. Na zakladni a stfedni Skole se ¢isla a operace s nimi zavadéji
viceméné intuitivné a zaci postupné poznavaji jejich dilezité vlastnosti. V této kapi-
tole zavedeme oznaceni, resp. popis zakladnich ¢iselnych obort a podrobnéji se zminime
pouze o vlastnostech komplexnich cisel.

Cisla ptirozena

oznacujeme symbolem N, pficemz N = {1,2,3, ... }. Poznamenejme, 7e nékdy se
mezi prirozend ¢isla zahrnuje 1 ¢islo nula. Jde o véc dohody, my v tomto textu nulu do
prirozenych ¢isel zahrnovat nebudeme.

Cisla cel4
oznaCujeme symbolem Z, pficemz Z = {... —3,-2,-1,0,1,2,3, ... }. Zéakladnimi
vlastnostmi celych ¢isel se budeme podrobnéji zabyvat v nasledujici kapitole.

Cisla racionalni

oznacujeme symbolem Q. Jedna se o cisla, kterd lze vyjadrit ve tvaru zlomku, kde
citatel i jmenovatel jsou cela cisla, pricemz jmenovatel je rizny od nuly. Pripomenme,
ze kazdé racionalni ¢islo ma nekonec¢né mnoho moznych vyjadieni uvedeného tvaru,
napft.

-2 4 -4 6 -6

7__3767__6757__97 atd.

2

3

Pouzijeme-li pro racionalni ¢islo zapis, kde se ve jmenovateli vyskytuje nejmensi kladné

¢islo, pak rikame, ze jsme dané cislo vyjadrili v zakladnim tvaru. Takové vyjadieni je
2

pro kazdé racionalni ¢islo ziejmé jediné. V predchozim piikladu je to zapis 3.

Cisla realna

oznacujeme symbolem R. Mnozina R redlnych cisel se sklada ze dvou disjunktnich
podmnozin, z nichz jedna je tvorena c¢isly racionalnimi a druhé ¢isly iracionalnimi.
Pritom iracionalni ¢isla nelze vyjadrit jako podil celych ¢isel, jsou to napiiklad ¢isla

V2, V5, m, log6, sin%w, atd.

Mnozina R ma jednu dilezitou vlastnost: existuje vzajemné jednoznacné pritazeni vSech
realnych cisel a vSech bodt libovolné piimky. Jinak feceno, kazdému redlnému cislu lze
priradit jediny bod zvolené primky a také obracené, kazdému bodu této primky odpovida
jediné realné ¢islo. Podrobnym studiem vlastnosti readlnych ¢isel se zabyva zakladni kurz
matematické analyzy.

Jak jiz bylo feceno, uvedené ¢iselné obory jsme popsali pouze intuitivné. K jejich
presné konstrukci a presnému odvozenim zakladnich vlastnosti je potfeba matematic-
kych znalosti, které presahuji ramec stfedoskolské matematiky. Touto problematikou se
bude pozdéji zabyvat kurz teoretické aritmetiky. Nicméné, vSechny zakladni vlastnosti
¢isel uvadéné na stredni Skole samoziejmeé plati a my je budeme i nadéle pouzivat.
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Vime tedy, 7ze ve vSech uvedenych c¢iselnych oborech je mozno ¢isla sc¢itat a nasobit,
pricemz jak sc¢itani tak nasobeni jsou komutativni, asociativni a plati distributivni
zakon. Navic v Z, Q a R ke kazdému c¢islu existuje ¢islo opacné, zatimco v oboru
prirozenych c¢isel N tomu tak neni. Dale, v oborech Q a R ke kazdému nenulovému
¢islu existuje ¢islo prevracené, zatimco v N a v Z tomu tak neni. Konecné, ¢isla vSech
uvedenych ¢iselnych mnozin je mozno usporadat "podle velikosti” (tzn. zavést symboly
pro nerovnosti <, <, atd.). Pro po¢itani s nerovnostmi pak plati celd fada znamych
pocetnich pravidel.

Cisla komplexni

oznacujeme symbolem C. Na rozdil od ptedchozich ¢iselnych obori nejsou komplexni
¢isla mirou zaddné realné veli¢iny a nelze je tedy ziskat jako vysledek fyzikalnich ¢i
jinych méreni. Komplexni ¢isla vznikla postupnym zobechovanim pojmu ¢isla v souvis-
losti s potiebou tesit tlohy, jejichz feSeni v predchozich ¢iselnych oborech neexistuje.
Prikladem takové tlohy je tfeba hledani feSeni jednoduché kvadratické rovnice

2 4+1=0.

V zadném z predchozich ¢iselnych obort feseni této rovnice evidentné neexistuje, protoze
tam pro kazdé ¢islo x plati, ze 2 > 0, coZ znamend, 7e je vidy 22+ 1 # 0. V oboru
komplexnich ¢isel vSak existuje TeSeni nejenom této kvadratické rovnice, ale da se
ukazat, ze existuje TeSeni jakékoliv kvadratické rovnice a dokonce, Ze existuje reseni
vSech podobnych rovnic libovolnych stupni.

Definice.

Komplexni ¢isla C zaviddime jako mnozinu vSech uspotfddanych dvojic redlnych cisel,
tzn. C = R x R. Scitani a nasobeni komplexnich ¢isel definujeme takto: pro libovolné
(a,b), (¢,d) € C polozime

(a,b) + (¢,d) = (a+c,b+d)
(a,b) - (¢,d) = (ac—bd , ad+ bc).

Umluva.
Vsimnéme si, ze pro komplexni ¢isla tvaru (¢,0) plati:

(a,0)+ (¢,0) = (a+c¢,0) a (a,0) - (¢,0) = (ac,0),

coz znamena, ze komplexni ¢isla tohoto tvaru se sc¢itaji a nasobi stejnym zptisobem jako
Cisla redlna. MuZeme tedy kazdé komplexni ¢islo tvaru (¢,0) ztotoZnit s redlnym ¢islem
t . Oznaéime - 1i navic komplexni ¢islo (0, 1) symbolem i, je pak moZné kazdé komplexni
¢islo z = (a, b) zapsat ve tvaru:

z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,b) - (0,1) = a+ bi

Definice.

Vyjadieni komplexniho &isla z = (a,b) ve tvaru z = a + bi se nazyva algebraicky tvar
komplexniho ¢isla z. Pritom realné ¢islo a se nazyva realna éast komplexniho ¢isla z,
realné ¢islo b se nazyvéa imagindrni ¢ast komplexniho ¢isla z a ¢islo ¢ = (0, 1) se nazyva
imaginarni jednotka.
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7. predchozich definic bezprostiedné vyplyva nékolik dilezitych poznatki:
1. pro imaginarni jednotku ¢ plati:

i2 = (0,1)-(0,1) = (-1,0) = —1.

Vidime tedy, Ze vySe zminovang kvadraticka rovnice tvaru 22 +1 =0 méa v oboru
komplexnich ¢isel Feseni a timto feSenim je napriklad komplexni ¢islo 2. Pro tiplnost
jenom poznamenejme, ze tato rovnice ma celkem dvé reseni, tim druhym je kom-
plexni ¢islo —i = (0, —1).

2. dvé komplexni ¢isla v algebraickém tvaru se rovnaji pravé kdyz se rovnaji jejich
realné Casti a jejich imaginarni ¢asti.

3. séitani a nasobeni dvou komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru se provadi stejnym
zptisobem, jako s¢itani a nasobeni dvojclent (s vyuzitim toho, 7e i> = —1). Nemu-
sime si tedy nazpamét pamatovat definice pro s¢itani a ndsobeni komplexnich ¢isel
uvedené v predchozi definici.

4. komplexni ¢isla je mozno graficky znazornovat, a sice jako body v tzv. Gaussove
roviné. Jednd se o rovinu s kartézskym souradnicovym systémem s osami z ("redlna
osa”) a y ("imaginarni osa”), v niz je kazdé komplexni ¢islo z = (a,b) = a + bi
znézornéno jako bod o soutradnicich [a,b]. Pfitom zde plati podobny vztah jako
platil mezi redlnymi ¢isly a body na piimce. V tomto ptripadé je tedy kazdému
komplexnimu ¢islu uvedenym zptisobem prifazen pravé jeden bod Gaussovy roviny
a naopak, kazdému bodu Gausssovy roviny odpovida jediné komplexni ¢islo.

Jednoduchymi technickymi vypocty se lehce ovéri, 7e sc¢itani a nasobeni kom-
plexnich c¢isel splhuje stejna zakladni pravidla, které plati pro racionalni ¢isla a realna
¢isla. Konkrétné - sc¢itani a nasobeni komplexnich ¢isel je komutativni, asociativni a
plati distributivni zédkon. Roli nuly hraje komplexni ¢islo (0,0), které ztotoznujeme s
realnym ¢islem 0 a roli jednicky hraje komplexni ¢islo (1, 0), které zotoznujeme s redlnym
¢islem 1. Déle, ke komplexnimu ¢éislu z = (a, b) = a+ bi existuje ¢islo opaéné, kterym je
komplexni ¢islo —z = (—a, —b) = —a—bi a kone¢né plati, Ze k nenulovému komplexnimu
¢islu z existuje ¢islo prevracené % Mizeme tedy provadét déleni ¢isla a + bz nenulovym
¢islem ¢+ di. Pritom se pouziva standardni ”"trik”, kdy citatele i jmenovatele rozsitime
¢islem ¢ — di, jak je vidét z nasledujiciho prikladu.

Priklad 3.1.

A
Napiste v algebraickém tvaru komplexni ¢islo 5 +3Z, .
— 3

Reseni :

441 441 243 8 + 12i + 20 + 342 5+ 141 5+14.

—= . —= — e — — 17 .

2 — 31 2—-31 243 22 — (34)2 13 13 13

Poznamka.

Na rozdil od od ¢isel readlnych nelze komplexni cisla usporadat ”podle velikosti”. Pro
komplexni ¢isla nelze zavést vztah nerovnosti tak, aby spliioval vSechny zakladni vlast-
nosti a pocetni pravidla, které ma v pripadé cisel redlnych. Komplexni ¢isla tedy
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napiiklad nelze rozlisit na ”kladna” a ”zapornd” (tj. vétsi nebo mensi nez nula) a do
mnoziny komplexnich ¢isel nelze prenést zadné partie z oboru ¢isel redlnych, v nichz se
vyskytuji pojmy ”vétsi” nebo "mensi” (tzn. napiiklad partii o nerovnicich).

Je-li dano komplexni ¢islo z = a + bt , pak komplexni ¢islo a — bi se nazyva ¢islo
komplexné sdruzené k ¢islu z a oznacuje se symbolem Z. Pritom plati, Ze souc¢in kom-
plexnich ¢isel z a Z je c¢islo realné, které je dokonce nezaporné. Skutecné:

z-Z = (a+bi) - (a—bi) = a®>+b* > 0.

Podobnym zptisobem se rozepsanim dokéze, ze pro libovolné komplexni ¢isla u, v plati:

U u
wowe (-0
Pro ilustraci dokazme napriklad druhy z uvedenych vztaht, ostatni se dokézi podobné.
Je-li tedy u=a+bi, v =c+ di, potom je
w0 = (a+bi)- (c+di) = (ac—bd) + (ad + bc)i = (ac — bd) — (ad + bc)i
w7 = (a—0bi)-(c—di) = (ac— bd) + (—ad — be)i = (ac — bd) — (ad + bc)i

]
S

u+v = u+

coz znamena, ze dokazovany vztah plati.

Dalsi pojem, ktery zname z predchozich c¢iselnych obori a ktery lze zavést pro
komplexni ¢isla je pojem absolutni hodnoty. Je-li tedy z = (a,b) = a + bi libovolné
komplexni ¢islo, pak absolutni hodnota komplexniho éisla z se oznacuje |z | a definuje
se takto:

|z| = VaZ+b2.

7. této definice ihned vidime, Ze geometricky vyznam absolutni hodnoty z kom-
plexniho ¢isla je stejny, jako je tomu u realnych ¢isel. V obou ptipadech totiz absolutni
hodnota udavéa vzdalenost obrazu daného cisla od pocatku soustavy souradnic. Pro
pocitani s absolutnimi hodnotami z komplexnich ¢isel plati podobna zakladni pravidla
jako u c¢isel redlnych, tzn. pro libovolna komplexni ¢isla u, v je:

]

Oba vztahy miizeme dokazat bezprostiednim rozepsanim podle definice absolutni hod-
noty. Je-li tedy u =a+bi, v =c+di, potom je u-v = (ac—bd) + (ad + be)i , odkud
dostavame

| u
v

lu-v| = |u|-|v] a je-li v #0, pak

SHES

lu-v| = /(ac — bd)? + (ad + bc)? = Va2c? + b2d? + a?d? + b2c?

lu|-|v] = /(a® +b2) - /(¢ + d?) = Va2c® + a2d? + b2c2 + b2d?

odkud plyne prvni z obou vztahi. Druhy vztah se dokaze analogicky.

Komplexni ¢isla jsme doposud zapisovali pouze v algebraickém tvaru. Nyni si
ukazeme jiny zpusob jejich zapisu. Jeho princip spoc¢iva v tom, ze bod Z # O v Gaussové
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roviné muzeme jednoznacné urcit pomoci jeho vzdalenosti » od poc¢atku souradné sous-
tavy O a velikosti orientovaného thlu ¢ jehoz pocatecéni rameno je kladné poloosa z a
koncové rameno je polopfimka OZ (viz obrazek). Je ziejmé, Ze v p¥ipadé Z = O, tzn.
pro komplexni ¢islo z = 0, uvedené vyjadieni neni mozné.

[y
A
e b
B ‘
a O :U'

Reélné ¢islo ¢ urcujici velikost daného orientovaného thlu se nazyva argument
komplexniho ¢isla z a oznacuje se symbolem arg z.

Ze znamych vlastnosti orientovaného thlu plyne, ze ma-li komplexni ¢islo z # 0
argument ¢, pak ma téz argument o+ k - 27, kde k je libovolné celé cislo. Jinymi slovy
feceno, argument nenulového komplexniho ¢isla neni urcen jednoznacné, nybrz je urcen
"az na celoc¢iselny nasobek 27 ”.

7 predchoziho obrazku je dale vidét, ze plati:
b a
r = va? + b2 , sinp = — , cosp = — .
r r

Znamena to, ze pro ¢islo r nemusime zavadét zvlastni pojmenovani, protoze je rovno
absolutni hodnoté daného komplexniho ¢isla, tzn. » = | z|. Pro komplexni ¢islo z # 0
tedy dostavame:

z = a+bi = rcosp+ (rsingp)i = |z|(cosp +ising) .
Definice.

Zapis nenulového komplexniho ¢&isla ve tvaru z = |z|(cosg + ising) se nazyva
goniometricky tvar komplexniho éisla z .

Uvédomme si, ze dvé komplexni ¢isla vyjadiend v goniometrickém tvaru se rovnaji
pravé kdyz se rovnaji jejich absolutni hodnoty a jejich argumenty se lisi o k-27, kde
k € Z (popfipadé se argumenty mohou p¥imo rovnat, je-li k =0).

Jednou z vyhod zapisu komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru je to, ze se lehce
spocita jejich soucin a podil. Primym rozepsanim, s vyuzitim souctovych vzorci pro
sinus a kosinus, se da ukazat, Ze pro dana nenulova komplexni ¢isla zq, 29, kde

z1 = 21| (cospq + isinpy) , 29 = | 22| (cos o + i sin ps)
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plati
z1-29 = |21]-| 22| (cos (p1 + p2) + i sin(¢1 + p2))

— = —(cos(p1 — p2) + isin(p1 — ¢2)) .

Predchozi vztah pro soucin dvou komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru je
mozné zobecnit na soucin libovolného koneéného pocétu komplexnich &isel (diikaz se
vede matematickou indukei). Podobné se postupuje v piipadé, kdyZ umociiujeme kom-
plexni ¢islo v goniometrickém tvaru na pfirozeny exponent.

Véta 3.1.
Necht z = | z| (cos ¢ +isinp) € C. Pak pro libovolné n € N plati :

2" =|z|™ (cosnp + isinng).

Dikaz.
Tvrzeni dokdZzeme matematickou indukei vzhledem k n.

«) pro n = 1 tvrzeni evidentné plati

B) predpokladame, 7e tvrzeni plati pro 1, ... , n—1 (n > 2). DokaZeme nyni dané
tvrzeni pro n. Pouzijeme-li postupné definici mocniny, indukéni predpoklad a
souc¢tové vzorce pro kosinus a sinus, dostavame :

n

2" =z-2""1=1z| (cosp +ising) - |z|"7(

cos (n—1)p + isin (n—1)p) =
= |2|™ [cos ¢ cos(n—1)¢ — sin @ sin(n—1)¢ + i(cos g sin(n—1)¢ + sin g cos(n—1)p)| =
=|z|" (cosny + isinnp) . |
Dosadime-li do predchozi véty | z| = 1, dostaneme tvrzeni, které odvodil francouz-

sky matematik Abraham de Moivre (1667 - 1754) jiz poc¢atkem 18. stoleti.

Dusledek (Moivreova véta).
Pro kazdé prirozené cislo n a libovolné redlné cislo ¢ plati :

(cosp + isingp)™ = (cosnyp + isinng).

Na zavér této kapitoly se jesté budeme zabyvat FeSenim specidlniho typu rovnic
v oboru komplexnich ¢isel, a to tak zvanych binomickych rovnic. Pfitom binomicka
rovnice je rovnice tvaru

" —a = 0

kde a je dané komplexni ¢islo,  je neznamé a n > 1 je prirozené cislo. Resit takovou
rovnici znamend najit vSechna komplexni ¢isla, ktera ji vyhovuji. Tato komplexni ¢isla
budeme také nazyvat (komplexni) n—té odmocniny z komplexniho éisla a .

Pfi FeSeni binomickych rovnic budeme vzdy predpokladat, Ze a # 0, protoZe pro
a = 0, ma tato rovnice ziejmé jediné tfeSeni, a to x = 0. Tento predpoklad nam
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také umozni vyjadrit ¢islo a v goniometrickém tvaru. ReSeni binomickych rovnic jsou
popsana v nasledujicim tvrzeni.

Véta 3.2.
Binomickd rovnice

kde a = |a| (cosa+ i sina), md v oboru komplexnich ¢isel pravé n riznych fesent, a to

— 2k 2k
n n

Diikacz.
K tomu, abychom tuto vétu dokazali, je tfeba ukazat tii véci, a to, zZe:

1. ¢islo x dané rovnici vyhovuje — to vSak ihned dostaneme dosazenim ¢isla x; do
dané rovnice a umocnénim podle véty 3.1.

2. ¢isla xg,x1, ... ,Tp_1 jsou navzajem rizna — to bezprostiedné vyplyva z vyjadieni
komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru a z vlastnosti funkci kosinus a sinus.

3. zadna dalsi feseni dané binomické rovnice neexistuji.
Je-li tedy z = |z|(cos¢ + ising) FeSenim dané rovnice, potom po dosazeni z za x
do dané rovnice a tpravé dostaneme :

| z|™ (cosnp +isinng) = |a|(cosa + isina).
Z rovnosti dvou ¢isel v goniometrickém tvaru vSak plyne, Ze
|z|" = |a| A np =a+t-2n, kde t € Z,
odkud ihned vyplyva, 7Ze z je rovno nékterému z ¢isel xg, 21, ... ,Tp_1. [
Pokud bychom si vSechna feSeni binomické rovnice ™ — a = 0 chtéli nakreslit

v Gaussoveé roviné, pak zjistime, ze ¢isla xg,z1, ... ,T,_1 lezi ve vrcholech pravidelného
n-uhelniku vepsaného do kruznice se stfedem v pocatku a polomérem {/|al.

Priklad 3.2.
2i - (/3 —4)10
(1+iV3)8 . (—=1414)8

Naleznéte vSechny paté odmocniny z komplexniho ¢isla a =

Reseni.
Hledané feseni oznacime z. Spocitame zvlast jeho absolutni hodnotu a jeho argument
(s vyuzitim pocetnich pravidel, ktera jsme uvedli diive). Tedy:

. .10
o 120]-[ V3~ _
. 8 . o
114+iv3] | —14i]°

2] =
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(arg(2i) + 10 arg(v/3—i) — [8arg(1+iv3) + 6arg(—1+i)] + k27m) =

(2+10- Y7 —-8-Z —6-3r+k-2r) = Imr+ k- 2r.

argz =

g~ oY=

Hledanymi patymi odmocninami z a je pak nasledujicich pét komplexnich ¢isel (misto
™

argumentu Im maZeme vzit hodnotu 27 — 27 = Z 7z intervalu (0,2r)):

2z, = cos(E4+k-2m) + isin(%+k-2m) pro k=0,1,2,3,4.

Velmi dilezitym zvlastnim pripadem binomické rovnice je rovnice
" —1 =0.

Reseni této rovnice budeme nazyvat n-té odmocniny z jedné. Vzhledem k tomu, ze
¢islo 1 (chapané jako komplexni ¢islo) ma argument o = 0 a jeho absolutni hodnota je
rovna jedné, dostavame dosazenim do vzorce pro feSeni binomické rovnice, ze pro n-té
odmocniny 7z jedné plati:

2km . 2km

Tp = €O0S—— + ¢ sin— k=0,1,2, ... ,n—1.
n n

Vidime tedy, 7e n-tych odmocnin 7 jedné (v oboru komplexnich ¢isel) je pravé n a
jejich obrazy, nakreslené v Gaussové rovingé, lezi ve vrcholech pravidelného n-tthelniku
vepsaného do jednotkové kruznice se stfedem v pocatku, pricemz jeden z vrcholi lezi
v bodé 1 na realné ose. Nakreslete si sami obrazek znazornujici naptiklad vSech osm
osmych odmocnin z jedné.

Na zévér naSich tivah o binomickych rovnicich uvedme dvé dilezité vlastnosti n-tych
odmocnin z jedné, které budeme pozdéji vyuzivat.

Véta 3.3.

Pro n —té odmocniny z jedné plati :

1. soucin dvou n-tych odmocnin z jedné je opét n-ta odmocnina z jedné

2. prevracend hodnota n-t€ odmocniny z jedné je opét n-ta odmocnina z jedné.

Dikaz.

Necht z,,zs jsou libovolné n-té odmocniny z jedné. Potom je: z'! =1 a 27 =1.

Nyni vezméme ¢islo z,.-x; a ¢islo — a umocnéme je na n—tou. Dostaneme:
Ty
1\n 1"
(xr.xs)n = _’L‘;;l’ x? = 1 a (—) = _n = 1,
T, xn
odkud plyne, Ze ¢isla x,-xs a — jsou feSenimi binomické rovnice z” — 1 = 0. Jinak
Ty
feceno, obé ¢isla jsou n-tymi odmocninami z jedné. [ |
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