Sbirka priklada z okruhtii a polynomt pro predmét Matematika I1

Kapitoly a pfiklady oznacené hvézdickou pfesahuji svym obsahem nebo obtiznosti pozadavky ke zkousce.

1 Okruhy

Komplexni ¢isla
1. Urcete vSechna komplexni feseni rovnice z” = 2 pro n € N.

2. Naleznéte rovnici, jejiz komplexni feseni tvoii v Gaussové roviné rovnostanny trojihelnik se stfedem v nule
a jednim vrcholem v 4.

3. Reste v C kvadratickou rovnici 2% + (1 + 3i)z +4 —2 = 0.

4* Urdete vSechna komplexni feseni rovnice 2% + 2% + 22 + =z + 1 = 0.

Okruhy, podokruhy

5. Rozhodnéte, zda mnoZina M je podokruhem okruhu (C, +, -):
a) M ={a+2i|aecR},
b) M ={a+2i|acC},
o) M ={a+bi|]acR,beN},
d) M ={3a+bi|acZbel},
Y M ={a+2bi|acZ,becZ}
) M = {5z |acZkecNj.

— D

6. Urcete, které prvky nalezi nejmensimu podokruhu okruhu (C, +, -) obsahujicimu éislo a pro
a) a = /3,
b) a = /2,
¢)a=1i,
d) a:cos%”Jrisin%” =&,

e)a:c0527”+isin27”:§7,
f) a =,

g) a=+/n,

h) a = ¥/n,

i) a = /ni.

je komutativni okruh. Rozhodnéte, zda je okruh i

7. Necht (R, +,")
kde [ je operace definovand vztahem a b =a-b+b - a pro libovolné a,b € R,

Obory integrity, invertibilni prvky okuhu, télesa

8. Rozhodnéte, zda nésledujici podmnozina A okruhu raciondlnich ¢isel (Q, -+, ) je okruh, pfipadné obor inte-
grity. Jde-li o okruh, charakterizujte jeho invertibilni prvky.

a) A={L|peZqgeN3iq}

b) A={3 |meZnecN;}

c) A={g |meZneN}

9. Rozhodnéte, zda nésledujici podmnozina M okruhu komplexnich &isel (C,+,-) je okruh, obor integrity,
poptipadé téleso. Jde-li o okruh, charakterizujte jeho invertibilni prvky.

a) M = {a+bi|abelZ}

by M ={a+b-v/5|abecQ}

) M={a+b V5|abecQ}

d) M = {a+b- Y8 | 4 bheq}



10. Rozhodnéte, zda je (M, ®,®) okruh, obor integrity, téleso:
ayM=Zzoy=z+y—l,z0y=z-y—1
b)M=Z zsdy=2+y—1, 20y=a+y—ay

) M = @, operace jako v b)

d) M=QxQ, (z,9) ® (u,v) = (z +u,y +v), (2,9) © (v, v) = (zu + 2yv, v + yu)

e) M =7y xZa, (z,y) ® (u,v) = (z+u,y +v), (,9) © (u,v) = (zu + yv, zv + yu + yv)

¢)

11.* Naleznéte invertibilni prvky okruhu ({a + b - HT‘/& |a,beZ},+,)

12.* Pro prvky z piikladu 6 najdéte nejmensi podtéleso télesa (C, +, -) obsahujici dany prvek.

Homomorfismy okruhu

13. Uvazujme zobrazeni f : C — C definované takto:
a) fla+bi)=a-+b,
b) f(a+bi) = a? + b?,
¢) fla+bi) =a — bi,
pro a,b € R. Rozhodnéte, zda je f homomorfismus okruhu (C, +, ) do okruhu (C, +, ).

14.* Urcete, zda je okruh (Zs,+,) x (Zs3,+, ) oborem integrity. Je izomorfni s okruhem (Zg, +, -)?
15. Dokazte, Ze okruh (Z, ®,®) z piikladu 10 b) je izomorfni s okruhem (Z, +, -).

16. Urcete viechny ¢tvefice (a,b, c,d) € R* takové, 7e piedpis a(r + si) = (ar + bs) + (er + ds)i, pro r, s € R,
definuje homomorfismus « : C — C okruhu C do sebe. Pro které z nich se jedna o izomorfismus?

17* Bud Q(v3) = {a + bv/3 | a,b € Q} podokruh okruhu (R, +,-). UkaZte, Ze (Q(v/3), +, -) je téleso. Dokaite,
7e libovolny okruhovy homomorfismus a : Q(v/3) — C je identicky na mnoziné racionélnich dsel, tj. Vr € Q :
a(r) = r. Popiste vechny okruhové homomorfismy o : Q(v/3) — C. Které z nich jsou izomorfismy?

2 Polynomy

Déleni v okruzich polynomu

18. V QJz] délte se zbytkem polynomy

a) (> +a23—2x+1): (=2 +x+1),

b) (323 + 1022 + 2z — 3) : (5?2 + 25z + 30),
c) (12z* + 323 — 4z + 3) : (222 — 1),

d) @+t +22+1): (22 -2+ 1).

19. V QJz] délte se zbytkem polynomy
a) (223 + 322 —4z +5) : (z — 2),
b) (4x* — 322 —z +2) : 3z + 1).

Koreny polynomu

20. Uvazme polynom f = 2% — 625 + 9z + 823 — 2422 + 16 € Q[z]. DokaZte, 7e ¢ = 2 je kofenem a urdete jeho
nasobnost.

21. Urcete hodnotu koeficientu @ € @ tak, aby polynom f = 2° — az? — ax + 1 € Q[z] mél dvojnésobny kofen
c=—1.

22. Dokazte, Ze prokazdé n e N jec=1
a) dvojnasobnym kofenem polynomu nz™ "t — (n + 1)z" + 1 € Z[z],
b) trojnasobnym kofenem polynomu z?* — nz"™ + (n + 1)z"* — 1 € Z[z].



Tayloruv rozvoj polynomu
23. Vyjadfete polynom f = 2* + 223 — 322 — 4z + 1 v mocninéch linearniho polynomu = + 1.

24. Vyjadrete polynom f = (x —2)* + 4(x — 2)3 + 6(x — 2)2 + 10(z — 2) + 20 bez pocitani jednotlivych mocnin
polynomu z — 2.

Racionalni kofeny polynomu

25. Naleznéte vSechny racionélni kofeny polynomu v C[z] a urcete jejich ndsobnost.
a) 122% + 82° — 85z* + 1523 + 55z + 2 — 6
b) 427 — 162® + 2% + 55x* — 352° — 3822 + 122 + 8
c) 4x” — 232 + 17z* + 312® — 4922 + 242 — 4
d) 227 — 32% — 202° — 2* + 662> + 912 + 482 + 9
) 425 + 8zt — 2723 — 7922 — 56x — 12
f) 42° — 3523 + 1522 + 40z + 12
ER T
) b —8z2 + 11z + 6
i) 122% — 723 — 1922 — 3z + 2
j)3z® —a*+ 12— 322 + ix
k) 62% + 2% + 2?2 — 162 — 12
1) 925 — 212° — 172 + 1523 — 4222 — 34z — 6
)495 —122° + 9% — 1222 + 362 — 27
n) 227 — 32% — 82% + 62* + 1023 + 22 + 42 + 4
o)x +ad—222 — 3z —1
p) ° — 4zt + 423 + 222 — bz + 2
q) f=1227 — 5625 + 1152% — 1412* + 1032> — 3522 — 3z + 9
1) g =827 — 442 + 702° — 172* — 2423 + 1022 + 22 — 1

26. Urcete takové a € C, pro néz ma polynom f = 22% — 25 — 112* — 23 + az? + 2ax + 8 € C[z] kofen 2. Pro
toto a urcete v3echny racionalni kofeny polynomu f véetné nasobnosti.

27. Urdete viechna a € Z, pro kterd mé polynom z* 4 223 — 32? + ax — 4 racionéln{ kofen.

Rozklad polynomu

28. Napiste rozklad polynomu na soucin ireducibilnich faktorti postupné nad Q, R, C.

a) 3 — 22 ir+1
b) b3 —895 +1lx+6
c) 1224 — 1922 —Sx+2
d) 32° —x +1x3 22?2+ bz

¢

)695 + 23 + 2? —1695—12
f) 928 — 212° — 172% 4 152% — 4222 — 342 — 6
g) 425 — 1225 + 92% — 1222 + 362 — 27

29. Napiste rozklady na soucin ireducibilnich polynomi postupné nad C,R, Q téch polynomt z Pfikladu 25,
u kterych znate dostatek racionélnich kofent.

30. Urcete vSechny kofeny polynomu
a) f =45 — 42t — b52® —T2? + 2 + 2 € Clz],
b) f =4z° —122* — 1323 — 1322 + 3z + 4 € Clz],
vite-li, Ze ma tfi kofeny racionalni. RozloZte tento polynom na ireducibilni faktory postupné nad Q,R, C.



Komplexné sdruzené koreny

31. Urcete viechny kofeny polynomu f = 27 —42°% +82% — 7Tz* + 822 —8z + 4 € Clz], vite-li, Ze ma dvojnasobny
kofen 1 + 4. Rozlozte tento polynom na ireducibilni faktory postupné nad Q, R, C.

32. Mezi vSemi normovanymi polynomy s redlnymi koeficienty, které maji jednoduchy kofen —% a dvojnasobny
kofen 3 + 2i, naleznéte polynom nejmensiho stupné. Rozlozte tento polynom na ireducibilni polynomy nad
Q,R,C.

33. Urcete viechny koteny polynomu f = x® — 72® + 202* — 3023 + 3722 — 55z + 50 € Clz], vite-li, Ze ma
dvojnisobny koien 2 — 7. RozloZte jej na ireducibilni faktory postupné nad Q, R, C.

34. Mezi vSemi normovanymi polynomy s redlnymi koeficienty, které maji dvojnasobny kofen % a dvojnisobny
kotfen

a) 1 —1,

b) 1 — 24,
naleznéte polynom nejmensiho stupné. Zapiste rozklad tohoto polynomu na ireducibilni faktory postupné nad
Q,R,C.

35. Naleznéte viechny kofeny polynomu z* + 422 + = + 6 € C[z] a urcete jejich nasobnost, vite-li, Ze jednim z
kotenti je &islo %ﬁ

36. Vime, e polynom f = 4z% — 42° + 42* — 423 4 522 — 3z + 1 € C[z] mé dvojndsobny kofen £ + £i. Urcete
zbyvajici kofeny polynomu f.

37. Uvedte pfiklad polynomu v R[z], resp. v Z[z], jehoZ kofenem je
a) 1+14,
b) 2 4+ V34,
c) V3 — bi.

Polynomy nad Z,
38. Naleznéte vSechny kofeny polynomu z° + 52* — 22 —z + 3 v Zr.

39. Urcete vSechny ireducibilni polynomy
a) nad Z» stupné mensiho nez 5,
b) nad Zs stupné mensiho nez 4.

40. Naleznéte viechny koteny polynomu 28 —2° — 2% — 23 — 22 —x + 1 € Zs[z] v Z3|z] a urdete jejich nasobnost.
41. Urdete néjaky prvek a € Zs takovy, Ze polynom z* 4 2% 4 ax + 1 je ireducibilni nad Zs.
42. Urcete viechny prvky a € Zr, pro které je polynom z* + 22 + = + a ireducibilni nad Z-.

43. Udejte ptiklad polynomu

a) g € Zs|x], ktery je stupné 5, ma dvojnasobny kofen 2 a zZadné jiné kofeny nema,

b) g € Zs[x], ktery je stupné 5, neni ireducibilni a nem4 Z4dny kofen,

¢) g € Zs[z], ktery je stupné 4, neni ireducibilni a nem4 zadny kofen,

d) g € Zs[x], ktery je stupné 5, neni ireducibilni a nem4 Z4dny kofen,

e) g € Zs[x], ktery je stupné 6, ma dvojnisobny kofen 2, jednoduchy kofen 4 a kter§ nemd zidné dalsi
kofeny.

44. Rozlozte polynomy na ireducibilni faktory.
a) 2% +2° + 2?2 + 1 € Zs|z]
b) 27+ 32% +22° —2' + 32% —2? + 2 + 1 € Zsz]
o) 2’ +at+ 2P+ 2%+ + 1€ Zyn]
d) 27 — 25 +22* + 23 — 2% + 2 € Zs[z]
e*) 25 + 2t + 23 — 22 + 1 € Zs]z]
f) 2 + 23 + 2+ 1 € Zy[a]
g*) z° + 32® + z + 3 € Zs|z|



Eisensteinovo kritérium *

45. Ukazte, Ze polynom
a) 2" + p, kde n € N, p je prvodislo,
b) 2% + 23 + 1,

je ireducibilni nad Q.

46. Najdéte n € N takové, Ze 22 — n je ireducibilni, ale nespliiuje podminku Eisensteinova kritéria.

47. Najdéte n € N tak, aby polynom z™ + n
a) byl
b) nebyl
ireducibilni nad Q.

48. Urcete, ktery z polynomti f = 2° + 323 — 92 + 3 € Z[z] a g = 2* + 423 + 52? — 3 € Z|z| je ireducibilni
nad Z a ktery lze rozlozit na soucin polynomu nizsiho stupné. Napiste rozklady polynomt f a g na ireducibilni
faktory nad Z.

Euklidiv aloritmus, Bezoutova rovnost

49. Naleznéte polynomy f, g € Z[z], které jsou stupné 3, kazd§ z nich m4 alespoii jeden alespoii dvojnésobny
korfen a jejich nejvétsi spoleény délitel je

a) 22 +x — 6,
b) 2% +z — 2,
c) 2% + 2z — 3.

Vyjadrete nejvétsi spolecny délitel polynoma f, g Bezoutovou rovnosti.

50. Naleznéte polynomy f, g € Z[z], které jsou stupné 4, kazd§ z nich m4 alespoii jeden alespori trojnasobny
korfen a jejich nejvétsi spoleény délitel je

a) 22 +x — 2,
b) 22 + 2z — 3,
c) %2 — 2z — 3.

Vyjadrete tento nejvétsi spolecny délitel polynomt f, g Bezoutovou rovnosti.

51. Pro dané dvojice polynomt f, g € R[z] najdéte normovany polynom, ktery je jejich nejvétsim spoleénym
délitelem. Najdéte koeficienty do pfislusné Bezoutovy rovnosti.

a) f=2t+1,g=2-1

b) f=a2%+32%3 22 —4x — 3,9 =323+ 1022 + 22 — 3

c) f=a%-5xt +42% + 822 —8r -3, g =2 —22% — 72?2 + 8z + 3

Nasobné koreny *

52. Naleziite vSechny aspoil dvojnasobné kofeny polynomu
a) 25 + 625 + 1521 + 2023 + 1222 — 4,
b) z* — 223 — 22 + 22 + 1,
c) ° — bzt + 53 — bx + 1,
d) z* + 623 + T2? — 62 + 1.

53. Rozlozte v C[z] na linedrni faktory polynom
a) zt + 2ix® + 22 + 2ix + 1, vite-li, Ze m4 dvojnasobny kofen,
b) z* + 622 — 8ix — 3, vite-li, Ze m4 trojnisobny kofen.
c) 2 — 422 + 16z + 32, vite-li, Ze m4 alesponi jeden kofen vicenasobnj.
d) 2° + 1023 — 20iz? — 15z + 44, vite-li, Ze m4 ¢tyFnésobny kofen.
e) 23 — 6ix + 4 — 4i, vite-li, Ze ma dvojnasobny kofen.
f) 2* + 622 + Biz — 3, vite-li, Ze m4 trojnasobny koten.



Rozklad racionalni lomené funkce na soucet parcialnich zlomku

54. Rozlozte raciondlni lomenou funkci na soucet parcialnich zlomkti nad Q.
2
x°—x+1
a) z§+2142+12
z°—4x” —4x—2
b) 6 —2x34+1
C) 3u43u2 —Ta—T
x®—3xi+4x%— 1222 +4x—12
4 2
x4t —1
d) % —10x3+25
) z5fz4fz3+zz+zfl
6 —6x4+1222—8

4zt 422 152247
x5 —2x44+6x3—1222+9x—18
) 8z®—9z>—18x422
€) 127 T6a3 12502 21070

212® 1622 12241

9z4 —3x3+1322+11x+2

) 3z4+213717z277z77
225 —Txrd 4623 —3x2+4x+4

8wt 420% 132213016
35 +5x4+ 723 +922+2x—2
k) 5%+ 7226210

5 44xd4 4223 422482+ 16
1) z372zzfz+16
x5 —Bxd+Tx3 —2x2+4x—8




