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ÚVOD

Cílem mé práe je sestavit sbírku úloh z lineární algebry. Ta je urèena pøedev¹ím pro po-

sluhaèe prvního semestru oboru odborná informatika.

Látka je rozlo¾ena do deseti kapitol, které jsou uspoøádány v souladu se skripty [5℄

do. RNDr. P. Zlato¹e, CS. a s pøedná¹kami a vièeními RNDr. M. Èadka, CS. a Mgr. M. Se-

kaniny, Ph.D. Jejím základem jsou vièení ve skripteh [4℄ prof. J. Slováka, DrS., která

v¹ak podstatnì roz¹iøuje.

V ka¾dé kapitole pøipomínám nejdùle¾itìj¹í vìty a de�nie potøebnýh pojmù, z nih¾

nìkteré jsou ve struènosti popsány v seznamu pou¾itého znaèení. Dále jsou zde obsa¾eny

øe¹ené pøíklady, které ètenáøi poskytují návody na øe¹ení danýh problémù, a úlohy k pro-

vièení a dùkladnému pohopení látky. Pøíklady i vièení jsou øazeny postupnì od jedno-

du¹¹íh po slo¾itìj¹í a s nìkterými typy se student setká také v zápoètovýh a zkou¹kovýh

testeh. Výsledky vièení je pak mo¾né zkontrolovat v závìru sbírky.

Sbírka dává studentùm mo¾nost ovìøit si své znalosti samostatným øe¹ením úloh. Tako-

výh sbírek sie existuje elá øada (napø. [1℄ nebo [3℄), av¹ak ty jsou buï obtí¾nì dostupné

nebo nepokrývají v¹e, o se v souèasné dobì pøedná¹í v prvním semestru lineární algebry

na Masarykovì univerzitì.
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SEZNAM POU®ITÉHO ZNAÈENÍ

Uvedené znaèení je pou¾íváno v elé sbíre a ve vìt¹inì pøípadù koresponduje se zna-

èením v [5℄.

a; b;  bì¾né skaláry - prvky pole K

�; �;  báze vektorovýh prostorù

C mno¾ina v¹eh komplexníh èísel

dimV dimenze vektorového prostoru V

Dir V zamìøení vektorového prostoru V

E jednotková matie

EØO elemetrární øádkové operae

"

n

standardní báze v R

n

(f)

�;�

matie lineárního zobrazení f v bazíh �; �

(id

V

)

�;�

matie pøehodu od báze � k bázi �

Im f obraz zobrazení f

K obené pole skalárù

K

n

mno¾ina v¹eh uspoøádanýh n-ti prvkù z K

K

n

[x℄ mno¾ina v¹eh polynomù v promìnné x nad K stupnì nejvý¹e n

Ker f jádro zobrazení f

[M ℄ lineární obal mno¾iny M

Mat

m;n

(K) mno¾ina v¹eh mati typu m� n nad polem K

Mat

n

(K) Mat

n;n

(K)

N mno¾ina v¹eh pøirozenýh èísel

R mno¾ina v¹eh reálnýh èísel

R

+

mno¾ina v¹eh kladnýh reálnýh èísel

s

i

(A) i-tý sloupe matie A

Tr (A) stopa matie A

U;V;W vektorové prostory

u; v; w vektory

x; y; z neznámé, vektory

(x)

�

souøadnie vektoru x v bázi �

Z mno¾ina v¹eh elýh èísel

Z

n

mno¾ina zbytkovýh tøíd modulo n
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1. OPAKOVÁNÍ, POÈÍTÁNÍ S KOMPLEXNÍMI ÈÍSLY

Komplexní èísla jsou èísla tvaru z = a + ib, kde a 2 R se nazývá reálná èást komplex-

ního èísla z, b 2 R se nazývá imaginární èást komplexního èísla z a pro i (tzv. imaginární

jednotku) platí i

2

= �1. Tento tvar komplexního èísla se nazývá algebraiký tvar komplex-

ního èísla z.

Pro komplexní èísla u = a+ib; v = +id de�nujeme operae sèítání, odèítání a násobení

takto:

u� v = (a� ) + i(b� d)

u � v = (a� bd) + i(ad + b)

Èíslo z = a� ib se nazývá komplexnì sdru¾ené k èíslu z = a + ib, èíslo �z = �a � ib

je opaèné komplexní èíslo k èíslu z = a+ ib.

Reálné èíslo jzj =

p

a

2

+ b

2

se nazývá absolutní hodnota komplexního èísla z = a + ib.

Platí jzj

2

= z � z. Komplexní èíslo, pro které platí jzj = 1, se nazývá komplexní jednotka.

Èíslo z

�1

s vlastností z � z

�1

= 1 se nazývá pøevráené èíslo komplexního èísla z. Platí

z

�1

=

z

jzj

2

.

Podíl komplexníh èísel u = a+ ib a v = + id 6= 0 je de�nován jako souèin u � v

�1

.

Komplexní èísla znázoròujeme v kartézské soustavì souøadni xy (tzv. rovina komplex-

níh èísel nebo také Gaussova rovina).

Komplexní èíslo z = a + ib; z 6= 0 mù¾eme rovnì¾ zapsat v goniometrikém tvaru

z = r(os� + i sin�), kde r 2 h0; 2�) je rovno jzj, os� =

a

jzj

; sin� =

b

jzj

. Èíslo � 2 R se

nazývá argument komplexního èísla z.

Sèítání komplexníh èísel odpovídá sèítání vektorù v rovinì.

Násobení komplexního èísla z reálným skalárem k odpovídá stejnolehlosti v rovinì

s koe�ientem k se støedem v poèátku; F (z) = kz:

Násobení komplexního èísla z komplexní jednotkou (os� + i sin�) odpovídá otoèení

v rovinì o úhel � okolo poèátku; F (z) = z(os� + i sin�).

Násobení komplexního èísla z pevným komplexním èíslem r(os� + i sin�) odpovídá

slo¾ení stejnolehlosti a otoèení; F (z) = zr(os� + i sin�).

Èíslo z 2 C se nazývá n-tá odmonina èísla a + ib 2 C právì tehdy, kdy¾ je koøenem

rovnie z

n

= a+ ib.

K øe¹ení rovnie z

n

= a+ ib pou¾ijeme goniometriký tvar komplexního èísla. Pí¹eme

z

n

= a + ib = R(os� + i sin�);

kde R; � jsou známé. Èíslo z hledáme ve tvaru

z = r(os'+ i sin'):
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Z rovnosti

z

n

= r

n

(os'+ i sin')

n

= r

n

(os n'+ i sinn') = R(os�+ i sin�)

vyplývá r

n

= R, tedy r =

n

p

R a n' = �+ 2k�, tedy ' =

�

n

+

2k

n

�; k = 0; 1; :::; n� 1.

Existuje n øe¹ení rovnie.

Pøíklad: Øe¹te rovnii z

3

= 8i.

Øe¹ení: Komplexní èíslo 8i pøevedeme na goniometriký tvar:

j8ij = 8; os� = 0; sin� = 1; � =

�

2

) 8i = 8(os

�

2

+ i sin

�

2

).

Tedy

z

3

= r

3

(os 3'+ i sin 3') = 8(os

�

2

+ i sin

�

2

)

z èeho¾ dostáváme

r

3

= 8 ) r = 2

3' =

�

2

+ 2k� ) ' =

�

6

+

2k

3

�

Nyní za k dosadíme èísla 0; 1; 2, urèíme jednotlivé úhly a vypoèteme v¹ehna øe¹ení

rovnie:

k = 0 : '

0

=

�

6

= 30

Æ

) z

1

= 2(os 30

Æ

+ i sin 30

Æ

) =

p

3 + i

k = 1 : '

1

=

�

6

+

2

3

� =

5

6

� = 150

Æ

) z

1

= 2(os 150

Æ

+ i sin 150

Æ

) = �

p

3 + i

k = 2 : '

2

=

�

6

+

4

3

� =

9

6

� = 270

Æ

) z

2

= 2(os 270

Æ

+ i sin 270

Æ

= �2i

Cvièení:

1. Jsou dána komplexní èísla a = �6 + 2i; b = 3 + 5i. Vyjádøete v algebraikém tvaru

èísla

(a) (a� b)

3

(b) ab

()

a

b

2. Upravte a vyjádøete v algebraikém tvaru èísla:

(a) (3i� 7)(8 + i)

(b) �i + 2i(3� 4i)

()

3�2i

1�i

(d)

1+i

3�4i

(e)

(1+2i)(2+i)(3�2i)

(1�i)

2

(f)

�

1+i

1�i

�

2

�

�

1�i

1+i

�

3
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3. Urèete v¹ehna reálná èísla x; y, pro která platí

(a) (1 + i)x + (13 + 7i)y = 0,

(b) 4(2 + i)x + (1� 4i)y = (3 + i)x� 4(2i� 1)y � 7 + 9i.

4. Øe¹te následujíí rovnie:

(a) (1 + i)z = 2i

(b) (8� 3i)z = 1 + i

p

2

() (5� i)z =

3i

7+6i

5. Napi¹te v goniometrikém tvaru komplexní èísla

(a) �1 + i

p

3

(b) �

p

2(1� i)

() 3� i

p

3

6. Øe¹te následujíí rovnie:

(a) x

3

= 8

(b) x

4

+ 2 = 0

() x

3

+ 1 = 0

(d) x

5

� 1 = 0

(e) 7x

3

+ 24 = 0
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2. POLE A VEKTOROVÉ PROSTORY

Polem rozumíme mno¾inu K se dvìma význaènými prvky { nulou a jednièkou a dvìma

binárními operaemi na K { sèítáním a násobením takovými, ¾e platí následujííh deset

axiomù:

(1) (8a; b 2 K)(a+ b = b + a)

(2) (8a; b;  2 K)(a+ (b + ) = (a+ b) + )

(3) (8a 2 K)(a+ 0 = a)

(4) (8a 2 K)(9b 2 K)(a+ b = 0)

(5) (8a; b 2 K)(a � b = b � a)

(6) (8a; b;  2 K)(a � (b � ) = (a � b) � )

(7) (8a 2 K)(1 � a = a)

(8) (8a 2 K n f0g)(9b 2 K)(a � b = 1)

(9) (8a; b;  2 K)(a � (b + ) = a � b + a � )

(10) 0 6= 1

2.1 ZBYTKOVÉ TØÍDY

Pro ka¾dé n 2 N znaèí

Z

n

= fk 2 N; k < ng = f0; 1; :::; n� 1g

mno¾inu zbytkovýh tøíd modulo n se dvìma bimárními operaemi { sèítáním a násobením

takovými, ¾e 8a; b 2 Z

n

platí

(1) a + b = zbytek po dìlení (a+ b) : n,

(2) a � b = zbytek po dìlení (a � b) : n.

Pøíklad: Najdìte opaèné a inverzní prvky k prvkùm mno¾iny Z

5

.

Øe¹ení: Opaèným prvkem k a je podle axiomu (4) takové b, pro které platí a + b = 0.

Jak snadno zjistíme z tabulky pro sèítání v Z

5

, opaèným prvkem k 1 je 4, ke 2 je to prvek

3, k 0 je to opìt 0.

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

Tabulka 1: Tabulka pro sèítání v Z

5

.

Inverzním prvkem k a je podle axiomu (8) takové b, pro které platí a � b = 1. V tabule

pro násobení v Z

5

vidíme, ¾e inverzním prvkem k 1 je opìt 1, ke 2 je to prvek 3, ke 4 opìt

4. K 0 inverzní prvek neexistuje.
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� 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

Tabulka 2: Tabulka pro násobení v Z

5

.

Pøíklad: Øe¹te v Z

5

rovnii 3x+ 4 = 3.

První øe¹ení: Rovnii upravíme pøiètením opaèného prvku ke 4 k obìma stranám rov-

nie. Tedy

3x + 4 + 1 = 3 + 1 ) 3x = 4:

Dále elou rovnii vynásobíme inverzním prvkem ke 3, èím¾ dostaneme

2 � 3x = 2 � 4 ) 1 � x = 3:

Druhé øe¹ení: Rovnii opìt upravíme na tvar 3x = 4: V multiplikativní tabule pro

násobení v Z

5

najdeme prvek, který dá v souèinu s 3 výsledek 4. Tímto prvkem je 3, o¾

je pøímo øe¹ením rovnie.

Poznámka: V Z

n

pro n prvoèíslo má rovnie ax+ b =  pro a 6= 0 právì jedno øe¹ení.

V Z

n

pro n slo¾ené mohou nastat pøípady, kdy má rovnie víe øe¹ení, právì jedno øe¹ení

nebo nemá øe¹ení ¾ádné.

Cvièení:

1. V Z

p

øe¹te rovnii 2x + 1 = 2 pro p = 3; 5; 7:

2. V Z

p

øe¹te rovnii 7x + 9 = 8 pro p = 11; 13:

3. V Z

p

øe¹te rovnii 4x + 3 = 0 pro p = 5; 7; 11:

4. V Z

8

najdìte v¹ehna øe¹ení rovni

(a) 4x+ 6 = 5

(b) 4x + 6 = 2

5. V Z

9

najdìte v¹ehna øe¹ení rovni

(a) 5x+ 7 = 4

(b) 8x + 4 = 7

6. V Z

6

najdìte rovnie, které

(a) mají víe øe¹ení,

(b) mají právì jedno øe¹ení,

() nemají ¾ádné øe¹ení.
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7. V Z

7

nejdìte v¹ehna øe¹ení rovni

(a) x

3

= 1

(b) x

3

= 6

8. V Z

11

najdìte v¹ehna øe¹ení rovni

(a) x

2

+ x = 9

(b) x

2

+ 2x = 8

9. Najdìte v¹ehna øe¹ení rovnie x

3

+ 2x = 2

(a) v Z

5

(b) v Z

6

() v Z

7

2.2 VEKTOROVÉ PROSTORY

Neh» K je pole. Vektorovým prostorem nad polem K nazýváme mno¾inu V s význaè-

ným prvkem 0 a dvìma binárními operaemi { sèítáním + : V � V ! V a násobením

� : K�V! V takovými, ¾e platí:

(1) (8u; v 2 V)(u+ v = v + u)

(2) (8u; v; w 2 V)(u+ (v + w) = (u+ v) + w)

(3) (8u 2 V)(0 + u = u+ 0 = u)

(4) (8u 2 V)(9v 2 V)(u+ v = 0)

(5) (8k; l 2 K)(8u 2 V)(k � (l � u) = (kl) � u)

(6) (8u 2 V)(1 � u = u)

(7) (8k 2 K)(8u; v 2 V)(k � (u+ v) = k � u+ k � v)

(8) (8k; l 2 K)(8u 2 V)((k + l) � u = k � u+ l � u)

Nejèastìj¹ím pøípadem vektorového prostoru nad polem K je pro libovolné n 2 N

mno¾ina

K

n

= f(x

1

; :::; x

n

); x

1

; :::; x

n

2 Kg

v¹eh uspoøádanýh n-ti prvkù z K spolu s operaemi

x + y = (x

1

; :::; x

n

) + (y

1

; :::; y

n

) = (x

1

+ y

1

; :::; x

n

+ y

n

);

x = (x

1

; :::; x

n

) = (x

1

; :::; x

n

);

kde x = (x

1

; :::; x

n

) 2 K

n

; y = (y

1

; :::; y

n

) 2 K

n

a  2 K. Roli nuly v K

n

hraje uspoøádaná

n-tie 0 = (0; :::; 0), opaèným prvkem k x = (x

1

; :::; x

n

) 2 K

n

je prvek �x = �(x

1

; :::; x

n

) =

(�x

1

; :::;�x

n

).

Pøíklad: Zjistìte, zda mno¾ina R

+

= fx 2 R; x > 0g s operaemi x � y = x � y;

a � x = x

a

pro x ; y 2 R

+

; a 2 R tvoøí vektorový prostor nad polem R.
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Øe¹ení: Abyhom zjistili, zda je daná mno¾ina vektorovým prostorem, musíme ovìøit

v¹eh osm axiomù vektorového prostoru:

(1) x� y = y � x

Dùkaz: x� y = x � y = y � x = y � x

(2) (x� y)� z = x� (y � z)

Dùkaz: (x� y)� z = (x � y) � z = x � (y � z) = x� (y � z)

(3) Neutrální prvek pro� je 1:

Dùkaz: x� 1 = x � 1 = x

(4) Inverzní prvek pro� k prvku x je

1

x

:

Dùkaz: x�

1

x

= x �

1

x

= 1

(5) (a � b)� x = a� (b� x)

Dùkaz: (a � b)� x = x

a�b

= (x

b

)

a

= a� (b� x)

(6) 1� x = x

Dùkaz: 1� x = x

1

= x

(7) a� (x� y) = (a� x)� (a� y)

Dùkaz: a� (x� y) = (x � y)

a

= x

a

� y

a

= (a� x)� (a� y)

(8) (a+ b)� x = (a� x)� (b� x)

Dùkaz: (a+ b)� x = x

(a+b)

= x

a

� x

b

= (a� x)� (b� x)

Daná mno¾ina splòuje v¹eh osm axiomù, tvoøí tedy vektorový prostor.

Cvièení:

1. Zjistìtì, zda jsou následujíí mno¾iny vektorové prostory nad R. Pokud ne, urèete,

které axiomy vektorového prostoru nejsou splnìny.

(a) V = f(x; y; z)g s operaemi (x; y; z) + (x

0

; y

0

; z

0

) = (x + x

0

; y + y

0

; z + z

0

);

k(x; y; z) = (kx; y; z)

(b) V = f(x; y)g s operaemi (x; y) + (x

0

; y

0

) = (x + x

0

; y + y

0

);

k(x; y) = (2kx; 2ky)

() V = f(x; y); x � 0g se standardními operaemi sèítání vektorù, tj. (x; y) +

(x

0

; y

0

) = (x + x

0

; y + y

0

), a násobení vektoru skalárem, tj. k(x; y) = (kx; ky).

(d) V = f(x; y)g s operaemi (x; y) + (x

0

; y

0

) = (x + x

0

+ 1; y + y

0

+ 1);

k(x; y) = (kx; ky)

(e) Mno¾ina v¹eh n-ti reálnýh èísel tvaru (x; x; : : : ; x) se standardními operaemi

sèítání vektorù a násobení vektoru skalárem.

(f) V = f(1; x)g s operaemi (1; x) + (1; x

0

) = (1; x + x

0

);

k(1; x) = (1; kx)
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(g) Mno¾ina v¹eh mati typu 2 � 2 s reálnými koe�ienty se standardními opera-

emi sèítání mati a násobení mati skalárem.

(h) Mno¾ina v¹eh mati typu 2 � 2 tvaru

�

a 1

1 b

�

se standardními operaemi

sèítání mati a násobení mati skalárem.

(i) Mno¾ina v¹eh mati typu 2 � 2 tvaru

�

a 0

0 b

�

se standardními operaemi

sèítání mati a násobení mati skalárem.

2. Uva¾te, zda mù¾e vektorový prostor obsahovat dva rùzné nulové prvky (vektory).

Pokud ano, splòují oba axiom (4)? Zdùvodnìte.

3. Uva¾te, zda mohou k vektoru u ve vektorovém prostoru existovat dva rùzné opaèné

vektory (�u)

1

; (�u)

2

. Pokud ano, splòují oba axiom (5)? Zdùvodnìte.

4. Neh» V = C a K = R. Uka¾te, ¾e C je vektorový prostor nad R.

5. Uka¾te, ¾e mno¾ina polynomù stupmì nejvý¹e 2 s reálnými koe�ienty R

2

[x℄ =

fa

2

x

2

+ a

1

x + a

0

; a

2

; a

1

; a

0

2 Rg tvoøí vektorový prostor.

6. Neh» V = C

2

[x℄ je mno¾ina polynomù stupnì nejvý¹e 2 s komplexními koe�ienty.

Uka¾te, ¾e V tvoøí vektorový prostor nad C i nad R.
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3. MATICE, OPERACE S MATICEMI

De�nujme nejprve základní operae s matiemi.

Sèítání mati: Neh» A = (a

ij

) a B = (b

ij

) jsou matie typu m � n. Pak A + B =

(a

ij

) + (b

ij

) je matie typu m� n pro i = 1; :::; m; j = 1; :::; n:

Násobení mati skalárem: Neh» A = (a

ij

) je matie typu m� n, a 2 R je skalár. Pak

a � A = (a � a

ij

) je matie typu m� n pro i = 1; :::; m; j = 1; :::; n:

Násobení mati: Neh» A = (a

ij

) je matie typu m � n, B = (b

jk

) je matie typu

n� p. Pak AB = C = (

ik

) je matie typu m� p a 

ik

=

P

n

j=1

a

ij

b

jk

pro i = 1; :::; m; j =

1; :::; n; k = 1; :::; p:

Transponování mati: Neh» A = (a

ij

) je matie typu m� n. Pak A

T

= (a

ji

) je matie

typu n�m pro i = 1; :::; m; j = 1; :::; n.

Stopa matie, ozn. Tr(A), je souèet prvkù matie na hlavní diagomále. Tr(A) je de�-

nována pouze pro ètverové matie.

Pøíklad: Mìjme matie

A =

0

�

2 1

0 3

1 0

1

A

, B =

�

2 0 1 4

3 1 �1 �1

�

, C =

0

�

3

2

�1

1

A

, D =

�

1 �1

2 1

�

, E =

�

1 0 �2

�

,

F =

�

1 0

0 �7

�

.

Vypoètìte matie 2D � 5F;A + 3C;C

T

; A

T

; 2C + 4E

T

; AB;EC;CE; F

2

� 3D. Dále

vypoètìte stopy mati A; :::; F .

Øe¹ení:

2D � 5F = 2

�

1 �1

2 1

�

� 5

�

1 0

0 �7

�

=

�

2 �2

4 2

�

�

�

5 0

0 �35

�

=

�

�3 �2

4 37

�

Souèet A+ 3C není de�nován.

C

T

=

�

3 2 �1

�

A

T

=

�

2 0 1

1 3 0

�

2C + 4E

T

= 2

0

�

3

2

�1

1

A

+ 4

0

�

1

0

�2

1

A

=

0

�

6

4

�2

1

A

+

0

�

4

0

�8

1

A

=

0

�

10

4

�10

1

A

AB =

0

�

2 1

0 3

1 0

1

A

�

2 0 1 4

3 1 �1 �1

�

=

=

0

�

2 � 2 + 1 � 3 2 � 0 + 1 � 1 2 � 1 + 1 � �1 2 � 4 + 1 � �1

0 � 2 + 3 � 3 0 � 0 + 3 � 1 0 � 1 + 3 � (�1) 0 � 4 + 3 � (�1)

1 � 2 + 0 � 3 1 � 0 + 0 � 1 1 � 1 + 0 � (�1) 1 � 4 + 0 � (�1)

1

A

=

0

�

7 1 1 7

9 3 �3 �3

2 0 1 4

1

A
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EC =

�

1 0 �2

�

0

�

3

2

�1

1

A

=

�

1 � 3 + 0 � 2 + (�2)(�1)

�

= (5)

CE =

0

�

3

2

�1

1

A

�

1 0 �2

�

=

0

�

3 � 1 3 � 0 3 � (�2)

2 � 1 2 � 0 2 � (�2)

(�1) � 1 (�1) � 0 (�1) � (�2)

1

A

=

0

�

3 0 �6

2 0 �4

�1 0 2

1

A

F

2

� 3D =

�

1 0

0 �7

��

1 0

0 �7

�

� 3

�

1 �1

2 1

�

=

�

1 0

0 49

�

�

�

3 �3

6 3

�

=

�

�2 3

�6 46

�

Tr(D) = 2;Tr(F ) = �6, pro ostatní matie není stopa de�nována.

Cvièení:

1. Uva¾me matie nad Z

A =

0

�

1 0

2 1

�1 2

1

A

, B =

�

�1 0 2

�

, C =

�

1 0 0 �1

0 2 0 5

�

, D =

�

1 1

1 2

�

, E =

0

B

B

�

1

�3

0

7

1

C

C

A

,

F =

0

�

1 2 0

�2 0 �3

0 3 5

1

A

, G =

0

�

1 0 0

0 1 �4

1 0 1

1

A

, H =

�

1 0

1 �7

�

, I =

�

1 0 �2 4

�

.

(�) Které matie mù¾eme násobit sA zleva a zprava?

(�) Spoètìte (pokud je de�nováno):

(a) EI

(b) IE

() D

3

+ 4DH �H

2

(d) G

2

� 3F

(e) A� F

(f) A�GFA

(g) BACE � BFB

T

2. Uva¾me matie

A =

0

�

3 0

�1 2

1 1

1

A

,B =

�

4 �1

0 2

�

, C =

�

1 4 2

3 1 5

�

,D =

0

�

1 5 2

�1 0 1

3 2 4

1

A

, E =

0

�

6 1 3

�1 1 2

4 1 3

1

A

.

Spoètìte (je-li de�nováno):

(a) (4B)C + 2B

(b) 2A

T

+ C

() D

T

� E

T

(d) (D � E)

T
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(e) D

T

E

T

� (ED)

T

(f) (AB)C

(g) A(BC)

(h) Tr(D)

(i) Tr(D � 3E)

(j) 4Tr(7B)

(k) Tr(A)

(l) Tr(DD

T

)

(m) C

T

A

T

+ 2E

T

3. Mìjme A a B blokové matie:

A =

0

�

A

11

j A

12

�� j ��

A

21

j A

22

1

A

B =

0

�

B

11

j B

12

�� j ��

B

21

j B

22

1

A

Jejih souèin lze vyjádøit: AB =

0

�

A

11

B

11

+ A

12

B

21

j A

11

B

12

+ A

12

B

22

�������� j � � �� � ���

A

21

B

11

+ A

22

B

21

j A

21

B

12

+ A

22

B

22

1

A

za pøedpokladu, ¾e bloky mati A a B mají vhodné rozmìry. Tato metoda se nazývá

blokové násobení.

Vynásobte následujíí matie blokovì a výsledek ovìøte obyèejným matiovým náso-

bením:

(a) A =

0

B

B

�

�1 2 j 1 5

0 �3 j 4 2

�� �� j �� ��

1 5 j 6 1

1

C

C

A

B =

0

B

B

B

B

�

2 1 j 4

�3 5 j 2

�� �� j ��

7 �1 j 5

0 3 j �3

1

C

C

C

C

A

(b) A =

0

B

B

�

�1 2 1 j 5

0 �3 4 j 2

�� �� �� j ��

1 5 6 j 1

1

C

C

A

B =

0

B

B

B

B

�

2 1 j 4

�3 5 j 2

�� �� j ��

7 �1 j 5

0 3 j �3

1

C

C

C

C

A

() A =

�

3 �1 0 j �3

2 1 4 j 5

�

B =

0

B

B

B

B

�

2 �4 1

3 0 2

1 �3 5

�� �� ��

2 1 4

1

C

C

C

C

A
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4. Uka¾te, ¾e má-li A nulový øádek a B je matie taková, ¾e AB je de�nován, pak AB

obsahuje také nulový øádek.

Takté¾ uka¾te, ¾e má-li B nulový sloupe a AB je de�nován, pak i AB má nulový

sloupe.

5. Neh» E = (e

ij

) je matie typu n� n splòujíí

e

ij

=

(

1 pro i = j

0 pro i 6= j

Uka¾te, ¾e AE = EA = A pro libovolnou matii A typu n� n.

E se nazývá jednotková matie.

6. Najdìtì matii A = (a

ij

) typu 4� 4 splòujíí následujíí podmínky:

(a) a

ij

= i + j

(b) a

ij

= i

j�1

() a

ij

=

(

1 pro ji� jj > 1

�1 pro ji� jj � 1

7. Matií A tvaru n� n takovou, ¾e

(a) A

22

= a; A

ii

= 1 pro v¹ehna i 6= 2 a A

ij

= 0 pro i 6= j;

(b) A

13

= A

22

= A

31

= A

ii

= 1 pro i � 4 a A

ij

= 0 pro v¹ehny ostatní dvojie ij;

() A

13

= a; A

ii

= 1 pro v¹ehna i a A

ij

= 0 pro v¹ehny ostatní dvojie ij

vynásobte obenou matii B = (B

ij

) tvaru n�m zleva a obenou matii C = (C

ij

)

tvaru m� n zprava. Jak se výsledky násobení li¹í od matie B, resp. C?

8. Najdìte matii A typu 2 � 2 takovou, ¾e zobrazení

�

x

y

�

7! A

�

x

y

�

;R

2

! R

2

; je

stejnolehlost se støedem v

�

0

0

�

a koe�ientem 3.

9. Najdìte matii A typu 2� 2 tak, aby A

�

x

y

�

=

�

3x� 2y

�x + y

�

:

10. Kolik existuje mati A typu 3� 3 takovýh, ¾e platí:

(a) A

0

�

x

y

z

1

A

=

0

�

x + y

x� y

0

1

A

(b) A

0

�

x

y

z

1

A

=

0

�

xy

0

0

1

A
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11. Matie B se nazývá odmoninou matie A, jestli¾e platí BB = A.

(a) Najdìte odmoninu matie A =

�

2 2

2 2

�

:

(b) Kolik existuje rùznýh odmonin matie A =

�

5 0

0 9

�

:

() Mají v¹ehny matie typu 2� 2 odmoninu? Vysvìtlete.

12. Neh» O je nulová matie typu 2� 2.

(a) Existují matie A typu 2� 2 takové, ¾e A 6= O a AA = O? Doka¾te.

(b) Existují matie A typu 2� 2 takové, ¾e A 6= O a AA = A? Doka¾te.

13. Uka¾te, ¾e násobení sloupového vektoru v R

2

matií A =

�

os� � sin�

sin� os�

�

repre-

zentuje otoèení v rovinì o úhel �. Spoètìte A

2

; A

3

(obenì A

k

).

14. Neh» A =

�

1 1

1 2

�

. Doka¾te, ¾e A

n

=

�

a

2n�1

a

2n

a

2n

a

2n+1

�

, kde fa

n

g je Fibonaiho

posloupnost a a

1

= 1; a

2

= 1; a

n

= a

n�1

+ a

n�2

.

15. Orientovaný graf G je tvoøen mno¾inou vrholù V = f1; 2; :::; ng a mno¾inou hran

H = f(i; j) : i; j 2 V g.

Matie grafu G je de�nována takto: a

ij

= 1 právì, kdy¾ (i; j) 2 H, a

ij

= 0 právì,

kdy¾ (i; j) 62 H.

Cesta délky k je tvoøena posloupností èísel i

1

; i

2

; :::; i

k

; i

k+1

takovýh, ¾e (i

1

; i

2

); (i

2

; i

3

);

:::; (i

k

; i

k+1

) 2 H.

Urèete, jaký je vztah mezi A

2

; A

3

; :::; A

k

a estami délky 2; 3; :::; k.
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4. SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC

Pøíklad: Øe¹te systém rovni v R u¾itím Gaussovy eliminae.

2x

1

+ 3x

2

� x

4

= 1

3x

1

+ 2x

2

+ 4x

3

� 2x

4

= 0

x

1

� x

2

+ 4x

3

� x

4

= 2

Øe¹ení: Roz¹íøená matie soustavy je

0

�

2 3 0 �1 j 1

3 2 4 �2 j 0

1 �1 4 �1 j 2

1

A

Pomoí EØO (elementárníh øádkovýh operaí) upravujeme na shodovitý tvar. Poslední

øádek matie dáme na první místo, potom jeho (�2)-násobek pøièteme k pùvodnímu první-

mu øádku, který posuneme na druhé místo, a jeho (�3)-násobek pøièteme k pùvodnímu

druhému øádku, který posuneme na tøetí místo. Tak dostaneme matii

0

�

1 �1 4 �1 j 2

0 5 �8 1 j �3

0 5 �8 1 j �6

1

A

Pøiètením (�1)-násobku druhého øádku k tøetímu dostaneme matii

0

�

1 �1 4 �1 j 2

0 5 �8 1 j �3

0 0 0 0 j �3

1

A

U¾ z tohoto tvaru vidíme, ¾e soustava odpovídajíí poslední matii nemá øe¹ení, jeliko¾

obsahuje rovnii 0 = �3. Tedy ani pùvodní soustava (pøesto¾e obsahuje víe neznámýh

ne¾ rovni) nemá øe¹ení.

Pøíklad: Uva¾ujme soustavu

4x

1

+ 3x

2

+ 6x

3

= 1

3x

1

+ 5x

2

+ 4x

3

= 10

x

1

� 2x

2

+ 2x

3

= �9

tøí rovni o tøeh neznámýh nad polem R.
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Øe¹ení: Roz¹íøená matie soustavy je

0

�

4 3 6 j 1

3 5 4 j 10

1 �2 2 j �9

1

A

:

Pomoí EØO upravujeme na redukovaný shodovitý tvar. Tøetí øádek dáme na první místo.

Jeho (�1)-násobek pøièteme k pùvodnímu prvnímu øádku, který dáme na druhé místo, a

jeho (�3)-násobek pøièteme k pùvodnímu druhému rádku, který nýní dáme na tøetí místo.

0

�

1 �2 2 j �9

0 11 �2 j 37

0 11 �2 j 37

1

A

:

(�2)-násobek druhého øádku pøièteme k (11)-násobku prvního øádku a jeho (�1)-násobek

pøièteme ke tøetímu øádku. Výsledná matie u¾ je v redukovaném shodovitém tvaru.

0

�

11 0 18 j �25

0 11 �2 j 37

0 0 0 j 0

1

A

:

Matie odpovídá soustavì rovni

11x

1

+ 18x

3

= �25

11x

2

� 2x

3

= 37;

která je ekvivalentní s pùvodní soustavou. Promìnnou x

3

si zvolíme za parametr t 2 R. Z

první rovnie urèíme x

1

:

11x

1

+ 18t = �25) 11x

1

= �25� 18t) x

1

=

�25� 18t

11

:

Z druhé rovnie urèíme x

2

:

11x

2

� 2t = 37) 11x

2

= 37 + 2t) x

2

=

37 + 2t

11

:

Vidíme, ¾e pùvodní soustava (pøesto¾e poèet rovni je stejný jako poèet neznámýh) má

nekoènì mnoho øe¹ení.

Pøíklad: Uva¾ujme soustavu

x

1

+ x

2

+ 2x

3

+ 3x

4

= 0

2x

1

+ 4x

3

= 0

x

1

+ 2x

2

+ x

3

+ 3x

4

= 0

3x

3

+ 4x

4

= 0
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ètyø rovni o ètyøeh neznámýh nad polem Z

5

.

Øe¹ení: Proto¾e se jedná o homogenní soustamu, staèí upravovat její (neroz¹íøenou)

matii

0

B

B

�

1 1 2 3

2 0 4 0

1 2 1 3

0 0 3 4

1

C

C

A

:

(�2)-násobek, tj. 3-násobek prvního øádku pøièteme k druhému øádku a jeho (�1)-násobek,

tj. 4-násobek pøièteme k tøetímu øádku. Dostaneme matii

0

B

B

�

1 1 2 3

0 3 0 4

0 1 4 0

0 0 3 4

1

C

C

A

:

(�1)-násobek, tj. 4-násobek tøetího øádku pøièteme k prvnímu øádku a jeho (�3)-násobek,

tj. 2-násobek pøièteme k druhému øádku. Koneènì výmìnou druhého a tøetího øádku do-

staneme matii

0

B

B

�

1 0 3 3

0 1 4 0

0 0 3 4

0 0 3 4

1

C

C

A

:

Tøetí øádek odeèteme od prvního a od ètvrtého øádku. Dále jej vynásobíme skalárem 3

�1

=

2. Potom jeho (�4)-násobek, tj. pøímo tento nový tøetí øádek pøièteme k druhému øádku.

Výsledná matie u¾ je v redukovaném shodovitém tvaru.

0

B

B

�

1 0 0 4

0 1 0 3

0 0 1 3

0 0 0 0

1

C

C

A

Promìnnou x

4

si zvolíme za parametr. V¹ehna øe¹ení soustavy pak mají tvar x

1

= t; x

2

=

2t; x

3

= 2t; x

4

= t; kde t 2 Z

5

. Vidíme, ¾e pùvodní soustava (pøesto¾e poèet rovni je

stejný jako poèet neznámyh) má víe ne¾ jedno øe¹ení; není jih v¹ak nekoneènì mnoho,

ale pouze 5. Právì tolik je toti¾ mo¾nýh voleb parametru t, tj. prvkù pole Z

5

.

Pøíklad: Uva¾ujme soustavu lineárníh rovni v neznámýh x; y; z:

x + y � z = �3

x + (� 1)y � (+ 3)z = �5

x + (+ 1)y + 2z = d� 1
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Najdìte v¹ehny hodnoty parametrù ; d; pro které má soustava

(a) jediné øe¹ení,

(b) nekoneènì mnoho øe¹ení,

() ¾ádné øe¹ení.

V pøípadeh (a), (b) najdìte tato øe¹ení v závislosti na parametreh ; d:

Øe¹ení: Matii soustavy

0

�

1  � j �3

1 � 1 �� 3 j �5

1 + 1 2 j d� 1

1

A

pøevedeme pomoí Gaussovy eliminae na shodovitý tvar. První øádek opí¹eme, k (�1)-

násobku druhého øádku pøièteme první øádek, ke tøetímu øádku prièteme (�1)-násobek

prvního øádku.

0

�

1  � j �3

0 1 3 j 2

0 1 2 +  j d+ 2

1

A

Nyní první a druhý øádek opí¹eme a ke tøetímu øádku pøièteme (�1)-násobek druhého

øádku. Získáme matii

0

�

1  � j �3

0 1 3 j 2

0 0 � 1 j d

1

A

;

ze které urèíme, ¾e

(a) soustava má jediné øe¹ení pro  6= 1, a to:

x =

4d� � 2

2

+ 3

� 1

; y =

2� 2� 3d

� 1

; z =

d

� 1

;

(b) pro  = 1; d = 0 doplníme hodnoty parametrù do upravené matie soustavy, z ní¾ ji¾

lehe urèíme, ¾e soustava má nekoneènì mnoho øe¹ení, která jsou tvaru

x = �5 + 4p; y = 2� 3p; z = p;

kde p 2 R je parametr;

() pro  = 1; d 6= 0 soustava obsahuje rovnii 0 = d, v tomto pøípadì tedy nemá øe¹ení.

Cvièení:

1. Øe¹te soustavu rovni v R a Z

5

u¾itím Gaussovy eliminae.

x

1

+ x

2

� 3x

3

= �1

2x

1

� x

2

� 3x

4

= 5

x

1

+ x

2

+ x

3

= 3

x

1

+ 2x

2

� 3x

3

= 1
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2. Øe¹te soustavu rovni v R;Z

5

a Z

7

u¾itím Gaussovy eliminae.

2x

1

� x

2

+ x

3

� x

4

= 1

2x

1

� x

2

� 3x

4

= 2

3x

1

� x

3

+ x

4

= �3

2x

1

+ 2x

2

� 2x

3

+ 5x

4

= �6

3. Øe¹te soustavu rovni v R u¾itím Gaussovy eliminae.

2x

1

� 3x

2

+ 17x

3

� 29x

4

� 36x

5

= 22

2x

1

� 3x

2

+ 18x

3

� 27x

4

+ 33x

5

= 21

12x

1

� 18x

2

+ 102x

3

� 174x

4

� 216x

5

= 132

2x

1

� 3x

2

+ 21x

3

� 24x

4

� 30x

5

= 20

2x

1

� 3x

2

+ 24x

3

� 21x

4

� 27x

5

= 19

Soustavu øe¹te také jako homogenní.

4. Øe¹te soustavu rovni v C u¾itím Gaussovy eliminae.

(a)

x+ 2iy = 5 + 4i

(3� i)y + (6� 2i)z = 10

2x� z = 5 + 3i

x + y + z = 5 + 2i

(b)

(1 + i)x + 3iy = �i

(1 + 2i)x+ (1� i)y = 6 + i

()

(1 + i)x + (1� i)y = 6 + 4i

ix+ (1 + 2i)y = �3 + 5i

5. Øe¹te soustavu rovni v R u¾itím Gaussovy eliminae.

x

1

+ 3x

2

� 2x

3

+ 2x

5

= 0

2x

1

+ 6x

2

� 5x

3

� 2x

4

+ 4x

5

� 3x

6

= �1

5x

3

+ 10x

4

+ 15x

6

= 5

2x

1

+ 6x

2

+ 8x

4

+ 4x

5

+ 18x

6

= 6
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6. Øe¹te soustavu rovni v R u¾itím Gaussovy eliminae.

2x

1

+ 2x

2

� x

3

+ x

5

= 0

�x

1

� x

2

+ 2x

3

� 3x

4

+ x

5

= 0

x

1

+ x

2

� 2x

3

� x

5

= 0

x

3

+ x

4

+ x

5

= 0

7. Øe¹te soustavu rovni v R u¾itím Gaussovy eliminae.

3x

1

� 2x

2

= �1

4x

1

+ 5x

2

= 3

7x

1

+ 3x

2

= 2

8. Øe¹te následujíí systém rovni, kde a; b;  jsou konstanty.

x

1

+ x

2

+ x

3

= a

2x

1

+ 2x

3

= b

3x

2

+ 3x

3

= 

9. Øe¹te následujíí systém rovni.

2x

1

� x

2

+ 3x

3

+ 4x

4

= 9

x

1

� 2x

3

+ 7x

4

= 11

3x

1

� 3x

2

+ x

3

+ 5x

4

= 8

2x

1

+ x

2

+ 4x

3

+ 4x

4

= 10

10. Øe¹te následujíí systém rovni.

7x

1

+ 3x

2

� 2x

3

= 1

�x

1

+ 6x

2

� 3x

3

= 2

�10x

1

+ 15x

2

� 11x

3

= 4

Soustavu øe¹te také jako homogenní.

11. Zjistìte, pro které hodnoty parametrù a a b má soustava v R

(i) právì jedno øe¹ení,

(ii) víe ne¾ jedno øe¹ení,

(iii) ¾ádné øe¹ení.

(a)

ax + y � 2z = 1

x� y + z = 0

(1 + a)y � z = b
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(b)

x� ay � 2z = b

x + (1� a)y = b� 3

x + (1� a)y + az = 2b� 1

12. Zjistìte, pro které hodnoty parametrù a a b má soustava v Z

5

(i) právì jedno øe¹ení,

(ii) víe ne¾ jedno øe¹ení,

(iii) ¾ádné øe¹ení.

2x+ 3y = 1

3x + 4y + az = 2

3x+ 4az = b

13. V Z

5

øe¹te soustavu rovni

x + y = 1

2x + 3z = 0

4x+ y + 2z = 1

Napi¹te výètem v¹ehny prvky mno¾iny øe¹ení.

14. V Z

5

øe¹te následujíí systém rovni v závislosti na parametreh a a b.

ax + y = b

ay + z = 2b

x+ az = 4

15. Urèete parametry a; b;  tak, aby následujíí systém mìl právì jedno øe¹ení.

ax + by = 

x + az = b

bz + y = a

16. Øe¹te soustavu rovni v závislosti na parametreh a; b.

ax + by + z = 1

x + aby + z = b

x+ by + az = 1
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5. INVERZNÍ MATICE

Øekneme, ¾e matie A 2 Mat

n

(K) má inverzní matii, jetli¾e existuje matie B 2

Mat

n

(K) taková, ¾e

AB = BA = E:

Ke ka¾dé matii existuje nejvý¹e jedna inverzní matie. Znaèíme ji A

�1

. Matii, která má

matii inverzní, nazýváme regulární matií.

Metoda výpoètu inverzní matie spoèívá v pou¾ití EØO. Neh» A je matie typu n�n.

Vytvoøíme blokovou matii B tak, ¾e zapí¹eme A a jednotkovou matii E vedle sebe { A

nalevo, E napravo:

B =

0

B

�

a

11

� � � a

1n

j 1 � � � 0

.

.

.

.

.

.

.

.

. j

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a

n1

� � � a

nn

j 0 � � � 1

1

C

A

Matii B upravujeme nejdøíve na shodovitý tvar. Pokud je ve shodovitém tvaru v levém

bloku øádek ze samýh nul, inverzní matie k A neexistuje. Pokud tento pøípad nenastane,

pokraèujeme v øádkovýh úpraváh tak, abyhom v levém bloku dostali jednotkovou ma-

tii. (Tento postup se nazývá zpìtmá Gaussova eliminae.) V pravém bloku je potom A

�1

.

Pøíklad: Najdìte inverzní matii k matii A =

0

�

1 1 1

2 3 3

�1 �3 �2

1

A

.

Øe¹ení: Vytvoøíme blokovou matii tak, ¾e A napí¹eme nalevo, E napravo a upravujeme

pomoí EØO na shodovitý tvar (pøímou Gaussovou eliminaí).

0

�

1 1 1 j 1 0 0

2 3 3 j 0 1 0

�1 �3 �2 j 0 0 1

1

A

�

0

�

1 1 1 j 1 0 0

0 1 1 j �2 1 0

0 �2 �1 j 1 0 1

1

A

�

0

�

1 1 1 j 1 0 0

0 1 1 j �2 1 0

0 0 1 j �3 2 1

1

A

Ze shodovitého tvaru vidíme, ¾e A

�1

existuje. Matii tedy dále upravujeme na redukovaný

shodovitý tvar (zpìtnou Gaussovou eliminaí).

0

�

1 1 0 j 4 �2 �1

0 1 0 j 1 �1 �1

0 0 1 j �3 2 1

1

A

�

0

�

1 0 0 j 3 �1 0

0 1 0 j 1 �1 �1

0 0 1 j �3 2 1

1

A

Tedy A

�1

=

0

�

3 �1 0

1 �1 �1

�3 2 1

1

A

Správnost výpoètu ovìøíme vynásobením A s A

�1

.
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Pøíklad: Najdìte inverzní matii k matii C =

�

i �2

1 i

�

.

Øe¹ení: Napí¹eme blokovou matii nalevo s matií C, napravo s jednotkovou matií

a upravujeme na redukovaný shodovitý tvar:

�

i �2 j 1 0

1 i j 0 1

�

První øádek vynásobíme �i, od druhého øádku odeèteme nový první øádek.

�

1 2i j �i 0

0 �i j i 1

�

K prvnímu øádku pøièteme dvojnásobek druhého øádku, druhý øádek vynásobíme i.

�

1 0 j i 2

0 1 j �1 i

�

Tedy C

�1

=

�

i 2

�1 i

�

Cvièení:

1. Vypoètìte inverzní matie k daným matiím.

A =

�

8 5

11 7

�

, B =

�

1 3

1 4

�

, C =

0

�

1 2 3

0 1 2

0 0 1

1

A

, D =

0

�

1 �4 �3

1 �5 �3

�1 6 4

1

A

,

E =

0

B

B

�

1 1 1 1

1 1 �1 �1

1 �1 1 �1

1 �1 �1 1

1

C

C

A

, F =

0

B

B

�

3 3 �4 �3

0 6 1 1

5 4 2 1

2 3 3 2

1

C

C

A

, G =

0

B

B

�

1 4 �2 3

2 9 3 �2

�1 �6 �11 4

0 �1 �6 0

1

C

C

A

.

2. Mìjme matie A =

�

3 1

5 2

�

; B =

�

2 �3

4 4

�

; C =

�

6 4

�2 �1

�

.

(a) Najdìte jejih inverze.

(b) Uka¾te, ¾e

i. (A

�1

)

�1

= A

ii. (B

T

)

�1

= (B

�1

)

T

iii. (AB)

�1

= B

�1

A

�1

iv. (ABC)

�1

= C

�1

B

�1

A

�1
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3. Najdìte inverzní matie k daným matiím.

K =

�

� �

 Æ

�

, L =

�

os� � sin�

sin� os�

�

, M =

0

B

B

B

B

B

B

�

2� n 1 � � � 1 1

1 2� n

.

.

.

1 1

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 � � �

.

.

.

2� n 1

1 � � � � � � 1 2� n

1

C

C

C

C

C

C

A

,

N =

0

B

B

B

B

B

�

1 1 0 � � � 0

0 1 1 � � � 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 � � � 0 1 1

0 � � � � � � 0 1

1

C

C

C

C

C

A

.

4. Najdìte inverzní matie k následujíím matiím v C.

A =

�

1 + i 1� i

2 i

�

, B =

�

2 i

1 0

�

, C =

�

1 1� i

2� 3i 4

�

, D =

�

1 i

�i 3

�

,

E =

�

�i 2

0 1

�

.
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6. VEKTOROVÉ PODPROSTORY, LINEÁRNÍ ZÁVISLOST A

NEZÁVISLOST, LINEÁRNÍ OBALY

6.1 VEKTOROVÉ PODPROSTORY

Mno¾ima S � V se nazývá lineární podprostor vektorového prostoru V, jestli¾e S 6= ;

a pro v¹ehny skaláry a 2 K a vektory x; y 2 S platí

(1) x + y 2 S

(2) ax 2 S

Tzn. neprázdná mno¾ina S � V je lineární podprostor právì tehdy, kdy¾ je uzavøená

vzhledem k operaím sèítání vektorù a násobení vektoru skalárem.

Pøíklad: Urèete, zda mno¾ina M = f(x; y) 2 R; x � 0; y � 0g tvoøí vektorový pod-

prostor v R

2

.

Øe¹ení: Pokud M tvoøí vektorový podprostor, musí splòovat vý¹e uvedené podmínky.

Ovìøíme nejprve uzavøenost mno¾inyM vzhledem k operai sèítání vektorù. Jestli¾e vektor

x = (x

1

; x

2

) � 0 (zápis (x

1

; x

2

) � 0 znamená x

1

� 0 a x

2

� 0) a vektor y = (y

1

; y

2

) � 0,

pak i jejih souèet x+ y = (x

1

+ y

1

; x

2

+ y

2

) � 0.

Nyní ovìøíme uzavøenost mno¾iny M vzhledem k operai násobení skalárem. Neh»

a 2 R. Pak a(x; y) = (ax; ay). Pro a � 0 je podmínka splnìna, ale pro a záporné je

(ax; ay) < 0. Tedy M netvoøí vektorový podprostor.

Cvièení:

1. Zjistìte, zda daná mno¾ina tvoøí vektorový podprostor v R

2

.

(a) M = f(x; y) 2 R

2

; x � y � 0g

(b) M = f(x; y) 2 R

2

; x = y + 1g

2. Urèete, které z následujííh mno¾in tvoøí vektorové podprostory v R

3

.

(a) N = f(a; 1; 1) 2 R

3

g

(b) N = f(a; b; ) 2 R

3

; b = a+ g

3. Urèete, které z následujííh mno¾in tvoøí vektorové podprostory v Mat

n

(K).

(a) M = f

�

a b

 d

�

2 Mat

2

(K); a+ b + + d = 0g

(b) M = fA 2 Mat

n

(K); Tr(A) = 0g

4. Urèete, které z následujííh mno¾in jsou vektorové podprostory v R

3

[x℄.

(a) P = fa

0

+ a

1

x+ a

2

x

2

+ a

3

x

3

; a

0

= 0; a

1

; a

2

; a

3

2 Rg

(b) P = fa

0

+ a

1

x + a

2

x

2

+ a

3

x

3

; a

0

; a

1

; a

2

; a

3

2 Zg
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6.2 LINEÁRNÍ ZÁVISLOST A NEZÁVISLOST, LINEÁRNÍ OBALY

Neh» u

1

; :::; u

n

2 V; a

1

; :::; a

n

2 K. Vektor u = a

1

u

1

+ ::: + a

n

u

n

se nazývá lineární

kombinaí vektorù u

1

; :::; u

n

s koe�ienty a

1

; :::; a

n

.

Øekneme, ¾e vektory u

1

; :::; u

n

jsou

{ lineárnì nezávislé, jestli¾e pro libovolné koe�ienty a

1

; :::; a

n

2 K platí

a

1

u

1

+ ::: + a

n

u

n

= 0) a

1

= a

2

= ::: = a

n

= 0;

{ lineárnì závislé, jestli¾e nejsou lineárnì nezávislé. Tzn. existuje-li jejih lineární kombi-

nae s alespoò jedním nenulovým koe�ientem rovnajíí se nulovému vektoru.

Neh» M = fu

1

; :::; u

k

g 6= ; je koneèná podmno¾ina V. Mno¾ina fa

1

u

1

+ ::: + a

k

u

k

;

a

1

; :::; a

k

2 Kg v¹eh koneènýh lineárníh kombinaí vektorù u

1

; :::; u

k

se nazývá lineární

obal mno¾iny M , ozn. [M ℄. Jestli¾e M = ;, potom [;℄ = f0g.

Pøíklad: Zjistìte, zda jsou vektory v

1

= (1;�1; 0; 2)

T

; v

2

= (2; 2;�1; 3)

T

; v

3

= (0; 1; 1; 0)

T

;

v

4

= (3; 2; 0; 5)

T

lineárnì závislé v R

4

nad R. Urèete jejih lineární obal.

Øe¹ení: Vektory v

1

; v

2

; v

3

; v

4

jsou lineárnì nezávislé, právì kdy¾ rovnie v neznámýh

a

1

; a

2

; a

3

; a

4

a

1

v

1

+ a

2

v

2

+ a

3

v

3

+ a

4

v

4

= 0

má právì jedno øe¹ení, a to a

1

= a

2

= a

3

= a

4

= 0. Porovnáním souøadni mù¾eme tuto

rovnii psát jako soustavu rovni

a

1

+ 2a

2

+ 3a

4

= 0

�a

1

+ 2a

2

+ a

3

+ 2a

4

= 0

�a

2

+ a

3

= 0

2a

1

+ 3a

2

+ 5a

4

= 0

Nyní napí¹eme matii soustavy a soustavu øe¹íme Gaussovou eliminaí.

0

B

B

�

1 2 0 3

�1 2 1 2

0 �1 1 0

2 3 0 5

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 2 0 3

0 4 1 5

0 �1 1 0

0 �1 0 �1

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 2 0 3

0 4 1 5

0 0 5 5

0 0 1 1

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 2 0 3

0 4 1 5

0 0 1 1

0 0 0 0

1

C

C

A

Soustava má víe øe¹ení, tzn. ¾e vektory jsou lineárnì závislé. Vedouí prvky øádkù výsledné

matie jsou v prvním, druhém a tøetím sloupi, tedy tyto tøi vektory (sloupe) jsou lineárnì

nezávislé. Proto¾e výsledná a pùvodní matie jsou øádkovì ekvivalentní, poøadí vektorù ve

výsledné matii odpovídá poøadí vektorù v matii pùvodní. Hledané lineárnì nezávislé

vektory jsou tedy první, druhý a tøetí sloupe pùvodní matie, tzn. vektory v

1

; v

2

; v

3

.
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Nyní se ptáme, zda je vektor v

4

lineární kombinaí vektorù v

1

; v

2

; v

3

, neboli zda v

4

patøí

do lineárního obalu tvoøeného vektory v

1

; v

2

; v

3

. Pokud ano, existují koe�ienty 

1

; 

2

; 

3

splòujíí rovnii



1

v

1

+ 

2

v

2

+ 

3

v

3

= v

4

:

Matii této soustavy opìt pøevedeme na shodovitý tvar.

0

B

B

�

1 2 0 j 3

�1 2 1 j 2

0 �1 1 j 0

2 3 0 j 5

1

C

C

A

� � � � �

0

B

B

�

1 2 0 j 3

0 4 1 j 5

0 0 1 j 1

0 0 0 j 0

1

C

C

A

Soustava má øe¹ení, tj. vektor v

4

je lineární kombinaí vektorù v

1

; v

2

; v

3

, tedy v

4

2 [v

1

; v

2

; v

3

℄.

V¹imnìte si, ¾e poslední øádkové úpravy jsou stejné jako úpravy, pøi nih¾ jsme zji¹»o-

vali, zda jsou v

1

; v

2

; v

3

; v

4

lineárnì závislé.

Pøíklad: Zjistìte, zda jsou polynomy 1 + x; 1� x; 2 + x� x

2

lineárnì závislé v R

2

[x℄.

Øe¹ení: Pokud jsou dané polynomy lineárnì nezávislé, musí být rovnie a

1

(1+x)+a

2

(1�

x) + a

3

(2 + x � x

2

) = 0 splnìna pouze pro koe�ienty a

1

= a

2

= a

3

= 0. Pøedpokládejme

tedy jejih nezávislost. Pak platí

a

1

(1 + x) + a

2

(1� x) + a

3

(2 + x� x

2

) = 0

Roznásobením závorek dostaneme rovnii

a

1

+ a

1

x+ a

2

� a

2

x + 2a

3

+ a

3

x� a

3

x

2

= 0

a následným seètením koe�ientù u stejnýh monin x získáme rovnii

(a

1

+ a

2

+ 2a

3

) + (a

1

� a

2

+ a

3

)x+ (�a

3

)x

2

= 0

Z poslední rovnie plyne, ¾e koe�ienty u monin x

0

= 1; x

1

= x; x

2

musí být rovny nule:

a

1

+ a

2

+ 2a

3

= 0

a

1

� a

2

+ a

3

= 0

�a

3

= 0

Øe¹íme danou soustavu

0

�

1 1 2 j 0

1 �1 1 j 0

0 0 �1 j 0

1

A

�

0

�

1 1 2 j 0

0 2 1 j 0

0 0 1 j 0

1

A

Soustava má jediné øe¹ení. Tedy polynomy 1 + x; 1� x; 2 + x� x

2

jsou lineárnì nezávislé.
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Pøíklad: Neh» v

1

; v

2

; v

3

jsou lineárnì nezávislé vektory ve vektorovém prostoru V.

Potom v

1

� v

2

; v

2

� v

3

; v

2

+ v

3

jsou rovnì¾ lineárnì nezávislé. Doka¾te.

Øe¹ení: Neh»

a

1

(v

1

� v

2

) + a

2

(v

2

� v

3

) + a

3

(v

2

+ v

3

) = 0

Úpravou dostáváme

a

1

v

1

� a

1

v

2

+ a

2

v

2

� a

2

v

3

+ a

3

v

3

+ a

3

v

2

= 0

a dále

a

1

v

1

+ (�a

1

+ a

2

+ a

3

)v

2

+ (�a

2

+ a

3

)v

3

= 0

Z nezávislosti vektorù v

1

; v

2

; v

3

plyne

a

1

= 0

�a

1

+ a

2

+ a

3

= 0

�a

2

+ a

3

= 0

Øe¹íme danou soustavu

0

�

1 0 0 j 0

�1 1 1 j 0

0 �1 1 j 0

1

A

�

0

�

1 0 0 j 0

0 1 1 j 0

0 0 1 j 0

1

A

Øe¹ením soustavy dostáváme a

1

= a

2

= a

3

= 0. Tedy vektory v

1

� v

2

; v

2

� v

3

; v

2

+ v

3

jsou

lineárnì nezávislé.

Cvièení:

1. Zjistìte, zda jsou lineárnì závislé nebo nezávislé následujíí vektory v R

n

. Urèete

jejih lineární obal.

(a) u

1

= (1; 0; 2); u

2

= (2; 0; 1); u

3

= (1; 2; 0)

(b) u

1

= (�3; 0; 4); u

2

= (3; 2; 5); u

3

= (6;�1; 1)

() u

1

= (1;�

p

2;�1); u

2

= (1�

p

2; 2; 1 +

p

2); u

3

= (

p

2;�2�

p

2;�2�

p

2)

(d) u

1

= (�1;�1; 1; 1); u

2

= (1;�1; 1;�1); u

3

= (�1; 1; 1;�1); u

4

= (1; 1; 1; 1)

(e) u

1

= (3; 8; 7;�3); u

2

= (1; 5; 3;�1); u

3

= (2;�1; 2; 6); u

4

= (1; 4; 0; 3)

(f) u

1

= (1; 0;�2; 3); u

2

= (�1; 3; 0; 0); u

3

= (2; 0; 1; 1); u

4

= (1; 6;�1; 4)

2. Z následujííh vektorù vyberte maximální podmno¾inu lineárnì nezávislýh vektorù

(a) v

1

= (1; 0; 1); v

2

= (2; 5; 4); v

3

= (3; 6; 1); v

4

= (1;�1; 0); v

5

= (1; 1; 5)

(b) v

1

= (1; 0; 2; 4); v

2

= (2; 3;�1; 0); v

3

= (3; 3; 1; 4); v

4

= (1; 1; 1; 1); v

5

= (2; 2; 0; 3);

v

6

= (1; 0; 0; 0)
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3. Zjistìte, zda jsou lineárnì závislé nebo nezávislé následujíí polynomy v R

n

[x℄.

(a) 1� x; x� x

2

; x

2

� x

3

; x

3

� 1

(b) 1 + x; x + x

2

; x

2

+ x

3

; x

3

+ 1

() 2� x + 4x

2

; 3 + 6x+ 2x

2

; 2 + 10x� 4x

2

(d) 1 + 3x + 3x

2

; x + 4x

2

; 5 + 6x+ 3x

2

; 7 + 2x� x

2

4. Zjistìte, zda vektor x = (7; 2;�2) patøí do lineárního obalu mno¾iny vektorù

(a) f(1; 0;�1); (2; 1; 0); (0; 1; 2); (1; 1; 1); (5; 2;�1)g

(b) f(2; 1;�1); (�2; 1;�1); (1; 0; 0); (4; 7;�7)g

5. Je dána mno¾ina M = f1 + 2x� x

2

; 2� x + x

2

; 5 + x

2

g polynomù v R

2

[x℄. Zjistìte,

zda polynom

(a) �6� 2x

(b) 1 + x + x

2

patøí do lineárního obalu mno¾iny M .

6. Neh» u; v; w; z jsou lineárnì nezávislé vektory vektorového prostoru V. Zjistìte, zda

jsou lineárnì závislé nebo nezávislé vektory

(a) u+ v; u� v; u+ v + w

(b) u� v; v � w;w� u

() u+ v + w; v + w + z; w + z + u; z + u+ v
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7. BÁZE A DIMENZE VEKTOROVÉHO PROSTORU, SOUØADNICE,

SOUÈTY A PRÙNIKY PODPROSTORÙ

Vektorový prostor V je koneènìrozmìrný, jestli¾e v nìm existuje koneèná podmno¾ina

fu

1

; :::; u

n

g taková, ¾e ka¾dý vektor u 2 V je lineární kombinaí vektorù u

1

; :::; u

n

. Báze

koneènìdimenzionálního prostoru V je mno¾ina fu

1

; :::; u

n

g taková, ¾e

(1) ka¾dý vektor u 2 V je lineární kombinaí fu

1

; :::; u

n

g,

(2) vektory u

1

; :::; u

n

jsou lineárnì nezávislé.

Tyto dvì vlastnosti jsou ekvivalentní s tím, ¾e ka¾dý vektor u 2 V lze psát ve tvaru

u =

n

X

i=1

x

i

u

i

(1)

právì jedním zpùsobem.

Je-li V koneènìrozmìrný, mají v¹ehny jeho báze stejný poèet prvkù. Dimenze koneè-

nìrozmìrného vektorového prostoru V je èíslo dimV udávajíí poèet prvkù nìjaké jeho

báze.

Neh» � = fu

1

; :::; u

n

g je báze prostoru V a u 2 V. Potom u lze jednoznaènì vyjádøit

ve tvaru (1).

Sloupový vektor

(u)

�

=

0

B

B

B

�

x

1

x

2

.

.

.

x

n

1

C

C

C

A

nazýváme sloupem souøadni a skaláry x

1

; :::; x

n

souøadniemi vektoru u v uspoøádané

bázi �.

Oznaème e

i

2 K

n

vektor skládajíí se ze samýh nul, kromì i-té slo¾ky, která je 1.

Potom " = (e

1

; :::; e

n

) je báze vektorového prostoru K

n

. Nazýváme ji standardní nebo také

kanonikou bazí tohoto prostoru.

Pro libovolný vektor x = (x

1

; :::; x

n

)

T

2 K

n

platí

x = x

1

e

1

+ � � �+ x

n

e

n

;

proto (x)

"

= x, tj. ka¾dý vektor x 2 V splývá se svými vlastními souøadniemi ve stan-

dardní bázi.

Neh» S; T jsou podprostory vektorového prostoru V. Mno¾ina

S + T = fx+ y; x 2 S; y 2 Tg

je opìt podprostor vektorového prostoru V, nazývá se souèet podprostorù S a T . Jestli¾e

S \ T = ;, souèet S + T se nazývá pøímý.
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Neh» V je koneènìrozmìrný vektorový prostor. Potom platí

dimS + dimT = dim(S + T ) + dim(S \ T )

Pøíklad: Najdìte nìjakou bázi a urèete dimenzi lineárního obalu mno¾iny M ve vek-

torovém prostoru V.

(a) V = R

4

;M = f(1; 2; 3; 4); (�2;�3;�4;�5); (3; 4; 5; 6); (�4;�5;�6;�7); (5; 6; 7; 8)g;

(b) V = R

3

[x℄;M = f1 + x + x

3

; 1� x; 2x� x

2

; 2� x

2

; 2x+ x

2

+ x

3

g:

Øe¹ení: (a) Souøadnie vektorù mno¾inyM ve standardní bázi R

4

zapí¹eme do sloupù

matie, kterou upravíme øádkovými úpravami na shodovitý tvar, z nìho¾ urèíme lineárnì

nezávislé vektory.

0

B

B

�

1 �2 3 �4 5

2 �3 4 �5 6

3 �4 5 �6 7

4 �5 6 �7 8

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 �2 3 �4 5

0 1 �2 3 �4

0 2 �4 6 �8

0 3 �6 9 �12

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 �2 3 �4 5

0 1 �2 3 �4

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1

C

C

A

Tøetí, ètvrtý a pátý vektor jsou lineární kombinaí prvníh dvou vektorù, které jsou lineárnì

nezávislé a tvoøí tedy bázi mno¾inyM . Tzn. �

M

= f(1; 2; 3; 4); (�2;�3;�4;�5)g; dim[M ℄ =

2:

(b) Souøadnie polynomù mno¾iny M ve standardní bázi prostoru R

3

[x℄, tj. v bázi

(1; x; x

2

; x

3

), zapí¹eme do sloupù matie a provádíme øádkové úpravy.

0

B

B

�

1 1 0 2 0

1 �1 2 0 2

0 0 �1 �1 1

1 0 0 0 2

1

C

C

A

� � � � �

0

B

B

�

1 1 0 2 0

0 �1 1 �1 1

0 0 �1 �1 1

0 0 0 0 0

1

C

C

A

V tomto pøípadì jsou lineárnì nezávislé první tøi vektory, tedy �

M

= ff1 + x + x

3

; 1 �

x; 2x� x

2

g; dim[M ℄ = 3:

Pøíklad: Doplòte mno¾inu M = f(�1; 1; 0; 0); (0;�1; 1; 0); (0; 0;�1; 1)g na bázi R

4

.

Øe¹ení: Jsou-li vektory mno¾iny M lineárnì nezávislé, lze ji doplnit na bázi elého

R

4

a to výbìrem z nìjaké generujíí mno¾iny v R

4

. K daným vektorùm tedy doplníme

dal¹í vektory (nejlépe vektory tvoøíí standardní bázi R

4

) a pomoí Gaussovy eliminae

vybereme bázi R

4

:

0

B

B

�

�1 0 0 j 1 0 0 0

1 �1 0 j 0 1 0 0

0 1 �1 j 0 0 1 0

0 0 1 j 0 0 0 1

1

C

C

A

�

0

B

B

�

�1 0 0 j 1 0 0 0

0 �1 0 j 1 1 0 0

0 0 �1 j 1 1 1 0

0 0 0 j 1 1 1 1

1

C

C

A
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Vidíme, ¾e vektory mno¾iny M jsou lineárnì nezávislé a ¾e doplnìním kteréhokoliv z pøi-

danýh vektorù k M získáme bázi R

4

.

Pøíklad: Najdìte souøadnie vektoru v v bázi � vektorového prostoru V:

(a) V = R

3

; v = (1; 2; 3); � = ((1; 1; 0); (1; 0; 1); (0; 1; 1));

(b) V = Mat

2

(R); v =

�

1 2

3 4

�

; � =

��

1 0

0 0

�

;

�

1 1

0 0

�

;

�

1 1

1 0

�

;

�

1 1

1 1

��

:

Øe¹ení: Vektor v vyjádøíme jako lineární kombinai prvkù báze �. Výpoèet souøadni

pak pøevedeme na øe¹ení systému lineárníh rovni, který má v¾dy jediné øe¹ení, nebo» �

je báze V.

(a) Neh»

(1; 2; 3) = a(1; 1; 0) + b(1; 0; 1) + (0; 1; 1)

Potom

(1; 2; 3) = (a + b; a+ ; b + )

Porovnáním získáme systém

a+ b = 1

a +  = 2

b +  = 3

Roz¹íøenou matii systému upravíme na redukovaný shodovitý tvar:

0

�

1 1 0 j 1

1 0 1 j 2

0 1 1 j 3

1

A

� � � � �

0

�

1 0 0 j 0

0 1 0 j 1

0 0 1 j 2

1

A

Øe¹ením systému je a = 0; b = 1;  = 2, tedy

(v)

�

= (0; 1; 2)

T

(b) Postupujeme analogiky jako v (a):

�

1 2

3 4

�

= a

�

1 0

0 0

�

+ b

�

1 1

0 0

�

+ 

�

1 1

1 0

�

+ d

�

1 1

1 1

�

Úpravou dostáváme systém

a + b+ + d = 1

b+ + d = 2

+ d = 3

d = 4
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jeho¾ øe¹ením je a = �1; b = �1;  = �1; d = 4. Potom

(v)

�

= (�1;�1;�1; 4)

T

Pøíklad: Neh» P

1

= [M

1

℄; P

2

= [M

2

℄ v R

4

, kde

M

1

= fu

1

= (4; 0;�2; 6); u

2

= (2; 1;�2; 3); u

3

= (3; 1;�2; 4)g

M

2

= fv

1

= (1;�1; 0; 2); v

2

= (2; 2;�1; 3); v

3

= (0; 1; 1; 0)g

Najdìte P

1

+ P

2

; P

1

\ P

2

, jejih báze a dimenze.

Øe¹ení: Proto¾e P

1

+ P

2

= fx + y; x 2 P

1

; y 2 P

2

g, platí P

1

+ P

2

= [M

1

[M

2

℄. Pomoí

EØO urèíme bázi [M

1

[M

2

℄:

0

B

B

�

4 2 3 1 2 0

0 1 1 �1 2 1

�2 �2 �2 0 �1 1

6 3 4 2 3 0

1

C

C

A

�

0

B

B

�

4 2 3 1 2 0

0 1 1 �1 2 1

0 �2 �1 1 0 2

0 �3 �2 2 0 3

1

C

C

A

�

�

0

B

B

�

4 2 3 1 2 0

0 1 1 �1 2 1

0 0 1 �1 4 4

0 0 1 �1 6 6

1

C

C

A

�

0

B

B

�

4 2 3 1 2 0

0 1 1 �1 2 1

0 0 1 �1 4 4

0 0 0 0 2 2

1

C

C

A

Vidíme, ¾e vektory u

1

; u

2

; u

3

; v

2

jsou lineárnì nezávislé, tedy P

1

+ P

2

= [u

1

; u

2

; u

3

; v

2

℄ =

R

4

; dim(P

1

+ P

2

) = 4.

Nyní neh» x 2 P

1

\ P

2

: Potom platí:

x = a

1

u

1

+ a

2

u

2

+ a

3

u

3

2 P

1

x = b

1

v

1

+ b

2

v

2

+ b

3

v

3

2 P

2

Tedy

a

1

u

1

+ a

2

u

2

+ a

3

u

3

= b

1

v

1

+ b

2

v

2

+ b

3

v

3

)

) a

1

u

1

+ a

2

u

2

+ a

3

u

3

� b

1

v

1

� b

2

v

2

� b

3

v

3

= 0

Soustavu pøepí¹eme do matie soustavy, pomoí EØO upravíme na shodovitý tvat a urèíme

koe�ienty a

1

; :::; b

3

:

0

B

B

�

4 2 3 �1 �2 0

0 1 1 1 �2 �1

�2 �2 �2 0 1 �1

6 3 4 �2 �3 0

1

C

C

A

� � � � �

0

B

B

�

4 2 3 �1 �2 0

0 1 1 1 �2 �1

0 0 1 1 �4 �4

0 0 0 0 �2 �2

1

C

C

A

Tedy a

1

= r; a

2

= �p; a

3

= �r; b

1

= r; b

2

= �p; b

3

= p; kde p; r 2 R jsou parametry. Podle

pøedhozího to znamená:
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P

1

\ P

2

= fx = ru

1

� pu

2

� ru

3

; p; r 2 Rg = fx = r(u

1

� u

3

) � pu

2

; p; r 2 Rg =

fx = r(1;�1; 0; 2) + p(�2;�1; 2;�3); p; r 2 Rg = [(1;�1; 0; 2); (�2;�1; 2;�3)℄

Tentý¾ výsledek dostaneme s pou¾itím vektorù v

1

; v

2

; v

3

:

P

1

\ P

2

= fx = rv

1

� pv

2

+ pv

3

; p; r 2 Rg = fx = rv

1

+ p(v

3

� v

2

); p; r 2 Rg =

fx = r(1;�1; 0; 2) + p(�2;�1; 2;�3); p; r 2 Rg = [(1;�1; 0; 2); (�2;�1; 2;�3)℄

dim(P

1

\ P

2

) = 2

Cvièení:

1. Doplòte mno¾inu M na bázi vektorového prostoru V:

(a) M = f(1;�2; 0; 0); (2; 1; 1; 3); (0; 1; 0; 1)g;V = R

4

(b) M = f1� x; 1 + x+ x

2

; x

2

� x

3

g;V = R

3

[x℄

() M =

��

1 1

1 1

�

;

�

1 2

1 0

�

;

�

1 1

2 0

��

;V = Mat

2

R

2. Který z vektorù u

1

; u

2

; u

3

; u

4

doplòuje mno¾inu � na bázi prostoru R

4

?

(a) � = ((1;�2; 1;�1); (1; 0;�1;�1); (1; 1;�2; 0));

u

1

= (�1; 2;�1; 1); u

2

= (3;�1;�2;�1); u

3

= (2; 1; 0;�2); u

4

= (2; 1;�3;�2)

(b) � = ((1; 3; 0;�1); (1; 0; 0;�1); (0; 2; 1; 0));

u

1

= (�1; 1;�1; 1); u

2

= (3;�1; 0;�3); u

3

= (2; 1; 0;�2); u

4

= (1;�2; 0;�1)

3. Najdìte bázi a urèete dimenzi lineárního obalu mno¾iny M :

(a) M = f(1; 2; 3); (1; 1; 0); (0; 1; 1); (1; 1; 1); (1; 0; 0)g

(b) M = f2x� 1; x

3

+ x+ 1; x

2

+ x; 2x

2

+ 1; x

3

+ 3x

2

+ 2x+ 2g

() M =

��

1 1

1 1

�

;

�

1 �1

�1 1

�

;

�

1 2

2 1

�

;

�

2 0

0 2

�

;

�

0 1

1 1

��

4. Najdìte nìjakou bázi vektorového prostoruM = f(x

1

; :::; x

n

) 2 R

n

; x

1

+� � �+x

n

= 0g,

doplòte ji na bázi elého R

n

a urèete dimM .

5. Urèete dimenzi podprostoru P vektorového prostoru R

n

[x℄:

(a) P = ff 2 R

n

[x℄; f(0) = 0g

(b) P = ff 2 R

n

[x℄; f(0) = f(1) = 0g

6. Neh»

P

1

= ff 2 R

5

[x℄; f(x) = f(�x)g

P

2

= ff 2 R

5

[x℄; f(x) = �f(�x)g

P

3

= ff 2 R

5

[x℄; f(1) = f(2) = 0g

jsou podprostory v R

5

[x℄.

(a) najdìte jejih báze,
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(b) urèete P

1

\ P

3

,

() urèete P

2

+ P

3

,

(d) uka¾te, ¾e souèet P

1

+ P

2

je pøímý.

7. Uva¾ujme vektorový prostor Mat

2

(R) reálnýh mati typu 2� 2 a jeho podmno¾imu

P v¹eh mati A = (a

ij

) takovýh, ¾e a

11

+ a

22

= 0.

(a) Doka¾te, ¾e P je vektorový podprostor.

(b) Napi¹te nìjakou bázi podprostoru P .

() Doplòte tuto bázi na bázi prostoru Mat

2

(R) a v této bázi napi¹te souøadnie

jednotkové matie.

8. Neh» vektory v

1

; v

2

; v

3

tvoøí bázi vektorového prostoru V. Uka¾te, ¾e vektory u

1

=

v

1

; u

2

= v

1

+ v

2

; u

3

= v

1

+ v

2

+ v

3

také tvoøí bázi V.

9. Najdìte souøadnie vektoru v v bázi � vektorového prostoru V.

(a) v = (2; 1; 1); � = ((2; 7; 3); (3; 9; 4); (1; 5; 3));V = R

3

(b) v = (2; 1; 1); � = ((1; 0; 1); (1; 0; 0); (1; 1; 1));V = R

3

() v = (0; 0; 2; 7); � = ((4; 2;�1;�6); (3; 1; 1;�2); (1; 2; 1; 1); (2; 3; 1; 0));V= R

4

(d) v = (1; 1; 1; 1); � = ((0; 0; 0;�5); (1; 2; 3; 1); (1; 0;�1; 0); (0; 1; 1; 0));V = R

4

(e) v = 4� 4x� 2x

3

; � = (1� x

2

; 1 + x; 1� x);V = R

2

[x℄

(f) v = x

3

+ x

2

+ x + 1; � = (1 + x

3

; x+ x

3

; x

2

+ x

3

; x

3

);V = R

3

[x℄

(g) v =

�

6 2

1 3

�

; � =

��

1 0

1 0

�

;

�

0 1

0 0

�

;

�

1 1

0 0

�

;

�

1 0

0 1

��

;V = Mat

2

(R).

(h) v =

�

1 0 �1

2 1 4

�

; � =

��

1 0 0

0 0 0

�

;

�

1 1 0

0 0 0

�

;

�

1 1 1

0 0 0

�

;

�

0 0 0

�1 0 0

�

;

�

0 0 0

�1 �1 0

�

;

�

0 0 0

�1 �1 �1

��

;V = Mat

2;3

(R).

10. Souøadnie vektoru u v bázi � = (u

1

; u

2

; u

3

; u

4

) jsou (a

1

; a

2

; a

3

; a

4

)

T

. Jaké jsou jeho

souøadnie v bázi � = (u

1

+ u

4

; u

2

+ u

3

; u

3

; u

4

)? Zdùvodnìte.

11. Neh» P

1

= [M

1

℄; P

2

= [M

2

℄ ve vektorovém prostoru R

3

, resp. R

4

. Najdìte nìjakou

bázi a urèete dimenzi podprostorù P

1

+ P

2

; P

1

\ P

2

.

(a) M

1

= f(1; 2;�1); (�1; 0; 2); (2;�1; 0); (1; 1; 1)g

M

2

= f(0; 2; 1); (1; 4; 0)g

(b) M

1

= f(1; 1; 1); (1; 2; 3); (�1; 0; 1)g

M

2

= f(2; 0; 3); (3; 1; 5); (1; 3; 3)g

() M

1

= f(1;�1; 0; 1); (1; 2; 0; 3); (3; 0; 0; 5)g

M

2

= f(0;�1; 1; 4); (0; 2; 3; 2); (0; 0; 1; 2)g
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(d) M

1

= f(1; 1; 1; 1); (1; 1;�1;�1); (1;�1; 1;�1)g

M

2

= f(1;�1;�1; 1); (1;�1; 0; 0); (3;�1; 1; 1)g

12. Ve vektorovém prostoruR

4

najdìte prùnik podprostorù V

1

a V

2

, kde V

1

= [(1; 1; 1; 1);

(1; 0; 1; 0)℄; V

2

= [(1; 1; 0; 0); (0; 1; 1; 1); (0; 1; 1; 0)℄.

Spoètìte prùnik souètu V

1

+V

2

s podprostorem generovaným vektorem v = (1;�2; 3;�4).

13. V prostoru polynomù R

6

[x℄ uva¾te podprostory V

1

= [x

2

+ 2x

3

;�x

3

+ x

6

℄; V

2

=

[2+ x

2

;�1+ x

6

; x

2

+ x

3

+2x

4

℄; V

3

= [x

2

+ x

6

; 1+ 3x

3

+ x

5

; x

3

℄. Spoètìte jejih souèet

a prùnik.

14. Neh» V je reálný vektorový prostor, v

1

; :::; v

n

2 V . Oznaème

S = f(

1

; :::; 

n

) 2 R

n

; 

1

v

1

+ � � �+ 

n

v

n

= 0g:

Doka¾te následujíí tvrzení:

(a) S je lineární podprostor vektorového prostoru R

n

.

(b) Vektory v

1

; :::; v

n

jsou lineárnì nezávislé, právì kdy¾ dimS = 0.
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8. LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ

Neh» U, V jsou vektorové prostory nad tímté¾ polem K. Zobrazení f : U ! V se

nazývá lineární, jestli¾e f zahovává operae vektorového souètu a skalárního násobku, tj.

(1) 8x; y 2 U : f(x+ y) = f(x) + f(y)

(2) 8a 2 K; 8x 2 U : f(a � x) = a � f(x)

Jestli¾e U=V, lineární zobrazení f : U ! U se nazývá endomor�smus vektorového

prostoru U.

Neh» U,V jsou vektorové prostory, fu

1

; :::; u

n

g je báze U a v

1

; :::; v

n

jsou vektory ve V.

Potom existuje jediné lineární zobrazení f : U ! V takové, ¾e f(u

i

) = v

i

; i = 1; 2; :::; n.

Zobrazení f je dané pøedpisem

f(a

1

u

1

+ a

2

u

2

+ ::: + a

n

u

n

) = a

1

f(u

1

) + a

2

f(u

2

) + ::: + a

n

f(u

n

) = a

1

v

1

+ a

2

v

2

+ :::+ a

n

v

n

Neh» f : U! V je lineární zobrazení. Podmno¾ina

Kerf = fx 2 U; f(x) = 0g

vektorového prostoru U se nazývá jádro, podmno¾ina

Imf = fy 2 V; y = f(x); x 2 Ug

se nazývá obraz lineárního zobrazení f .

Mno¾ina Kerf je podprostor vektorového prostoru U, mno¾ina Imf je podprostor vek-

torového prostoru V.

Lineární zobrazení f : U! V je isomor�smus právì tehdy, kdy¾ Kerf = f0g; Imf = V.

Pøíklad: Zjistìte, zda je zobrazení f : R

3

! R

2

lineární. Jestli¾e je, najdìte Kerf; Imf .

(a) f(x) = (1 + x

1

; x

2

),

(b) f(x) = (x

1

+ x

2

; x

1

� x

3

),

() f(x) = (1; 2),

(d) f(x) = (x

1

2

;�2x

2

).

Øe¹ení: V pøípadeh (a) a () není obrazem nulového vektoru nulový vektor, zobrazení

f tedy není lineární. Uká¾eme, ¾e f není lineární ani v pøípadì (d). Neh» a = �1; x =

(1; 0; 0). Potom

f(ax) = f(�1; 0; 0) = (1; 0) 6= (�1; 0) = (�1)f(1; 0; 0) = af(x)

a první z podmínek lineárního zobrazení není splnìna.

Zobrazení f je v pøípadì (b) lineární, proto¾e pro libovolné x; y 2 R

3

a pro libovolné

a; b 2 R platí:

f(ax+ by) = f(ax

1

+ by

1

; ax

2

+ by

2

; ax

3

+ by

3

) =

= (ax

1

+ by

1

+ ax

2

+ by

2

; ax

1

+ by

1

� (ax

3

+ by

3

)) =

= (ax

1

+ ax

2

; ax

1

� ax

3

) + (by

1

+ by

2

; by

1

� by

3

) =

= af(x) + bf(y)
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Urèíme Kerf : Neh» f(x) = 0. Potom x

1

+ x

2

= 0; x

1

� x

3

= 0, úpravou dostáváme

x

2

= �x

1

; x

3

= x

1

. Zvolíme-li x

1

= t, pak

Kerf = f(t;�t; t); t 2 Rg

Urèíme Imf : Obrazy vektorù standardní báze "

3

ve zobrazení f jsou vektory (1; 1); (1; 0); (0;�1).

Podprostor Imf je lineárním obalem tìhto vektorù, tj.

Imf = [(1; 1); (1; 0); (0;�1)℄ = [(1; 0); (0; 1)℄ = R

2

.

Pøíklad: Uka¾te, ¾e násobení matií A 2 Mat

m;n

(K) je lineární zobrazení.

Øe¹ení: Neh» f(x) = Ax. Aby f bylo lineární, musí splòovat oba axiomy uvedené na

zaèátku této kapitoly. Proto¾e

(1) 8x; y 2 K

n

: f(x+ y) = A(x + y) = Ax + Ay = f(x) + f(y),

(2) 8a 2 K; 8x 2 K

n

: f(ax) = A(ax) = aAx = af(x),

oba axiomy jsou splnìny a tedy zobrazení f je lineární. Znamená to, ¾e pro libovolnou ma-

tii A 2 Mat

m;n

(K) je pøiøazením x 7! Ax de�nováno lineární zobrazení mezi vektorovými

prostory K

n

! K

m

.

Pøíklad: Je dáno lineární zobrazení f : R

4

! R

4

; f(x) = (x

1

+ x

2

+ x

3

+ x

4

;�x

1

�

x

2

�x

3

�x

4

; x

1

�x

2

+x

3

�x

4

;�2x

1

+2x

2

�2x

3

+2x

4

). Urèete Kerf; Imf a najdìte nìjakou

bázi Kerf a Imf .

První øe¹ení: Lineární zobrazení f zapí¹eme jako násobení matií:

f(x) = Ax =

0

B

B

�

1 1 1 1

�1 �1 �1 �1

1 �1 1 �1

�2 2 �2 2

1

C

C

A

0

B

B

�

x

1

x

2

x

3

x

4

1

C

C

A

Urèíme jádro: Proto¾e Kerf = fu 2 R

4

: f(u) = Au = 0g, øe¹íme vlastnì homogenní

soustavu ètyø rovni o ètyøeh neznámýh:

0

B

B

�

1 1 1 1

�1 �1 �1 �1

1 �1 1 �1

�2 2 �2 2

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 1 1 1

0 2 0 2

0 0 0 0

0 0 0 0

1

C

C

A

Ze shodovitého tvaru dostáváme: x

1

= s; x

2

= t; x

3

= �s; x

4

= �t; s; t 2 R. Tedy

Kerf = fs(1; 0;�1; 0) + t(0; 1; 0;�1); s; t 2 Rg; �

Kerf

= f(1; 0;�1; 0); (0; 1; 0;�1)g.

Nyní urèíme obraz: Proto¾e Im f = ff(u) : u 2 R

4

g, tvoøí Im f obrazy vektorù

standardní báze, pøesnìji jejih lineárnì nezávislá podmno¾ina. Tzn. Imf = ff(a

1

e

1

+

a

2

e

2

+ a

3

e

3

+ a

4

e

4

); a

i

2 Rg = fa

1

f(e

1

) + a

2

f(e

2

) + a

3

f(e

3

) + a

4

f(e

4

); a

i

2 Rg =
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[f(e

1

); f(e

2

); f(e

3

); f(e

4

)℄ = [s

1

(A); s

2

(A); s

3

(A); s

4

(A)℄, kde s

i

(A) znaèí i-tý sloupe matie

A. Tedy bázi obrazu tvoøí lineárnì nezávislé sloupe matie A.

Imf = fa

1

f(e

1

) + a

2

f(e

2

); a

1

; a

2

2 Rg = fa

1

(1;�1; 1;�2) + a

2

(1;�1;�1; 2); a

1

; a

2

2

Rg; �

Imf

= f(1;�1; 1;�2); (1;�1;�1; 2)g

Druhé øe¹ení: Pøi øe¹ení vyu¾ijeme EØO. Vytvoøíme blokovou matii typu 4� 8 tak, ¾e

do levého bloku zapí¹eme souøadnie vektorù standardní báze "

4

v R

4

, do pravého bloku

zapí¹eme souøadnie jejih obrazù ve zobrazení f . Proto¾e f je lineární zobrazení, tato

vlastnost zùstane zahována i po vykonání libovolné EØO.

Jestli¾e matii upravíme pomoí EØO tak, aby byl pravý blok ve shodovitém tvaru,

pak nenulové øádky pravého bloku budou souøadnie vektorù nìjaké báze podprostoru

Imf � R

4

, øádky levého bloku, které odpovídají nulovým øádkùm pravého bloku, budou

souøadnie vektorù nìjaké báze podprostoru Kerf � R

4

.

Tedy

0

B

B

�

1 0 0 0 j 1 �1 1 �2

0 1 0 0 j 1 �1 �1 2

0 0 1 0 j 1 �1 1 �2

0 0 0 1 j 1 �1 �1 2

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 0 0 0 j 1 �1 1 �2

�1 1 0 0 j 0 0 �2 4

�1 0 1 0 j 0 0 0 0

0 �1 0 1 j 0 0 0 0

1

C

C

A

a z upravené matie dostáváme:

�

Kerf

= f(�1; 0; 1; 0); (0;�1; 0; 1)g

�

Imf

= f(1;�1; 1;�2); (0; 0;�2; 4)g

Kerf = fa(�1; 0; 1; 0) + b(0;�1; 0; 1); a; b 2 Rg

Imf = fa(1;�1; 1;�2) + b(0; 0;�2; 4); a; b 2 Rg

Pøíklad: Najdìte pøedpis nìjakého lineárního zobrazení f : R

3

! R

3

tak, aby Kerf =

2

4

0

�

1

0

0

1

A

;

0

�

1

1

1

1

A

3

5

; Im f =

2

4

0

�

1

0

1

1

A

3

5

.

Øe¹ení: Doplníme bázi �

Kerf

=

8

<

:

0

�

1

0

0

1

A

;

0

�

1

1

1

1

A

9

=

;

vektorem

0

�

0

1

0

1

A

na bázi � prostoru R

3

.

De�nujme f -obrazy vektorù báze � tak, aby byly splnìny podmínky úlohy:

f

0

�

1

0

0

1

A

=

0

�

0

0

0

1

A

; f

0

�

1

1

1

1

A

=

0

�

0

0

0

1

A

; f

0

�

0

1

0

1

A

=

0

�

1

0

1

1

A

Tímto je zobrazení f jednoznaènì urèeno. Zobrazení f zapí¹eme pomoí násobení matií,

tj. ve tvaru f(x) = Ax. Proto¾e

Ax = f(x

1

; x

2

; x

3

) = x

1

f

0

�

1

0

0

1

A

+ x

2

f

0

�

0

1

0

1

A

+ x

3

f

0

�

0

0

1

1

A

;
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potøebujeme pro nalezení matie A je¹tì urèit f

0

�

0

0

1

1

A

. Platí:

f

0

�

0

0

1

1

A

= f

0

�

0

�

1

1

1

1

A

�

0

�

1

0

0

1

A

�

0

�

0

1

0

1

A

1

A

= f

0

�

1

1

1

1

A

� f

0

�

1

0

0

1

A

� f

0

�

0

1

0

1

A

=

0

�

�1

0

�1

1

A

Proto

A =

0

�

0 1 �1

0 0 0

0 1 �1

1

A

Vzhledem k tomu, ¾e

0

�

0 1 �1

0 0 0

0 1 �1

1

A

0

�

x

1

x

2

x

3

1

A

=

0

�

x

2

� x

3

0

x

2

� x

3

1

A

platí

f(x) = (x

2

� x

3

; 0; x

2

� x

3

)

Cvièení:

1. Neh» V je vektorový prostor, v 2 V je pevnì zvolený vektor. Zjistìte, zda zobrazení

f : V! V je lineární, jestli¾e

(a) f(x) = x+ v;

(b) f(x) = v:

2. Zjistìte, zda je zobrazení f : R

n

! R

n

lineární. Pokud ano, najdìte Kerf; Imf

a zapi¹te jej pomoí násobení matií. Zjistìte, zda je f isomor�smus.

(a) f(x; y) = (x; y

2

)

(b) f(x; y) = (2x+ 3y; x� y)

() f(x; y) = (x; 1� y)

(d) f(x; y; z) = ((x+ y)

2

; x� y; x+ y + z)

(e) f(x; y; z) = (x� 2y + z; 2x� y + z; 3y � z)

3. Zjistìte, zda je zobrazení A : R

m

[x℄! R

n

[x℄ lineární. Pokud ano, urèete Kerf; Imf .

(a) m = n = 2; (Af)(x) = f(�x);

(b) m = n = 2; (Af)(x) = xf

0

(x);

() m = 4; n = 2; (Af)(x) = f

000

(x)� 2f

00

(x);
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(d) m = 4; n = 2; (Af)(x) = f

00

(x) + x

2

:

4. Následujíí zobrazení napi¹te pomoí násobení matií, tj. ve tvaru f(x) = Ax.

(a) identiké zobrazení id : R

3

! R

3

,

(b) kolmá projeke do osy generované vektorem (1; 0; 0) v prostoru R

3

,

() kolmá projeke do roviny generované vektory (0; 1; 0); (0; 0; 1) v prostoru R

3

,

(d) násobení pevnì zvoleným skalárem a 2 R v prostoru R

3

,

(e) pøeklopení podle roviny xz v prostoru R

3

; najdìte obraz vektoru (2;�5; 3)

v zobrazení f ,

(f) otoèení o úhel �60

Æ

v prostoru R

3

; najdìte obraz vektoru (3;�4) v zobrazení f ,

(g) otoèení o úhel 30

Æ

kolem osy x; najdìte obraz vektoru (�2; 1; 2) v zobrazení f .

5. Neh» násobení vektoru x matií A reprezentuje otoèení v rovinì xy o úhel  . Jaký

bude výsledek násobení vektoru x matií A

T

?

6. Zjistìte, zda je lineární zobrazení f : R

3

! R

3

; f(x) = (x

1

+ x

2

; x

2

+ x

3

; x

1

+ x

3

)

isomor�smus. Pokud ano, najdìte pøedpis pro inverzní isomor�smus.

7. Urèete dimenzi obrazu a jádra zobrazení, které je de�nováno jako násobení matií

A =

�

1 1

4 4

�

v Mat

2

(R)

(a) zprava,

(b) zleva.

8. Neh» f : Mat

2

(R)! Mat

2

(R) je lineární zobrazení de�nované pøedpisem

f(X) =

�

1 1

0 0

�

X +X

�

0 0

1 1

�

Zjistìte dimKerf a dim Imf .

9. Neh» � = (v

1

; v

2

), kde v

1

= (�2; 1); v

2

= (1; 3), je báze R

2

a f : R

2

! R

3

je

lineární zobrazení takové, ¾e f(v

1

) = (�1; 2; 0); f(v

2

) = (0;�3; 5). Najdìte pøedpis

pro f(x

1

; x

2

) a urèete f(2;�3).

10. Lineární zobrazení f : R

3

! R

3

zobrazuje vektor u

i

na vektor v

i

; i = 1; 2; 3. Najdìte

matii tohoto zobrazení ve standardníh bázíh a urèete jeho pøedpis, jestli¾e

u

1

= (�2; 3;�5); u

2

= (0; 1; 3); u

3

= (2; 0; 0);

v

1

= (�1; 1; 1); v

2

= (1; 1;�1); v

3

= (�2; 1; 2):

11. Lineární zobrazení f : Mat

2

(R) ! R zobrazuje matii A

i

na èíslo 

i

; i = 1; 2; 3; 4.

Urèete Kerf; Imf a najdìte pøedpis zobrazení f , jestli¾e

A

1

=

�

1 1

0 0

�

; A

2

=

�

1 �1

0 0

�

; A

3

=

�

1 1

1 0

�

; A

4

=

�

1 1

0 1

�

;



1

= 1; 

2

= 0; 

3

= 3; 

4

= 0:
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12. Jsou dány vektory u = (1; 2;�3); v = (2; 1;�2); w = (1;�4; 5) z R

3

. Zjistìte, zda

existuje lineární zobrazení f : R

3

! R

2

takové, ¾e

(a) f(u) = (1; 2); f(v) = (2; 3); f(w) = (1; 3);

(b) f(u) = (�2; 1); f(v) = (1; 1); f(w) = (8;�1):

13. Urèete jádro a obraz lineárního zobrazení f : R

4

! R

4

; f(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) = (x

1

+

2x

2

+3x

3

+4x

4

; 4x

1

+3x

2

+2x

3

+x

4

; x

1

� 2x

2

+3x

3

� x

4

; x

1

+ x

2

+ x

3

+x

4

). Najdìte

nìjakou bázi Kerf a Imf .

14. Urèete pøedpis lineárního zobrazení f : R

3

! R

4

, pro které platí

f(1; 0; 1) = (1; 0; 1; 0); f(1; 1; 0) = (0; 0; 0; 0); f(0; 1; 1) = (0; 1; 0; 1).

15. Najdìte dimenzi a bázi obrazu prùniku podprostorù V

1

a V

2

� R

4

pøi zobrazení

f : R

4

! R

5

. Pøitom f(x; y; z; w) = (x + 2y + 3z + w; 2x � 3y � z � 12w;�x +

y + 5w;�y � z � 2w; 2x � 3y � z � 12w); V

1

= [(2;�1;�1; 1); (�2; 3; 1;�1)℄; V

2

=

[(0; 2; 0; 0); (1; 1; 1; 1)℄. Dále zjistìte dimenzi vzoru podprostoru W � R

5

generova-

ného vektorem (1; 1; 1; 1; 1).

16. Neh» � = (v

1

; v

2

), kde v

1

= (1; 3); v

2

= (�1; 4), je báze R

2

a A =

�

1 3

�2 5

�

je

matie lineárního zobrazení f : R

2

! R

2

v bázi �.

(a) Najdìte (f(v

1

))

�

; (f(v

2

))

�

,

(b) najdìte f(v

1

); f(v

2

),

() urèete pøedpis pro f(x

1

; x

2

),

(d) vypoètìte f(1; 1).
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9. MATICE LINEÁRNÍHO ZOBRAZENÍ, MATICE PØECHODU

Neh» f : U! V je lineární zobrazení, � = (u

1

; :::; u

n

); � = (v

1

; :::; v

k

) jsou uspoøádané

báze vektorovýh prostorù U, V. Neh»

f(u

j

) =

k

X

i=1

a

ij

v

i

(2)

j = 1; :::; n. Matie

A =

0

B

B

B

�

a

11

a

12

� � � a

1n

a

21

a

22

� � � a

2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a

k1

a

k2

� � � a

kn

1

C

C

C

A

se nazývá matie lineárního zobrazení f : U! V v bázíh �; � a znaèí se (f)

�;�

. V¹imnìte

si, ¾e j-tý sloupe matie (f)

�;�

je (f(u

j

))

�

, tj. sloupe souøadni vektoru f(u

j

) v bázi �.

De�nièní vztah (2) mù¾eme pøepsat ekvivalentnì takto:

(f(u

1

); f(u

2

); :::; f(u

n

)) = (v

1

; v

2

; :::; v

k

)(f)

�;�

(3)

Jestli¾e x 2 U, potom

(f(x))

�

= (f)

�;�

(x)

�

tj. souøadnie vektoru f(x) v bázi � dostáváme vynásobením matie (f)

�;�

zprava sloup-

em souøadni vektoru x v bázi �.

Neh» � = (u

1

; :::; u

n

); � = (v

1

; :::; v

n

) jsou dvì báze vektorového prostoru V nad polem

K. Potom existuje matie A = (a

ij

) taková, ¾e

u

j

=

n

X

i=1

a

ij

v

i

(4)

kde j = 1; :::; n. Matie A se nazýva matie pøehodu od báze � k bázi �, nebo také matie

zámìny báze � bazí �. Proto¾e A je matie identikého zobrazení id : V ! V v bazíh

�; �, znaèí se (id

V

)

�;�

. De�nièní rovnost (4) mù¾eme pøepsat takto:

(u

1

; :::; u

n

) = (v

1

; :::; v

n

)(id

V

)

�;�

(5)

Tento vztah hraje dùle¾itou roli pøi výpoètu matie pøehodu.

Matie (id

V

)

�;�

; (id

V

)

�;�

jsou navzájem inverzní, tj. platí

(id

V

)

�;�

(id

V

)

�;�

= (id

V

)

�;�

(id

V

)

�;�

= E

Souøadnie libovolného vektoru x 2 V v bazíh �; � jsou dány vztahy

(x)

�

= (id

V

)

�;�

(x)

�

; (x)

�

= (id

V

)

�;�

(x)

�
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Neh» f : V

1

! V

2

je lineární zobrazení, �

1

; �

1

jsou dvì báze V

1

, �

2

; �

2

jsou dvì báze

V

2

. Potom mezi matiemi (f)

�

2

;�

1

a (f)

�

2

;�

1

je vztah

(f)

�

2

;�

1

= (id

V

2

)

�

2

;�

2

(f)

�

2

;�

1

(id

V

1

)

�

1

;�

1

(f)

�

2

;�

1

= (id

V

2

)

�

2

;�

2

(f)

�

2

;�

1

(id

V

1

)

�

1

;�

1

Pokud V

1

= V

2

= V, dostáváme

(f)

�;�

= (id

V

)

�;�

(f)

�;�

((id

V

)

�;�

)

�1

(f)

�;�

= (id

V

)

�;�

(f)

�;�

((id

V

)

�;�

)

�1

Neh» f : U ! V; g : V ! W jsou lineární zobrazení, �; �;  jsou postupnì báze

prostorù U;V;W. Potom slo¾ení zobrazení f a g je opìt lineární zobrazení a platí

(g Æ f)

;�

= (g)

;�

(f)

�;�

.

Pøíklad: Urèete matii lineárního zobrazení f : R

3

! R

2

; f(x

1

; x

2

; x

3

) = (x

1

+ 2x

2

�

3x

3

; 2x

1

) v bázíh �; �, jestli¾e

(a) � = "

3

; � = "

2

,

(b) � = ((1; 2; 0); (�2; 10); (3; 1;�1)); � = ((2; 1); (0; 2)).

Najdìte obraz vektoru x v lineárním zobrazení f , jestli¾e (x)

�

= (0;�4; 1)

T

.

Øe¹ení: (a) Urèíme obrazy vektorù báze � ve zobrazení f :

f(1; 0; 0) = (1; 2); f(0; 1; 0) = (2; 0); f(0; 0; 1) = (�3; 0)

Vzhledem k tomu, ¾e � = "

2

, platí

(f)

�;�

=

�

1 2 �3

2 0 0

�

Proto¾e � = "

3

, pøímo z pøedpisu f dostáváme f(x) = (�11; 0).

(b) Postupujeme analogiky jako v (a).

f(1; 2; 0) = (5; 2); f(�2; 1; 0) = (0;�4); f(3; 1;�1) = (8; 6)

Nyní vyjádøíme vypoèítané vektory jako lineární kombinai prvkù báze �:

(5; 2) = a(2; 1) + b(0; 2) = (2a; a+ 2b)



46

Øe¹ením systému

2a = 5

a + 2b = 2

dostáváme a =

5

2

; b = �

1

4

. Analogiky

(0;�4) = 0(2; 1)� 2(0; 2)

(8; 6) = 4(2; 1) + 1(0; 2)

Zapsáním koe�ientù lineárníh kombinaí do matie dostáváme

(f)

�;�

=

�

5

2

0 4

�

1

4

�2 1

�

Potom

(f(x))

�

=

�

5

2

0 4

�

1

4

�2 1

�

0

�

0

�4

1

1

A

=

�

4

9

�

o¾ znamená, ¾e f(x) = 4(2; 1) + 9(0; 2) = (8; 22).

Pøíklad: V R

3

jsou dány báze � = ((1; 0; 0); (1; 1; 0); (1; 1; 1)); � = ((�1; 1; 0); (1; 1; 0);

(0; 0; 1)). Urèete matii (id

R

3

)

�;�

, tj. matii pøehodu od báze � k bázi �, a matii (id

R

3

)

�;�

,

tj. matii pøehodu od báze � k bázi �. Pomoí tìhto mati vypoètìte (x)

�

; (y)

�

, jestli¾e

(x)

�

= (�1; 3; 0)

T

; (y)

�

= (2; 4; 7)

T

.

Øe¹ení: Nejprve urèíme (id

R

3

)

�;�

. Vyjádøíme vektory báze � jako lineární kombinai

vektorù báze �.

(1; 0; 0) = a(�1; 1; 0) + b(1; 1; 0) + (0; 0; 1) = (�a + b; a+ b; )

Porovnámím dostáváme

�a + b = 0; a+ b = 0;  = 0

Øe¹ením systému je a = �

1

2

; b =

1

2

;  = 0. Analogiky se vypoète, ¾e

(1; 1; 0) = 0(�1; 1; 0) + 0(1; 1; 0) + 0(0; 0; 1)

(1; 1; 1) = 0(�1; 1; 0) + 1(1; 1; 0) + 1(0; 0; 1)

Zapsáním koe�ientù lineárníh kombinaí do matie dostáváme

(id

R

3

)

�;�

=

0

�

�

1

2

0 0

1

2

1 1

0 0 1

1

A

K výpoètu mù¾eme rovnì¾ pou¾ít vztah (5) a vyøe¹it soustavu

A = B(id

R

3

)

�;�
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kde sloupe mati A a B jsou tvoøeny vektory bazí � a �. Po úpravì dostáváme

(id

R

3

)

�;�

= B

�1

A

Matii (id

R

3

)

�;�

urèíme jako inverzní matii k (id

R

3

)

�;�

.

0

�

�

1

2

0 0 j 1 0 0

1

2

1 1 j 0 1 0

0 0 1 j 0 0 1

1

A

�

0

�

�

1

2

0 0 j 1 0 0

0 1 1 j 1 1 0

0 0 1 j 0 0 1

1

A

�

0

�

1 0 0 j �2 0 0

0 1 0 j 1 1 �1

0 0 1 j 0 0 1

1

A

a proto

(id

R

3

)

�;�

=

0

�

�2 0 0

1 1 �1

0 0 1

1

A

Dále

(x)

�

=

0

�

�

1

2

0 0

1

2

1 1

0 0 1

1

A

0

�

�1

3

0

1

A

=

0

�

1

2

5

2

0

1

A

(y)

�

=

0

�

�2 0 0

1 1 �1

0 0 1

1

A

0

�

2

4

7

1

A

=

0

�

�4

�1

7

1

A

tedy (x)

�

= (

1

2

;

5

2

; 0)

T

; (y)

�

= (�4;�1; 7)

T

.

Pøíklad: Neh» báze �; � prostoru R

3

jsou stejné jako v pøedhozím pøíkladì.

(a) Neh» f : R

3

! R

3

je endomor�smus, jeho¾ matie v bázi � je

(f)

�;�

=

0

�

1 0 1

1 1 0

0 1 1

1

A

Urèete jeho matii v bázi �. Urèete obrazy vektorù x; y; z v endomor�smu f , jesti¾e

x = (1; 2; 3); (y)

�

= (1; 2; 3); (z)

�

= (1; 2; 3).

(b) Urèete matii endomor�smu f ve standardní bázi prostoru R

3

a najdìte jeho pøedpis.

Øe¹ení: (a) Proto¾e (f)

�;�

= (id

R

3

)

�;�

(f)

�;�

(id

R

3

)

�;�

,

(f)

�;�

=

0

�

�

1

2

0 0

1

2

1 1

0 0 1

1

A

0

�

1 0 1

1 1 0

0 1 1

1

A

0

�

�2 0 0

1 1 �1

0 0 1

1

A

=

0

�

1 0 �

1

2

�1 2 �

1

2

1 1 0

1

A

Abyhom mohli urèit f(x), potøebujeme najít souøadnie vektoru x v bázi � (nebo �).

Neh»

(1; 2; 3) = a(1; 0; 0) + b(1; 1; 0) + (1; 1; 1) = (a + b+ ; b + ; )
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Porovnáním dostáváme a = �1; b = �1;  = 3. Potom

(f(x))

�

=

0

�

1 0 1

1 1 0

0 1 1

1

A

0

�

�1

�1

3

1

A

=

0

�

2

�2

2

1

A

tedy

f(x) = 2(1; 0; 0)� 2(1; 1; 0) + 2(1; 1; 1) = (2; 0; 2)

Analogiky

(f(y))

�

=

0

�

1 0 1

1 1 0

0 1 1

1

A

0

�

1

2

3

1

A

=

0

�

4

3

5

1

A

(f(z))

�

=

0

�

1 0 �

1

2

�1 2 �

1

2

1 1 0

1

A

0

�

1

2

3

1

A

=

0

�

�

1

2

3

2

3

1

A

f(y) = 4(1; 0; 0) + 3(1; 1; 0) + 5(1; 1; 1) = (12; 8; 5)

f(z) = �

1

2

(�1; 1; 0) +

3

2

(1; 1; 0) + 3(0; 0; 1) = (2; 1; 3)

(b) Urèíme matie pøehodu (id

R

3

)

"

3

;�

; (id

R

3

)

�;"

3

. Pøímo dostáváme

(id

R

3

)

"

3

;�

=

0

�

1 1 1

0 1 1

0 0 1

1

A

Matii (id

R

3

)

�;"

3

= ((id

R

3

)

"

3

;�

)

�1

urèíme pomoí EØO:

0

�

1 1 1 j 1 0 0

0 1 1 j 0 1 0

0 0 1 j 0 0 1

1

A

�

0

�

1 1 0 j 1 0 �1

0 1 0 j 0 1 �1

0 0 1 j 0 0 1

1

A

�

0

�

1 0 0 j 1 �1 0

0 1 0 j 0 1 �1

0 0 1 j 0 0 1

1

A

tj.

(id

R

3

)

�;"

3

=

0

�

1 �1 0

0 1 �1

0 0 1

1

A

Nyní vypoèteme (f)

"

3

;"

3

= (id

R

3

)

"

3

;�

(f)

�;�

(id

R

3

)

�;"

3

.

(f)

"

3

;"

3

=

0

�

1 1 1

0 1 1

0 0 1

1

A

0

�

1 0 1

1 1 0

0 1 1

1

A

0

�

1 �1 0

0 1 �1

0 0 1

1

A

=

0

�

2 0 0

1 1 �1

0 1 0

1

A

Proto¾e

0

�

2 0 0

1 1 �1

0 1 0

1

A

0

�

x

1

x

2

x

3

1

A

=

0

�

2x

1

x

1

+ x

2

� x

3

x

2

1

A
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platí

f(x) = (2x

1

; x

1

+ x

2

� x

3

; x

2

)

Pøíklad:Neh» � = ((1; 0;�1; 2; 3); (�2; 1; 4;�3; 1)); � = ((0; 1; 2; 1; 7); (�1; 2; 5; 0; 11))

jsou dvì báze podprostoru P vektorového prostoru R

5

. Urèete matii pøehodu

(a) od báze � k bázi �,

(b) od báze � k bázi �.

Øe¹ení: Oznaème � = (u

1

; u

2

); � = (v

1

; v

2

).

(a) Vyjádøíme vektory u

1

; u

2

jako lineární kombinai vektorù v

1

; v

2

:

(1; 0;�1; 2; 3) = a(0; 1; 2; 1; 7) + b(�1; 2; 5; 0; 11) = (�b; a + 2b; 2a+ 5b; a; 7a+ 11b)

(�2; 1; 4;�3; 1) = (0; 1; 2; 1; 7) + d(�1; 2; 5; 0; 11) = (�d; + 2d; 2+ 5d; ; 7+ 11d)

Porovnáním dostáváme a = 2; b = �1;  = �3; d = 2, tj.

(id

P

)

�;�

=

�

2 �3

�1 2

�

(b) Matii (id

P

)

�;�

urèíme jako inverzní matii k (id

P

)

�;�

:

(id

P

)

�;�

=

�

2 �3

�1 2

�

�1

=

�

2 3

1 2

�

Pøíklad: V R

3

je dána báze � = ((1; 1; 0); (1; 0; 1); (0; 1; 1)). Zkonstruujte bázi � tak,

aby matie

M =

0

�

1 1 2

1 0 0

1 2 1

1

A

byla matií pøehodu

(a) od báze � k bázi �,

(b) od báze � k bázi �.

Øe¹ení: Oznaème A a B matie, jejih¾ sloupe tvoøí vektory bazí � a �.

(a) Neh» M je matií pøehodu od báze � k bázi �. Pak podle (5) platí B = AM , tedy

B =

0

�

1 1 0

1 0 1

0 1 1

1

A

0

�

1 1 2

1 0 0

1 2 1

1

A

=

0

�

2 1 2

2 3 3

2 2 1

1

A

Tak¾e � = ((2; 2; 2); (1; 3; 2); (2; 3; 1)).
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(b) Neh» nyní je M matií pøehodu od báze � k bázi �. Pak podle (5) platí BM = A,

tj. B = AM

�1

. M

�1

urèíme pomoí EØO a

B =

1

3

0

�

1 1 0

1 0 1

0 1 1

1

A

0

�

0 1 0

�1 �1 2

2 �1 �1

1

A

=

1

3

0

�

�1 2 2

2 2 �1

1 �2 1

1

A

Tedy � = (

1

3

(�1; 2; 1);

1

3

(2; 2;�2);

1

3

(2;�1; 1)).

Cvièení:

1. Matie lineárního zobrazení f : R

3

! R

3

v bázi � = ((1; 0; 1); (0; 1; 1); (1; 1; 0)) je

(f)

�;�

=

0

�

�1 0 �1

0 �1 1

�1 1 0

1

A

Najdìte pøedpis zobrazení f . Zjistìte, zda je f isomor�smus.

2. Neh» f : R

1

[x℄ ! R

1

[x℄ je lineární zobrazení de�nované pøedpisem f(a + bx) =

a+ b(x+1) a  = (6+3x; 10+2x); Æ = (2; 3+2x) jsou báze prostoru R

1

[x℄. Najdìte

matii zobrazení f

(a) v bázi ,

(b) v bázi Æ.

3. Urèete matii endomor�smu A : R

3

[x℄! R

3

[x℄; A(f) = 3f

00

+ 4f

0

+ f , v bázi

(a) � = (1; x; x

2

; x

3

),

(b) � = (1 + x; 1� x; x

2

+ x

3

; x

2

� x

3

).

Zjistìte, zda je A isomor�smus.

4. Vektor x 2 R

3

má v bázi � = (u

1

; u

2

; u

3

) souøadnie (x)

�

= (1;�3; 2)

T

. Urèete jeho

souøadnie v bázi � = (v

1

; v

2

; v

3

), jestli¾e víme, ¾e

(a) u

1

= 3v

1

+ 2v

2

+ v

3

; u

2

= v

2

� 2v

3

; u

3

= v

1

� v

3

,

(b) v

1

= u

1

+ u

2

+ u

3

; v

2

= u

2

+ u

3

; v

3

= u

3

.

5. Lineární zobrazení A : R

3

[x℄ ! R

3

[x℄ je ve standardní bázi " prostoru R

3

[x℄ dáno

matií

(A)

";"

=

0

B

B

�

1 1 1 1

�1 �1 �1 �1

1 �1 1 �1

�1 1 �1 1

1

C

C

A

Najdìte v¹ehny polynomy f 2 R

3

[x℄ s vlastností A(f) = 1� x.

6. Urèete matii lineárního zobrazení f : Mat

2

(R) ! Mat

2

(R); f(X) = AX v bázi �,

jestli¾e � =

��

1 0

0 0

�

;

�

1 1

0 0

�

;

�

1 1

1 0

�

;

�

1 1

1 1

��

; A =

�

1 2

1 0

�

.
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7. Najdìte matii lineárního zobrazení ' : R

3

! R

4

daného pomoí nìjaké matie A

typu 4�3 pøedpisem '((x; y; z)

T

) = A(x; y; z)

T

vzhledem k bázi  = ((0; 0; 1); (0; 1; 0);

(4; 5; 3)) v R

3

a Æ = ((2; 0; 2; 5); (1; 0; 0; 0); (2;�4;�6; 7); (0; 1; 0; 0)) v R

4

.

8. Uva¾ujme zobrazení f : R

2

[x℄! R

2

[x℄; f(ax

2

+bx+) = (a�b)x

2

+(a�)x+(b�).

(a) Doka¾te, ¾e f je lineární zobrazení.

(b) Najdìte v¹ehny polynomy, které le¾í v jeho jádøe.

() Napi¹te matii zobrazení f ve standardní bázi " = (1; x; x

2

).

9. Najdìte pøedpis lineárního zobrazení f : R

2

! R

3

, které má v bazíh � = ((1;�1);

(1; 1)); � = ((1; 1; 1); (1; 1; 0); (1; 0; 0)) vektorovýh prostorù R

2

a R

3

matii

(f)

�;�

=

0

�

1 0

�1 2

3 �1

1

A

10. Ve vektorovém prostoru R

3

[x℄ jsou dány báze � = (1; x; x

2

; x

3

); � = (1+x; 1�x; x

2

+

x

3

; x

2

� x

3

). Najdìte matii pøehodu

(a) od báze � k bázi �,

(b) od báze � k bázi �.

11. Neh» � a � jsou báze v R

3

. Najdìte matii pøehodu od báze � k bázi �. Pomoí

této matie urèete souøadnie vektoru w = (�5; 8;�5) v bázi �, jestli¾e

(a) � = ((�3; 0;�3); (�3; 2;�1); (1; 6;�1)); � = ((�6;�6; 0); (�2;�6; 4); (�2;�3; 7)),

(b) � = ((2; 1; 1); (2;�1; 1); (1; 2; 1)); � = ((3; 1;�5); (1; 1;�3); (�1; 0; 2)).

12. Neh» f : R

2

! R

3

je lineární zobrazení v bazíh � = ((1; 3); (�2; 4)) a � =

((1; 1; 1); (2; 2; 0); (3; 0; 0)) de�nované pøedpisem

f

��

x

1

x

2

��

=

0

�

x

1

+ 2x

2

�x

1

0

1

A

Najdìte matii pøehodu od báze � k bázi �.

13. Najdìte lineární zobrazení f : R

3

! R

2

, které má v bazíh �; � matii

(f)

�;�

=

�

1 0 2

�1 1 0

�

jestli¾e

(a) �; � jsou standardní báze prostorù R

3

a R

2

,

(b) � = ((1; 1; 0); (1;�2; 0); (0; 0; 1); � = ((2;�1); (0; 1)).

14. Matie lineárního zobrazení f : R

3

! R

2

v bazíh � = ((1; 0; 1); (1; 0; 0); (1; 1; 1)); � =

((�1; 2); (1; 1)) je

(f)

�;�

=

�

1 2 3

4 5 6

�

Urèete obrazy vektorù x = (1;�2; 3); y = (�1; 0; 4) v endomor�smu f .
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15. Ve standardníh bazíh na R

3

aR

5

je dáno zobrazení f matií A a zobrazení g matií

B.

A =

0

B

B

B

B

�

1 2 �1

1 0 1

3 2 0

�1 1 0

�2 0 1

1

C

C

C

C

A

; B =

0

�

�2 1 0 1 2

1 3 0 7 1

1 0 0 0 1

1

A

Odkud kam tato zobrazení jdou? Najdìte matie jejih kompozi. Zjistìte, zda jde

o isomor�smy.
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10. AFINNÍ GEOMETRIE

A�nní podprostor prostoru K

n

je mno¾ina M = P + [u

1

; :::; u

k

℄, kde P 2 K

n

; u

i

2 K

n

.

Ka¾dý prvek x 2M mù¾eme jednoznaène napsat ve tvaru

x = P +

k

X

i=1

t

i

u

i

kde t

1

; :::t

k

2 K jsou parametry. Toto vyjádøení se nazývá parametriké vyjádøení nebo

parametriká rovnie podprostoru M .

A�nní podprostor lze popsat soustavou lineárníh rovni

Ax = b

kde A 2 Mat

m;n

(K); b 2 K

m

. Mno¾ina øe¹ení této soustavy fx;Ax = bg je buï ; nebo

a�nní podprostor. Toto vyjáøení se nazývá obená rovnie a�nního podprostoru.

Zamìøením a�nního podprostoru M � K nazýváme vektorový podprostor

Dir M = [u

1

; :::; u

k

℄

Dimenzí a�nního podprostoruM � K

n

, ozn. dimM , nazýváme dimenzi jeho zamìøení,

tedy

dimM = dimDir M

Neh» S; T jsou dva podprostory a�nního prostoru V. Øekneme, ¾e podprostory S a T

jsou rovnobì¾né, jestli¾e buïto Dir S � Dir T nebo Dir T � Dir S (rovnobì¾né podpro-

story tedy mohou i splývat). Dále øekneme, ¾e tyto proprostory jsou rùznobì¾né, mají-li

alespoò jeden spoleèný bod a pøitom nejsou rovnobì¾né. Koneènì øekneme, ¾e tyto pod-

prostory jsou mimobì¾né, jestli¾e nejsou rovnobì¾né a nemají ¾ádný spoleèný bod.

Pøíklad: Urèete parametriké rovnie podprostoru M zadaného rovniemi

M : x

1

+ x

2

� x

3

+ x

4

= 9

x

1

� x

2

+ x

3

� x

4

= �3

Øe¹ení: Soustavu pøepí¹eme do matie, kterou nejprve pomoí EØO upravíme na sho-

dovitý tvar:

�

1 �1 �1 1 j 9

1 �1 1 �1 j �3

�

�

�

1 0 0 0 j 3

0 1 �1 1 j 6

�
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Z upravené matie získáme parametriký popis následujíím zpùsobem: Vedouí èleny

øádkù se naházejí v prvním a druhém sloupi, proto si neznámé x

3

a x

4

zvolíme za pa-

rametry a neznámé x

1

a x

2

pomoí nih vyjádøíme. Zvolíme-li x

4

= t; x

3

= s, potom

x

2

= 6� s+ t; x

1

= 3. Parametriká rovnie pak má tvar

M : x

1

= 3

x

2

= 6� s+ t

x

3

= s

x

4

= t

Pøíklad: Najdìte obené rovnie a�nního podprostoru M vektorového prostoru R

4

,

kde M : (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) = (1; 0; 2; 2) + t

1

(1;�1; 0; 0) + t

2

(1; 2; 0;�1).

Øe¹ení: Parametriké rovnie x = P + �t pøepí¹eme do tvaru Ex = �t + P , kde

P = (1; 0; 2; 2) je bod a � = ((1;�1; 0; 0); (1; 2; 0;�1)) vektory, které tvoøí a�nní podprostor

M , a x = (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

)

T

je vektor neznámýh a t = (t

1

; t

2

) vektor parametrù. Soustavu

rovni Ex = �t+ P pøepíseme do matie tvaru (Ej�jP ):

0

B

B

�

1 0 0 0 j 1 1 j 1

0 1 0 0 j �1 2 j 0

0 0 1 0 j 0 0 j 2

0 0 0 1 j 0 �1 j 2

1

C

C

A

Matii budeme upravovat pomoí EØO tak, aby prostøední blok ve výsledné matii byl

ve shodovitém tvaru.

0

B

B

�

1 0 0 0 j 1 1 j 1

1 1 0 0 j 0 3 j 1

0 0 1 0 j 0 0 j 2

1 1 0 3 j 0 0 j 7

1

C

C

A

Obené rovnie podprostoru M urèují koe�ienty levého a pravého bloku, a to v øádíh,

ve kterýh jsou v prostøedním bloku samé nuly. Tedy

x

3

= 2

x

1

+ x

2

+ 3x

4

= 7

Dosazením se pøesvìdèíme, ¾e bod P této soustavì skuteènì vyhovuje.

Pøíklad: V prostoru R

4

zjistìte vzájemnou polohu podprostorù

(a) � : 3x

1

+ x

2

+ 2x

3

= 5; 5x

1

� x

2

+ 2x

4

= 3;

� : x

1

+ 5x

2

� 4x

3

= �3; 2x

2

� x

3

+ x

4

= �2,

(b) � : x

1

+ 2x

2

� x

3

= 1; x

1

+ x

3

+ 2x

4

= 3;

p : (3;�1; 0; 0) + t(�3; 2; 1; 1),
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() � : (3;�1; 0; 0) + s(�1; 1; 1; 0) + t(2; 1; 0; 1);

p : (3; 1; 0; 0) + r(�1; 2; 1; 1).

Øe¹ení: (a) Hledáme spoleèný bod podprostorù � a �, tj. bod R = (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

), jeho¾

souøadnie splòují rovnie podprostoru � i �. Øe¹íme tedy systém rovni

3x

1

+ x

2

+ 2x

3

= 5

5x

1

� x

2

+ 2x

4

= 3

x

1

+ 5x

2

� 4x

3

= �3

2x

2

� x

3

+ x

4

= �2

Pomoí EØO upravíme jeho roz¹íøenou matii na shodovitý tvar

0

B

B

�

3 1 2 0 j 5

5 �1 0 2 j 3

1 5 �4 0 j �3

0 2 �1 1 j �2

1

C

C

A

� � � � �

0

B

B

�

1 5 �4 0 j �3

0 1 �1 0 j �1

0 0 3 �1 j 4

0 0 0 1 j �1

1

C

C

A

ze kterého dostáváme x

1

= 1; x

2

= 0; x

3

= 1; x

4

= �1, o¾ je jediné øe¹ení daného systému.

Podprostory �; � jsou tedy rùznobì¾né a jejih prùseèíkem je bod R = (1; 0; 1;�1).

(b) Bod Q le¾í na pøíme p, pokud Q = (3� 3t;�1 + 2t; t; t); t 2 R. Aby bod Q le¾el

i v rovinì �, musí jeho souøadnie splòovat rovnii roviny �, tedy musí platit

3� 3t + 2(�1 + 2t) +�t = 1

3� 3t+ t+ 2t = 3

Ekvivalentní úpravou dostaneme rovnii

0 � t = 0

která je splnìna pro ka¾dé t 2 R. To znamená, ¾e ka¾dý bod pøímky p je zároveò bodem

roviny �, tedy pøímka p le¾í v rovinì �.

() Bod Q le¾í v rovinì �, pokud Q = (3� s + 2t;�1 + s + t; s; t), a le¾í na pøíme p,

pokud Q = (3� r; 1 + 2r; r; r). Øe¹íme tedy nehomogenní soustavu rovni

�s+ 2t+ r = 3� 3

s+ t + 2r = 1 + 1

s� r = 0

t� r = 0

Její roz¹íøenou matii upravíme pomoí EØO na shodovitý tvar:

0

B

B

�

�1 2 1 j 0

1 1 �2 j 2

1 0 �1 j 0

0 1 �1 j 0

1

C

C

A

� � � � �

0

B

B

�

1 2 1 j 0

0 3 �1 j 2

0 0 1 j �2

0 0 0 j 1

1

C

C

A
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Soustava nemá øe¹ení, tzn. ¾e � \ p = ;. Vyøe¹íme-li tuto soustavu jako homogenní, zjis-

tíme, ¾e vektory urèujíí zamìøení roviny � a pøímky p jsou lineárnì nezávislé, tedy rovina

a pøímka jsou mimobì¾né.

Pøíklad: V prostoru R

3

najdìte pøíèku mimobì¾ek p : (1; 2;�1) + s(1;�1; 1); q :

(0; 9;�2) + t(1; 0; 0) rovnobì¾nou s vektorem (1; 2; 0).

Øe¹ení: Proto¾e vektory (1;�1; 1); (1; 0; 0); (1; 2; 0) jsou lineárnì nezávislé, taková pøímka

existuje. Staèí nalézt prùseèík pøímky q s rovinou � : (1; 2;�1) + s(1;�1; 1) + r(1; 2; 0).

Abyhom tento prùseèík nalezli, musíne øe¹it rovnii

(0; 9;�2) + t(1; 0; 0) = (1; 2;�1) + s(1;�1; 1) + r(1; 2; 0)

pøièem¾ nám staèí znát hodnotu parametru t. Rozepsáním do slo¾ek dostaneme nehomo-

genní soustavu tøí rovni o tøeh neznámýh

t� s� r = 1

s� 2r = �7

�s = 1

Odtud spoèítáme t = 3 (s = �1; r = 3) a bod (3; 9;�2) je prùseèíkem pøímky q s rovinou

�. Hledaná pøíèka je pak (3; 9;�2) + r(1; 2; 0).

Pøíklad: V prostoru R

3

najdìte pøíèku mimobì¾ek p : P + su = (3; 3; 3) + s(2; 2; 1)

a q : Q+ tv = (0; 5;�1) + t(1; 1; 1), která prohází bodem A = (4; 5; 3).

Øe¹ení: Snadno zjistíme, ¾e jak vektory (1; 2; 0); (2; 2; 1); (1; 1; 1) (kde (1; 2; 0) = A�P ),

tak vektory (4; 0; 4); (2; 2; 1); (1; 1; 1) (kde (4; 0; 4) = A� Q) jsou lineárnì nezávislé, tak¾e

pøíèka existuje. Potøebujeme najít prùseèík pøímky q s rovinou � : (4; 5; 3) + r(1; 2; 0) +

s(2; 2; 1). Pro hledaný prùseèík tak dostáváme soustavu

t� r � 2s = 4

t� 2r � 2s = 0

t� s = 4

odkud t = 0. Prùseèík pøímky q s rovinou � je R = (0; 5;�1) a hledaná pøíèka je

(0; 5;�1) + a(4; 0; 4) = (0; 5;�1) + a(1; 0; 1).

Pøíklad: V prostoru R

4

uva¾ujme roviny � : x

1

+ x

2

= 3; x

3

+ x

4

= 4 a � : x

1

+ x

3

=

1; x

2

� x

4

= 3 a bod M = (2;�2; 3;�3). Najdìte pøímku q, která prohází bodem M ,

protíná rovinu � a je rovnobì¾ná s rovinou �.

Øe¹ení: Neh» � je rovina proházejíí bodem M a je rovnobì¾ná s rovinou �. Pak sou-

øadnie boduM splòují její rovnii, kterou získáme dosazením souøadni boduM do rovnie
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roviny � a dopoèítáním pøíslu¹nýh koe�ientù.

x

1

+ x

2

= 

x

3

+ x

4

= d

dosazením souøadni bodu M dostáváme

2� 2 = 0

3� 3 = 0

tedy  = d = 0 a

� : x

1

+ x

2

= 0

x

3

+ x

4

= 0

Bod P tvoøíí druhý bod pøímky q je prùseèíkem rovin � a � . Øe¹íme systém rovni

x

1

+ x

3

= 1

x

2

� x

4

= 3

x

1

+ x

2

= 0

x

3

+ x

4

= 0

jeho¾ matii pøevedeme pomoí EØO na shodovitý tvar

0

B

B

�

1 0 1 0 j 1

0 1 0 �1 j 3

1 1 0 0 j 0

0 0 1 1 j 0

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 0 1 0 j 1

0 1 0 �1 j 3

0 0 �1 1 j �4

0 0 0 2 j �4

1

C

C

A

ze kterého dostáváme x

1

= �1; x

2

= 1; x

3

= 2; x

4

= �2. Tedy P = (�1; 1; 2;�2) a pøímka

q má rovnii

q :M + t(P �M) = (2;�2; 3;�3) + t(�3; 3;�1; 1)

Pøíklad:Najdìte prùnik a�nníh podprostorùQ

1

: (3; 0;�3; 3)+a(1; 0;�1; 0)+b(0; 2; 0; 1);

Q

2

: (4;�2;�4; 2) + s(0; 0; 1;�1) + t(1; 2; 0; 0).

Øe¹ení: Neh» X 2 Q

1

\Q

2

. Pak platí

X = A+ au

1

+ bu

2

= B + sv

1

+ tv

2

tedy

au

1

+ bu

2

� sv

1

� tv

2

= B � A
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Soustavu pøepí¹eme do matie a upravíme na shodovitý tvar

0

B

B

�

1 0 0 �1 j 1

0 2 0 �2 j �2

�1 0 �1 0 j �1

0 1 1 0 j �1

1

C

C

A

�

0

B

B

�

1 0 0 �1 j 1

0 1 0 �1 j �1

0 0 1 1 j 0

0 0 0 0 j 0

1

C

C

A

odkud a = p; b = p; s = p; t = �p. Tedy

X = B � pv

1

+ pv

2

= B + p(v

2

� v

1

) =

0

B

B

�

4

�2

�4

2

1

C

C

A

+ p

0

B

B

�

1

2

�1

1

1

C

C

A

.

Podobnì pomoí vektorù u

1

; u

2

dostaneme

X = A+ pu

1

+ pu

2

= A + p(u

1

+ u

2

) =

0

B

B

�

3

0

�3

3

1

C

C

A

+ p

0

B

B

�

1

2

�1

1

1

C

C

A

.

Cvièení:

1. Napi¹te parameriké rovnie roviny, jestli¾e jsou zadány její

(a) tøi body A = (�1; 1; 0); B = (2; 1; 6); C = (3; 0; 4),

(b) dva body = (1; 2;�3); B = (0; 2; 1) a smìrový vektor u = (2; 1;�1),

() bod A = (3; 1;�2) a dva lineárnì nezávislé smìrové vektory u = (�1; 2; 1); v =

(3;�4; 2).

2. Najdìte obenou rovnii roviny urèené

(a) tøemi body A = (1;�1; 1); B = (2; 1;�3); C = (1; 4; 2),

(b) dvìma body A = (4; 1; 2); B = (2;�2; 3) a smìrovým vektorem u = (3;�2; 1),

() bodem A = (3; 3; 3) a smìrovými vektory u = (1;�1; 1); v = (�1; 1; 1).

3. Zjistìte, které z bodù A = (1; 2;�1); B = (1; 2; 2); C = (3; 1; 2); D = (�4; 2; 0) le¾í

v rovinì

(a) (x; y; z) = (6; 2;�2) + t(5; 0;�1) + s(1; 1; 0),

(b) x = 1 + 2t; x = 3� 2t + s; z = 4� 2t+ 2s,

() x + 17y + 5z � 30 = 0.

4. Najdìte parametriké vyjádøení pøímky v R

3

zadané p :

(

2x� y + z � 9 = 0

x + y � z = 0

. Jak

vypadají rovnie v¹eh rovin proházejííh danou pøímkou p (tzv. svazek rovin)?
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5. Najdìte parametriké vyjádøení podprostoru v R

4

zadaného obenými rovniemi.

(a) x

1

+ x

2

� 2x

4

= 6; x

1

+ 2x

2

+ x

3

� x

4

= 11; x

1

+ x

2

� x

4

= 8,

(b) x

1

+ 2x

2

� x

3

= 4; x

2

+ x

3

+ x

4

= 5; 2x

1

+ 4x

2

� x

3

= 11.

6. Urèete vzájemnou polohu pøímek v prostoru R

2

, resp. R

3

; v pøípadì, ¾e jsou rùzno-

bì¾né, najdìte jejih prùseèík.

(a) p : 3x+ 4y � 20 = 0; q : x = 4� 8t; y = 2 + 6t,

(b) p : (x; y) = (2;�9) + t(1;�1); q : (x; y) = (1;�1) + t(5; 2),

() p : x = 3� 6t; y = �1 + 4t; z = t; q : x = �2 + 3t; y = 4; z = 3� t,

(d) p :

(

x + z � 1 = 0

3x+ y � z + 13 = 0

; q :

(

x� 2y + 3 = 0

y + 2z � 8 = 0

,

7. Urèete vzájemnou polohu rovin v R

3

; v pøípadì, ¾e jsou rùznobì¾né, napi¹te para-

meriké rovnie jejih prùseèíku.

(a) � : x + y + 2z � 3 = 0; � : x� y + z � 1 = 0,

(b) � : (x; y; z) = (�1; 3;�2) + t(0; 1; 1) + s(1;�1;�2); � : x� y + z + 6 = 0.

8. V prostoru R

3

, resp R

4

, zjistìte vzájemnou polohu pøímky a roviny; v pøídadì rùz-

nobì¾nosti urèete jejih prùseèík.

(a) p : x = 2 + 4t; y = �1 + t; z = 2� t; � : 4x + y � z + 13 = 0,

(b) p :

(

2x� y + 3z + 4 = 0

x� 2y � 2z + 2 = 0

; � : 4x� 5y � z + 8 = 0,

() p : x

1

+ x

2

= 0; x

2

+ x

3

= 0; x

3

+ x

4

= 0;

� : (0; 3; 0; 1) + s(1; 0;�1; 0) + t(1; 2;�2; 0),

(d) p : x

1

+ x

2

= 0; x

2

+ x

3

= 0; x

3

+ x

4

= 3;

� : (1;�1; 1; 2) + s(�1; 1; 0; 0) + t(0; 0;�2; 2),

(e) p : (4;�2; 3;�1) + t(1;�1; 1;�1); � : x

1

+ x

3

+ x

4

= 4; x

1

+ x

2

+ x

3

= 3.

9. V prostoru R

4

zjistìte vzájemnou polohu

(a) roviny (1; 0; 2; 2) + r(1;�1; 0; 0) + s(1; 2; 0;�1)

a pøímky (0; 0;�6; 5) + t(1; 2;�3; 0),

(b) nadroviny (2; 1; 1; 1) + r(1; 1; 1; 1) + s(1; 1; 1;�1) + t(1; 1;�1;�1)

a pøímky (3; 2; 0;�2) + u(1; 1;�1; 1),

() rovin (2; 3; 1; 3) + s(�1; 1; 0; 2) + (0; 2;�3; 2);

(�1; 0; 2; 1) + u(2; 4;�9; 2) + v(1; 1; 1; 1)



60

10. V prostoru R

4

(a) urèete parametry a; b tak, aby pøímka (1; 2; 1; 2) + r(1; a; 0; 2) le¾ela v rovinì

(1; 1; 2; b) + s(1; 2; 1; 2) + t(1; 1; 2; 2),

(b) v závislosti na parametru a urèete vzájemnou polohu rovin (3;�1;�1; 6) +

s(�2; 1;�2; 1) + t(4;�1;�1; 0); (4; 1; 3; a) + u(0;�2; 0; 1) + v(2; 2;�1;�1).

11. V prostoru R

5

urèete vzájemnou polohu podprostorù:

(a) (1; 1; 1; 1; 1) + r(2;�8; 3;�5;�9);

(1; 1; 2;�1; 3) + s(1;�1; 0; 2; 3) + t(0; 2;�1; 3; 5),

(b) (�2; 10;�1; 2;�1) + r(2;�8; 3;�5; 1);

(1; 1; 2;�1; 3) + s(1;�1; 0; 2; 3) + t(0; 2;�1; 3; 5).

12. V prostoru R

3

najdìte pøíèku mimobì¾ek

(a) (x; y; z) = (1;�1; 2) + t(1;�1; 3); (x; y; z) = (3;�1; 1) + t(2; 1; 4), která pro-

hází bodem M = (3;�2; 13).

(b)

x�2

1

=

y�1

3

=

z�1

�2

; (x; y; z) = (2; 0; 1) + t(1;�1; 1) rovnobì¾nou s pøímkou

x� y + z + 11 = 0; x� 3y � z � 6 = 0.

() x� 2 =

y+3

2

=

�z�1

2

; x� 3 = y =

z+58

3

, která je rovnobì¾ná s prùseènií rovin

2x� z � 15 = 0; x� y + 324 = 0.

(d) (1; 3; 4)+t(1; 0; 2) a 2x�z+2 = 0; y�3 = 0, která prohází bodem (13; 17; 29).

13. V prostoru R

3

napi¹te parametriké rovnie pøímky, která prohází bodem A =

(3;�2;�4) rovnobì¾nì s rovinou � : 3x � 2y � 3z � 7 = 0 a protíná pøímku p :

2x+ 3y + 8 = 0; y + z + 3 = 0.

14. V prostoru R

3

urèete pøímku q, která prohází bodem M = (3; 2; 1), protíná pøímku

p : x

1

� x

2

= 1; x

1

+ x

3

= 6 a je rovnobì¾ná s rovinou � : 2x

1

+ x

2

+ x

3

= 5.

15. V prostoru R

4

urèete pøímku q, která

(a) prohází bodem M = (8; 9;�11;�15) a protíná pøímky p : (1; 0;�2; 1) +

s(1; 2;�1;�5); r : (0; 1; 1;�1) + t(2; 3;�2;�4),

(b) prohází bodem M = (1; 2;�1;�2), protíná rovinu � : x

1

+ x

2

= 1; x

3

� x

4

= 3

a je rovnobì¾ná s rovinou � : x

1

+ x

3

= �5; x

2

+ x

4

= 3,

() prohází bodem M = (1; 0; 3; 1), protíná pøímku p : (7; 0; 0; 0) + t(0; 1; 0; 1)

a je rovnobì¾ná s nadrovinou � : x

1

+ x

2

+ x

3

+ x

4

= 0.

16. V prostoru R

5

urèete pøímku q, která prohází bodem M = (5; 3; 4; 6; 2) a pro-

tíná roviny � : (3; 1; 0; 4; 0) + a(0; 1; 0; 0; 0) + b(0; 0; 1; 0; 1) a � : (0; 1;�2; 1; 0) +

(1; 0; 0; 0; 0) + d(0; 0; 0; 1; 0).

17. Najdìte pøíèku mimobì¾ek p : (1; 5; 2;�1) + t(1; 2; 1; 0); q : (0;�1; 1; 1) + t(3; 1; 0; 1)

proházejíí bodem M = (0; 1;�5;�3).
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18. Najdìte parametrikou a impliitní rovnii nadroviny � v R

4

urèenou body B

1

=

(�1; 0;�1; 0); B

2

= (0; 2; 0; 1); B

3

= (0;�2; 2; 0); B

4

= (1; 0; 0;�1). Urèete její zamì-

øení.

19. V R

4

najdìte obené rovnie a�nního podprostoru

(a) M : (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) = (1; 0; 0; 0) + s(1;�1; 1; 0) + t(3;�2; 0; 1),

(b) M : (x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) = (0; 3; 1; 3) + s(1; 1;�2;�2) + t(1; 5;�4; 0).

20. Najdìte prùnik a�nníh podprostorù

(a) P

1

: (2; 3; 1; 3) + a(�1; 1; 0; 2) + b(0; 2;�3; 2);

P

2

: (�1; 0; 2; 1) + s(2; 4;�9; 2) + t(1; 1; 1; 1),

(b) P

1

: (�9; 2; 1;�5) + a(5;�1; 0; 2) + b(3; 1; 2; 0);

P

2

: (1; 2; 3; 4) + r(1; 0; 0; 0) + s(0; 1; 0; 0) + t(0; 0; 1; 0).

21. VR

2

je dán trojúhelník ABC. Oznaème po øadì A

0

; B

0

; C

0

støedy jeho stran BC;AC;

AB. Doka¾te, ¾e platí

(A

0

� A) + (B

0

� B) + (C

0

� C) = 0:
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ØE©ENÍ KE CVIÈENÍM:

1. OPAKOVÁNÍ, POÈÍTÁNÍ S KOMPLEXNÍMI ÈÍSLY

1. (a) �486� 702i; (b) �28 + 24i; () �

4

17

+

18

17

i. 2. (a) �59 + 17i; (b) 8 + 5i; ()

5

2

+

1

2

i;

(d) �

1

25

+

7

25

i; (e) �

15

2

+ 5i; (f) �1 � i. 3. (a) x = 0; y = 0; (b) x = �

1

29

; y =

66

29

. 4. (a)

1+ i; (b)

8�3

p

2

73

+

3+8

p

2

73

i; ()

69

2210

+

123

2210

i. 5. (a) 2(os

2

3

�+ i sin

2

3

�); (b) 2(os

3

4

�+ i sin

3

4

�);

() 2

p

3(os

11

6

� + i sin

11

6

�). 6. (a) x

0

= 2; x

1

= �1 + i

p

3; x

2

= �1 � i

p

3; (b) x

0

=

4

p

8

2

(1 + i); x

1

=

4

p

8

2

(�1 + i); x

2

= �

4

p

8

2

(1 + i); x

3

=

4

p

8

2

(1 � i); () x

0

=

1

2

(1 + i

p

3); x

1

=

�1; x

2

=

1

2

(1� i

p

3); (d) x

0

= 1; x

1

= os

2

5

�+ i sin

2

5

�; x

2

= os

4

5

�+ i sin

4

5

�; x

3

= os

6

5

�+

i sin

6

5

�; x

4

= os

8

5

� + i sin

8

5

�; (e) x

0

=

3

q

3

7

(1 + i

p

3); x

1

= �2

3

q

3

7

; x

2

=

3

q

3

7

(1� i

p

3).

2. POLE A VEKTOROVÉ PROSTORY

2.1 zbytkové tøídy.

1. p = 3 : x = 2, p = 5 : x = 3, p = 7 : x = 4. 2. p = 11 : x = 3, p = 13 : x = 11.

3. p = 5 : x = 3, p = 7 : x = 1, p = 11 : x = 2. 4. (a) nemá øe¹ení; b) x = 1; 3; 5; 7.

5. (a) x = 3; b) x = 6. 6. (a) napø. 2x = 0; 2x = 2; 2x = 4; 3x = 0; 3x = 3; (b)

5x = ;  = 0; 1; 2; 3; 4; 5; () napø. 2x = 1; 2x = 3; 3x = 4; 3x = 5; 4x = 3. 7. (a) x = 1; 2; 4;

(b) x = 3; 5; 6. 8. (a) x = 4; 6; (b) x = 2; 7. 9. (a) x = 2; 4; (b) nemá øe¹ení; () x = 4; 5.

2.2 vektorové prostory

1. (a) ne, není splnìn axiom (8); (b) ne, není splnìn axiom (5) a (6); () ne, není splnìn

axiom (4); (d) ne, není splnìn axiom (7) a (8); (e) ano; (f) ano; (g) ano; (h) ne, není splnìn

axiom (3) a (4); (i) ano. 2. ne, o

1

= o

1

+ o

2

= o

2

. 3. ne, (�u)

1

= (�u)

1

+ [u + (�u)

2

℄ =

[(�u)

1

+ u℄ + (�u)

2

= (�u)

2

.

3. MATICE A OPERACE S MATICEMI

1. (�) zlevaB;F;G, zprava C;D;H; (�) (a)

0

B

B

�

1 0 �2 4

�3 0 6 �12

0 0 0 0

7 0 �14 28

1

C

C

A

; (b) (29); ()

�

12 �20

26 �92

�

;

(d)

0

�

�2 �6 0

2 1 1

2 �9 �14

1

A

; (e) není de�nováno; (f)

0

�

�4 �2

5 59

�7 �13

1

A

; (g) (113). 2. (a) není de�no-

váno; (b)

�

7 2 4

3 5 7

�

; ()

0

�

�5 0 �1

4 �1 1

�1 �1 1

1

A

; (d) viz (); (e)

0

�

0 0 0

0 0 0

0 0 0

1

A

; (f)

0

�

3 45 9

11 �11 17

7 17 13

1

A

;
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(g) viz (f); (h) 5; (i) �25; (j) 168; (k) není de�nována; (l) 61; (m)

0

�

15 3 12

14 0 7

12 12 13

1

A

.

3. (a)

0

�

�1 23 �10

37 �13 8

29 23 41

1

A

; (b) A

11

B

11

nelze vynásobit; ()

�

�3 �15 �11

21 �15 44

�

. 6. (a)

0

B

B

�

2 3 4 5

3 4 5 6

4 5 6 7

5 6 7 8

1

C

C

A

; (b)

0

B

B

�

1 1 1 1

1 2 4 8

1 3 9 27

1 4 16 64

1

C

C

A

; ()

0

B

B

�

�1 �1 1 1

�1 �1 �1 1

1 �1 �1 �1

1 1 �1 �1

1

C

C

A

. 7. pro n = 4 (a) A =

0

B

B

�

1 0 0 0

0 a 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C

C

A

v B vynásobí a-krát druhý sloupe, v C vynásobí a-krát druhý øádek; (b)

A =

0

B

B

�

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

1

C

C

A

v B pøehodí první a tøetí sloupe, v C pøehodí první a tøetí øádek;

() A =

0

B

B

�

1 0 a 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1

C

C

A

v B pøiète k prvnímu sloupi a-násobek tøetího sloupe, v C pøiète

k prvnímu øádku a-násobek tøetího øádku. 8. A =

�

3 0

0 3

�

. 9. A =

�

3 �2

�1 1

�

. 10. (a)

jedna: A =

0

�

1 1 0

1 �1 0

0 0 0

1

A

; (b) ¾ádná. 11. (a) �

�

1 1

1 1

�

; (b) 4 :

�

�

p

5 0

0 �3

�

; () ne, napø.

�

�1 0

0 1

�

. 12. (a) ano, napø.

�

1 0

0 0

�

; (b) ano, napø.

�

0 1

0 0

�

. 15. A

k

= (a

ij

k

); a

ij

k

= poèet

est z i do j délky k.

4. SOUSTAVY LINEÁRNÍCH ROVNIC

1. v R: nemá øe¹ení; v Z

5

: x

1

= 0; x

2

= 2; x

3

= 1. 2. v R : x

1

= 0; x

2

= 2; x

3

=

5

3

; x

4

= �

4

3

;

v Z

5

: x

1

= 0; x

2

= 2; x

3

= 0; x

4

= 2; v Z

7

: x

1

= 0; x

2

= 2; x

3

= 4; x

4

= 1. 3.

x

1

=

3t�3

2

; x

2

= t; x

3

=

1

3

; x

4

= �

2

3

; x

5

= 0; t 2 R; homogenní soustava: x

1

= 3s� 39t; x

2

=

2s; x

3

= 2t; x

4

= �4t; x

5

= 2t; s; t 2 R. 4. (a) x = 3 + 2i; y = 1 � i; z = 1 + i; (b)

x = 1 � 2i; y = i; () x = 3 � i; y = 2i. 5. x

1

= �3r � 4s � 2t; x

2

= r; x

3

= �2s; x

4

=

s; x

5

= t; x

6

=

1

3

; r; s; t;2 R. 6. x

1

= �s � t; x

2

= s; x

3

= �t; x

4

= 0; x

5

= t; s; t 2 R.

7. nemá øe¹ení. 8. x

1

= a �

1

3

; x

2

= a �

1

2

b; x

3

= �a +

1

2

b +

1

3

. 9. x

1

= �1; x

2

=

0; x

3

= 1; x

4

= 2. 10. nemá øe¹ení; homogenní soustava: x

1

= 3t; x

2

= 23t; x

3

= 45.

11. (a) (i) a 6= �1 : x =

a+b

(1+a)

2

; y =

b

1+a

+

b�1

(1+a)

2

; z =

b�1

1+a

; (ii) a = �1; b = 1 : x =
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t � 1; y = t; z = �1; t 2 R; (iii) a = �1; b 6= 1; (b) (i) a 6= 0 : x =

�3a

2

�ab�4a+2b+4

a

; y =

�

2b+3a+4

a

; z =

b+2

a

; (ii) a = 0; b = �2 : x = �2 + 2p; y = �3 � 2p; z = p; p 2 R; (iii)

a = 0; b 6= �2. 12. (i) nikdy; (ii) b = 1; a lib.: x = 2 + 2ap; y = 4 + 2ap; z = p; p 2 Z

5

;

(iii) b 6= 1; a lib. 13. [1; 0; 1℄; [2; 4; 2℄; [3; 3; 3℄; [4; 2; 4℄; [0; 1; 0℄. 14. právì jedno øe¹ení pro

a 6= 4 : x =

4+a

2

b�2ab

a

3

+1

; y =

2a

2

b�4a+b

a

3

+1

; z =

4a

2

�ab+2b

a

3

+1

; víe øe¹ení pro a = 4; b = 2 :

[4; 1; 0℄; [0; 2; 1℄; [1; 3; 2℄; [2; 4; 3℄; [3; 0; 4℄; ¾ádné øe¹ení pro a = 4; b 6= 2. 15. a = �; b = 0.

16. právì jedno øe¹ení pro a 6= 1; a 6= �2; b 6= 0 : x =

a�b

(a�1)(a+2)

; y =

ab+b�2

b(a�1)(a+2)

; z =

a�b

(a�1)(a+2)

; víe øe¹ení pro a = 1; b = a : x = t; y = 1 � 2t; z = t; t 2 R nebo pro

a = �2; b = a : x = t; y = �

1+t

2

; z = t; t 2 R; ¾ádné øe¹ení pro a = 1; b 6= a nebo

a = �2; b 6= a.

5. INVERZNÍ MATICE

1. A

�1

=

�

7 �5

�11 8

�

, B

�1

=

�

4 �3

�1 1

�

, C

�1

=

0

�

1 �2 1

0 1 �2

0 0 1

1

A

, D

�1

=

0

�

2 2 3

1 �1 0

�1 2 1

1

A

,

E

�1

=

1

4

0

B

B

�

1 1 1 1

1 1 �1 �1

1 �1 1 �1

1 �1 �1 1

1

C

C

A

, F

�1

=

0

B

B

�

�7 5 12 �19

3 �2 �5 8

41 �30 �69 111

�59 43 99 �159

1

C

C

A

, G

�1

=

0

B

B

�

154 �179 �205 235

�36 42 48 �55

6 �7 �8 9

1 �1 �1 1

1

C

C

A

. 2. (a)A

�1

=

�

2 �1

�5 3

�

,B

�1

=

�

1

5

3

20

�

1

5

1

10

�

, C

�1

=

�

�

1

2

�2

1 3

�

.

3.K

�1

=

1

�Æ��

�

Æ ��

� �

�

, L

�1

=

�

os� sin�

� sin� os�

�

,M

�1

=

1

n�1

0

B

B

B

�

0 1 1 � � � 1

1 0 1 � � � 1

.

.

. � � � � � � � � �

.

.

.

1 1 � � � 1 0

1

C

C

C

A

,

N

�1

=

0

B

B

B

B

B

�

1 �1 1 �1 � � � (�1)

n�1

0 1 �1 1 � � � (�1)

n�2

0 0 1 �1 � � � (�1)

n�3

.

.

. � � � � � � � � � � � �

.

.

.

0 0 0 0 0 1

1

C

C

C

C

C

A

. 4. A

�1

=

�

1�i

6

1

3

1+i

3

�

i

3

�

, B

�1

=

�

0 1

�i 2i

�

,

C

�1

=

1

1+9i

�

4 �1 + i

�2 + 3i 1

�

, D

�1

=

1

2

�

3 �i

i 1

�

, E

�1

=

1

�i

�

1 �2

0 �i

�

.

6. VEKTOROVÉ PODPROSTORY, LINEÁRNÍ ZÁVISLOST A NEZÁVISLOST,

LINEÁRNÍ OBALY

6.1 vektorové podprostory

1. (a) ne, neplatí (1); (b) ne, neplatí (1),(2). 2. (a) ne, neplatí (1), (2); (b) ano. 3. (a) ano;

(b) ano. 4. (a) ano; (b) ne, neplatí (2).
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6.2 lineární závislost a nezávislost, lineární obaly

1. (a) LNZ; (b) LNZ; () LZ, [u

1

; u

2

; u

3

℄ = [u

1

; u

2

℄; (d) LNZ; (e) LNZ; (f) LZ, [u

1

; u

2

; u

3

; u

4

℄ =

[u

1

; u

2

; u

3

℄. 2. (a) v

1

; v

2

; v

3

; (b) v

1

; v

2

; v

4

; v

6

. 3. (a) LZ; (b) LZ; () LNZ; (d) LZ. 4. (a) ne;

(b) ano. 5. (a) ano; (b) ne. 6. (a) LNZ; (b) LZ; () LZ.

7. BÁZE A DIMENZE VEKTOROVÉHO PROSTORU, SOUØADNICE, SOUÈTY A

PRÙNIKY PODPROSTORÙ

1. Staèí pøidat napø. (a) (0; 0; 0; 1); (b) x; ()

�

0 0

0 1

�

. 2. (a) u

3

; (b) ¾ádný. 3. (a) (1; 0; 0),

(1; 1; 0), (1; 2; 3), dimM = 3; (b) 2x�1; x

3

+x+1; x

2

+x; dimM = 3; ()

�

1 1

1 1

�

;

�

1 �1

�1 1

�

;

�

0 1

1 1

�

; dimM = 3. 4. napø. M = [(�1; 1; 0; :::; 0); (�1; 0; 1; :::; 0); :::; (�1; 0; 0; :::; 1)℄,

dimM = n�1;R

n

=M [ (1; 0; :::; 0). 5. (a) dimP = n�1; (b) dimP = n�2. 6. (a) P

1

=

[x

4

; x

2

; 1℄; P

2

= [x

5

; x

3

; x℄; P

3

= [(x�1)(x�2)x

3

; (x�1)(x�2)x

2

; (x�1)(x�2)x; (x�1)(x�

2)℄; (b) [x

4

�5x

2

+4℄; () [P

1

℄[ [P

3

℄. 7. (b) napø. [P ℄ =

��

0 1

1 0

�

;

�

0 1

2 0

�

;

�

1 1

1 �1

��

; ()

� = [P ℄[

�

1 0

0 0

�

; (E)

�

= (1; 0;�1; 2). 9. (a) (�5; 4; 0)

T

; (b) (0; 1; 1)

T

; () (11;�3; 67;�51)

T

;

(d) (�

1

10

;

1

2

;

1

2

; 0); (e) (2;�1; 3)

T

; (f) (1; 1; 1;�2)

T

; (g) (1; 0; 2; 3)

T

; (h) (1; 1;�1;�1; 3;�4)

T

.

10. (u)

�

= (a

1

; a

2

; a

3

� a

2

; a

4

� a

1

)

T

. 11. ozn. � { báze P

1

+P

2

,  { báze P

1

\P

2

. (a) napø.

� = "

3

; dim(P

1

+ P

2

) = 3;  = [(0; 2; 1); (1; 4; 0)℄; (b) napø. � = "

3

; dim(P

1

+ P

2

) = 3;  =

[(3; 5; 7)℄; () napø. � = "

4

; dim(P

1

+ P

2

) = 4;  = ;; (d) napø. � = "

4

; dim(P

1

+ P

2

) =

4;  = [(1;�1; 1;�1); (1; 0; 1; 0)℄. 12. V

1

\ V

2

= [(1; 2; 1; 2)℄; (V

1

+ V

2

) \ v = [(1;�2; 3;�4)℄.

13. V

1

+V

2

+V

3

= [x

2

+2x

3

;�x

3

+x

6

; 2+x

2

; x

2

+x

3

+2x

4

; x

2

+x

6

; 1+3x

3

+x

5

℄; V

1

\V

2

=

[x

2

+ x

6

℄; V

1

\ V

3

= [x

2

+ x

3

+ x

6

℄; V

2

\ V

3

= ; ) V

1

\ V

2

\ V

3

= ;.

8. LINEÁRNÍ ZOBRAZENÍ

1. (a), (b) ano pro v = 0, ne pro v 6= 0. 2. (a), (), (d) ne; (b) ano, Kerf = f;g; Imf =

[(2; 1); (3;�1)℄; A =

�

2 3

1 �1

�

; (e) ano, Kerf = [(1;�1;�3)℄; Imf = [(1; 2; 0); (�2;�1; 3)℄,

A =

0

�

1 �2 1

2 �1 1

0 3 �1

1

A

. 3. (a) ano, KerA = f;g; ImA = R

2

[x℄; (b) ano, KerA = R

0

[x℄; ImA =

fa

1

x + a

2

x

2

; a

1

; a

2

2 Rg; () ano, Kerf = fa + bx; a; b 2 Rg = R

1

[x℄; (d) ne. 4. (a)

0

�

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

A

; (b)

0

�

1 0 0

0 0 0

0 0 0

1

A

; ()

0

�

0 0 0

0 1 0

0 0 1

1

A

; (d)

0

�

a 0 0

0 a 0

0 0 a

1

A

; (e)

0

�

1 0 0

0 �1 0

0 0 1

1

A

; f(2;�5; 3) =
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(2; 5; 3); (f)

 

1

2

p

3

2

�

p

3

2

1

2

!

; f(3;�4) = (

3�4

p

3

2

;�

3

p

3+4

2

); (g)

0

�

1 0 0

0

p

3

2

�

1

2

0

1

2

p

3

2

1

A

; f(�2; 1; 2) =

(�2;

p

3�2

2

;

1+2

p

3

2

). 5. otoèení o úhel � . 6. f je isomor�smus, f

�1

(x) =

1

2

(x

1

�x

2

+x

3

; x

1

+

x

2

�x

3

;�x

1

+x

2

+x

3

). 7. (a), (b) dimKerf = 2; dimImf = 2. 8. dimKerf = 1; dimImf =

3. 9. f(x

1

; x

2

) =

1

7

(3x

1

� x

2

;�9x

1

� 4x

2

; 5x

1

+ 10x

2

); f(2;�3) =

1

7

(9;�6;�20). 10.

(f)

"

3

;"

3

=

0

�

�1 �

2

7

3

7

1

2

11

14

1

14

1

2

7

�

3

7

1

A

; f(x) = (�x

1

�

2

7

x

2

+

3

7

x

3

;

1

2

x

1

+

11

14

x

2

+

1

14

x

3

; x

1

+

2

7

x

2

�

3

7

x

3

). 11.

f

�

a

1

a

2

a

3

a

4

�

=

1

2

a

1

+

1

2

a

2

+2a

3

�a

4

. 12. (a) neexistuje; (b) existuje, f(x) =

1

3

((4+a)x

1

+(�5+

4a)x

2

+3ax

3

; (1+ b)x

1

+(1+4b)x

2

+3bx

3

); a; b 2 R. 13. �

Kerf

= f(9;�10;�7; 8)g; �

Imf

=

f(5; 0; 0; 1); (0; 5; 0; 1); (0; 0; 1; 0)g. 14. f(x) =

1

2

(x

1

�x

2

+x

3

;�x

1

+x

2

+x

3

; x

1

�x

2

+x

3

;�x

1

+

x

2

+ x

3

). 15. dim Im(V

1

\ V

2

) = 1; �

Im(V

1

\V

2

)

= f(2;�3; 1;�1;�3)g; dim(f

�1

(W )) = 0: 16.

(a) (f(v

1

))

�

= (1;�2)

T

; (f(v

2

))

�

= (3; 5)

T

; (b) f(v

1

) = (5;�5)

T

; f(v

2

) = (�2; 29)

T

; ()

f(x

1

; x

2

) =

1

7

(18x

1

+ x

2

;�107x

1

+ 24x

2

); (d)

1

7

(19;�83).

9. MATICE LINEÁRNÍHO ZOBRAZENÍ, MATICE PØECHODU

1. f(x) = (�2x

1

+ x

2

; x

2

� x

3

;�x

3

); f je isomor�smus. 2. (f)

;

=

�

2

3

�

2

9

1

2

4

3

�

; (f)

Æ;Æ

=

�

1 1

0 1

�

. 3. (a) (A)

�;�

=

0

B

B

�

1 4 6 0

0 1 8 18

0 0 1 12

0 0 0 1

1

C

C

A

; (b) (A)

�;�

=

0

B

B

�

3 �2 16 �2

2 �1 �10 8

0 0 7 �6

0 0 6 5

1

C

C

A

; A je isomor-

�smus. 4. (a) (x)

�

= (5;�1; 5)

T

; (b) (x)

�

= (1;�4; 5)

T

. 5. f 2 f�s+

1

2

+(�t+

1

2

)x+sx

2

+

tx

3

; s; t 2 Rg. 6. (f)

�;�

=

0

B

B

�

1 0 2 0

�1 0 0 2

1 0 0 0

0 1 1 1

1

C

C

A

. 7. (')

Æ;

= D

�1

AC, kde sloupe mati C a D

jsou tvoøeny vektory bazí  a Æ. 8. (b) Kerf = fx

2

+ x + 1g; () (f)

";"

=

0

�

1 �1 0

1 0 �1

0 1 �1

1

A

.

9. f(x

1

; x

2

) =

1

2

(4x

1

� 2x

2

; 2x

1

+ 2x

2

; x

1

� x

2

). 10. (a) (f)

�;�

=

0

B

B

�

1

2

1

2

0 0

1

2

�

1

2

0 0

0 0

1

2

1

2

0 0

1

2

1

2

1

C

C

A

; (b)

(f)

�;�

=

0

B

B

�

1 1 0 0

1 �1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 �1

1

C

C

A

. 11. (a) (f)

�;�

=

0

�

3

4

3

4

1

12

�

3

4

�

17

12

�

17

12

0

2

3

2

3

1

A

; (w)

�

= (

19

12

;�

43

12

;

4

3

)

T

; (b)
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0

�

3 2

5

2

�2 �3 �

1

2

5 1 6

1

A

; (w)

�

= (�

7

2

;

23

2

; 6)

T

. 12.

0

�

0 0

�

1

2

1

8

3

4

3

1

A

. 13. (a) f(x) = (x

1

+2x

3

;�x

1

+x

2

);

(b) f(x) = (4x

1

+ 2x

2

+ 12x

3

;�3x

1

� 3x

2

� 6x

3

). 14. f(x) = (3;�12); f(y) = (�3;�21).

15. f : R

3

! R

5

; g : R

5

! R

3

; zobrazení f Æ g : R

5

! R

5

je dáno matií AB, nejedná se

o isomor�smus, zobrazení g Æ f : R

3

! R

3

je dáno matií BA, jedná se o isomor�smus.

10. AFINNÍ GEOMETRIE

1. (a) (x; y; z) = (�1; 1; 0) + t(1; 0; 2) + s(4;�1; 4); (b) (x; y; z) = (1; 2;�3) + t(�1; 0; 4) +

s(2; 1;�1); () (x; y; z) = (3; 1;�2)+ t(�1; 2; 1)+ s(3;�4; 2). 2. (a) 22x� y+5z� 28 = 0;

(b) x � 5y � a3z + 27 = 0; () x + y � 6 = 0. 3. (a) A;D; (b) B;C; () A;C;D. 4.

p : (x; y; z) = (3;�3; 0) + t(0; 1; 1), svazek rovin: a(2x � y + z � 9) + b(x + y � z) =

0; (a; b) 6= (0; 0). 5. (a) (7; 3; 0; 2) + t(1;�1; 1; 0); (b) (3; 2; 3; 0) + t(�2;�1; 0; 1). 6. (a)

toto¾né; (b) rùznobì¾né, R = (�4;�3); () mimobì¾né; (d) rùznobì¾né, R = (�3; 0; 4).

7. (a) x = 2 + 3t; y = 1 + t; z = �2t; (b) toto¾né. 8. (a) (�2;�2; 3); (b) pøímka le¾í

v rovinì; () mimobì¾né; (d) pøímka le¾í v rovinì; (e) rùznobì¾né, P = (2; 0; 1; 1). 9.

(a) protínají se v bodì (�

8

3

;�

16

3

; 2; 5); (b) pøímka le¾í v nadrovinì; () protínají se v

pøíme (1; 2; 3; 4) + t(2; 4;�9; 2). 10. (a) a = 3; b = 2; (b) pro a =

11

4

se protínají v

pøíme (4;�

21

10

; 3;

43

10

) + t(10;�2;�5; 1), pro a 6=

11

4

mimobì¾né. 11. (a) rovnobì¾né; (b)

protínají se v bodì (0; 2; 2;�3; 0). 12. (a) x = 3 + t; y = �2; z = 13 + 8t; (b) x =

1 + 2t; y = �2 + t; z = 3 � t; () x � 4 = y � 1 =

z+5

2

; (d) pøíèka neexistuje, pøímky

jsou toto¾né. 13. x = 3 + 5t; y = �2 + 10t; z = �4 + 9t. 14. q : (3; 2; 1) + t(�1;�1; 3).

15. (a) (8; 9;�11;�15) + t(6; 7;�8;�11); (b) q : (1; 2;�1;�2) + t(�2; 0; 2; 0); () q :

(1; 0; 3; 1)+ s(6;�1;�3;�2). 16. q : (5; 3; 4; 6; 2)+ t(2; 1; 3; 2; 1). 17. pøíèka neexistuje. 18.

(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

) = (�1; 0;�1; 0) + r(1; 2; 1; 1) + s(1;�2; 3; 0) + t(2; 0; 1;�1);�10x

1

+ 7x

2

+

8x

3

� 12x

4

= 2. 19. (a) 2x

1

+ 3x

2

+ x

3

= 2;�x

1

� x

2

+ x

4

= �1; (b) 3x

1

+ x

2

+ 2x

3

=

5; 4x

1

+x

3

+x

4

= 4. 20. (a)X = (�1; 0; 2; 1)

T

+p(2; 4;�9; 2)

T

= (2; 3; 1; 3)

T

+p(2; 4;�9; 2)

T

;

(b) X = (�9; 2; 1;�5)

T

+ p(3; 1; 2; 0)

T

= (1; 2; 3; 4)

T

+ p(3; 1; 2; 0)

T

.
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