UVOD

Cilem mé prace je sestavit sbirku tloh z linearni algebry. Ta je urcena predevsim pro po-
sluchace prvniho semestru oboru odborna informatika.

Latka je rozlozena do deseti kapitol, které jsou usporadény v souladu se skripty [5]
doc. RNDr. P. Zlatose, CSc. a s pfednaskami a cvi¢enimi RNDr. M. Cadka, CSc. a Mgr. M. Se-
kaniny, Ph.D. Jejim zdkladem jsou cviceni ve skriptech [4] prof. J. Slovdka, DrSc., ktera
vSak podstatné rozsituje.
nékteré jsou ve strucnosti popsany v seznamu pouzitého znaceni. Déle jsou zde obsazeny
resené priklady, které ¢tenari poskytuji navody na feSeni danych problémi, a tlohy k pro-
cviceni a dikladnému pochopeni latky. Priklady i cviceni jsou razeny postupné od jedno-
testech. Vysledky cviceni je pak mozné zkontrolovat v zavéru sbirky.

Shirka dava studentiim moznost ovérit si své znalosti samostatnym feSenim tloh. Tako-
vych sbirek sice existuje celd fada (napf. [1] nebo [3]), avSak ty jsou bud obtizné dostupné
nebo nepokryvaji vSe, co se v soucasné dobé prednasi v prvnim semestru linedrni algebry

na Masarykové univerzité.



SEZNAM POUZITEHO ZNACENT

Uvedené znaceni je pouzivano v celé sbirce a ve vétsiné pripadi koresponduje se zna-
¢enim v [5].

a,b,c bézné skalary - prvky pole K

a, B,y béaze vektorovych prostort

C mnozina vSech komplexnich ¢isel

dimV dimenze vektorového prostoru V

Dir V zameéreni vektorového prostoru V

E jednotkova matice

ERO elemetrarni radkové operace

€n standardni baze v R™

(f)s.a matice linedrniho zobrazeni f v bazich «,
(idv)g,a matice prechodu od baze « k bézi

Im f obraz zobrazeni f

K obecné pole skalari

K* mnozina vSech usporadanych n-tic prvki z K
K,[z] mnozina vSech polynomu v proménné x nad K stupné nejvyse n
Ker f jadro zobrazeni f

[M] linedrni obal mnoZiny M

Mat,, » (K) mnozina vSech matic typu m x n nad polem K
Mat,, (K) Mat,, ,(K)

N mnozina vSech prirozenych cisel

R mnozina vsech realnych cisel

R* mnozina vSech kladnych redlnych ¢isel

si(A) i-ty sloupec matice A

Tr (A) stopa matice A

UV, W vektorové prostory

U, v, w vektory

T,Y, 2 neznamé, vektory

(%)a soufadnice vektoru z v bazi «

Z mnozina vSech celych cisel

Z, mnozina zbytkovych tfid modulo n



1. OPAKOVANI, POCITANI S KOMPLEXNIMI CISLY

Komplexni ¢isla jsou cisla tvaru z = a + ib, kde a € R se nazyva redlna cast komplex-
niho ¢isla z, b € R se nazyva imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla z a pro i (tzv. imaginarni
jednotku) plati i2 = —1. Tento tvar komplexniho ¢isla se nazyva algebraicky tvar komplex-
niho ¢isla z.

Pro komplexni ¢isla u = a+1b, v = c¢+id definujeme operace s¢itani, od¢itani a nasobeni
takto:
utv=(axc)+i(btd)

u v = (ac — bd) + i(ad + bc)

Cislo Z = a — ib se nazyva komplexné sdruzené k ¢islu z = a + ib, ¢islo —z = —a — ib
je opacné komplexni ¢islo k ¢islu z = a + b.

Redlné ¢islo |z| = va? + b? se nazyva absolutni hodnota komplexniho ¢isla z = a + ib.
Plati |z|> = 2 - 7. Komplexni ¢islo, pro které plati |z| = 1, se nazyva komplexni jednotka.

Cislo 27! s vlastnosti z - =" = 1 se nazyva prevracené ¢islo komplexniho &isla z. Plati

Podil komplexnich ¢isel u = a +ib a v = ¢+ id # 0 je definovan jako soucin u - v~1.

Komplexni ¢isla zndzoriujeme v kartézské soustavé souradnic zy (tzv. rovina komplex-
nich ¢isel nebo také Gaussova rovina).

Komplexni ¢islo z = a + 1b, 2z # 0 mizeme rovnéz zapsat v goniometrickém tvaru
z = r(cosa +isina), kde r € (0,27) je rovno |z|, cosa = opsina = |—’Z’| Cislo o € R se
nazyva argument komplexniho ¢isla z.

Scitani komplexnich ¢isel odpovida séitani vektord v roviné.

Nésobeni komplexniho ¢isla z redlnym skalarem k odpovida stejnolehlosti v roviné
s koeficientem k se stfedem v pocatku; F(z) = kz.

Nésobeni komplexniho ¢isla z komplexni jednotkou (cos « + isin «) odpovida otoceni
v roviné o thel o okolo pocatku; F'(z) = z(cosa + isin ).

Nésobeni komplexniho ¢isla z pevnym komplexnim ¢islem r(cos « + isin ) odpovida
slozeni stejnolehlosti a otoceni; F'(2) = 2r(cosa + isin a).

Cislo z € C se nazyva n-t4 odmocnina c¢isla a + b € C pravé tehdy, kdyz je kofenem
rovnice 2" = a + b.
K teSeni rovnice z" = a + ib pouzijeme goniometricky tvar komplexniho ¢isla. PiSeme
2" =a+ib= R(cosa +isinaq),

kde R, o jsou znamé. Cislo z hleddme ve tvaru

z =r(cos p +isinp).



7 rovnosti

n

2" =r"(cosp +isin )" = r"(cosny + isinnyp) = R(cos « + isin «)

vyplyva " = R, tedy r = /R a ng = o+ 2k, tedy ¢ = - —|—%7T,k =0,1,....,n—1.
Existuje n reseni rovnice.

P#iklad: Reste rovnici z° = 8i.

Reseni: Komplexni ¢islo 8i pievedeme na goniometricky tvar:
8i] = 8,cosar =0,sinav =1, = § = 8i = 8(cos § + isin ).
Tedy
T

)

2% = r*(cos 3 + isin 3¢) = 8(cos g + isin

z ¢ehoz dostavame

=8 = r=2

3p == +2kn = T2k
g0_2 4 7T 3"

Nyni za k dosadime cisla 0,1, 2, urc¢ime jednotlivé thly a vypocteme vSechna teSeni
rovnice:

k=0: pg=12=230°= 2z =2(cos30° +isin30°) = /3 +1i
k=1: o =% +§7r = %W = 150° = 2; = 2(cos 150° + isin 150°) = —/3 + i
k=2: @y =24 37 = 31 =270° = 2 = 2(cos 270° + i 8in 270° = —2i
Cviceni:
1. Jsou dana komplexni ¢isla a = —6 4 2i,b = 3 + 5¢. Vyjadrete v algebraickém tvaru
Cisla
(a) (a —b)°
(b) ab

() §

2. Upravte a vyjadiete v algebraickém tvaru ¢isla:

(a) (3i —7)(8+1)
(b) —i+ 2i(3 — 44)
(c) TH
(d) 375
(e) (1+2Z)((12+f))(3 2i)
() (1) - (1)’



3. Urcete vSechna redlnd cisla x, y, pro ktera plati

(a) (1+d)x+ (13+Ti)y=0,

(b) 42+d)z+ (1 —4i)y =3+ i)xr —4(2i — 1)y — 7+ 9.
4. Reste nésledujici rovnice:

(a) (14id)z=2i

(b) (8 —3i)z=1+iV2

(c) (6—1i)2= =5

5. Napiste v goniometrickém tvaru komplexni ¢isla
(a) —1+iV/3
(b) —v2(1 —1)
(c) 3—14V3

6. ReSte nasledujici rovnice:

(a) 23 =8

(b) zt+2=

(c) 2 +1=
(d) 2° —1=

(e) Ta*+24=0



2. POLE A VEKTOROVE PROSTORY

Polem rozumime mnozinu K se dvéma vyznac¢nymi prvky — nulou a jednickou a dvéma
binarnimi operacemi na K — s¢itdnim a nasobenim takovymi, ze plati nasledujicich deset
axiomu:

(1) (Va,b € K)(a+b=b+ a)

(Va,b,c e K)(a+ (b+c¢) =(a+0b)+c¢)

(Va € K)(a+0=a)

Ve e K)(Fb e K)(a+b=0)

(Va,be K)(a-b=10b-a)

(Va,b,ce K)(a-(b-¢c) = (a-b)-c)

Vae K)(1-a=a)

(Va e K\ {0}) (€ K)(a-b=1)

(Va,b,ce K)(a-(b+c)=a-b+a-c)

)

2.1 ZBYTKOVE TRIDY
Pro kazdé n € N znadi
Z,={keNk<n}={0,1,...,n—1}

mnozinu zbytkovych tiid modulo n se dvéma biméarnimi operacemi — s¢itanim a nasobenim
takovymi, ze Va, b € Z, plati

(1) a + b = zbytek po déleni (a + b) : n,

(2) a-b = zbytek po déleni (a - b) : n.

Piiklad: Najdéte opacné a inverzni prvky k prvkiim mnoziny Zs.
Reseni: Opaénym prvkem k a je podle axiomu (4) takové b, pro které plati a +b = 0.

Jak snadno zjistime z tabulky pro s¢itani v Zs, opac¢nym prvkem k 1 je 4, ke 2 je to prvek
3, k 0 je to opét 0.

(- JO[1[2[3]4]

011011234
1121340
21213]4|10]1
313141012
414101123

Tabulka 1: Tabulka pro s¢itani v Zs.

Inverznim prvkem k a je podle axiomu (8) takové b, pro které plati a-b = 1. V tabulce
pro nasobeni v Zg vidime, ze inverznim prvkem k 1 je opét 1, ke 2 je to prvek 3, ke 4 opét
4. K 0 inverzni prvek neexistuje.



- Jof[1[2]3][4]
0Jo]0Jo]o0]0
10[1/2]3]4
2j0[2[4]1]3
3103|142
10[4[3]2[1

Tabulka 2: Tabulka pro nasobeni v Zs.

Piiklad: Reste v Zs rovnici 3z + 4 = 3.

Pruni reseni: Rovnici upravime prictenim opac¢ného prvku ke 4 k obéma strandm rov-
nice. Tedy
3r+4+1=3+1= 3z =4.

Dale celou rovnici vynasobime inverznim prvkem ke 3, ¢imz dostaneme
2:3r=2-4=1-v=23.

Druhé reseni: Rovnici opét upravime na tvar 3z = 4. V multiplikativni tabulce pro
nasobeni v Zs najdeme prvek, ktery da v soucinu s 3 vysledek 4. Timto prvkem je 3, coz
je primo feSenim rovnice.

Poznamka: V Z, pro n prvocislo mé rovnice ax + b = ¢ pro a # 0 pravé jedno teSeni.
V Z, pro n slozené mohou nastat pripady, kdy méa rovnice vice feSeni, pravé jedno reseni

nebo nemé reSeni Zadné.

Cviceni:

—_

.V Z, feSte rovnici 20 +1 =2 prop = 3,5, 7.
2. V Zj;, Teste rovnici 7x +9 = 8 pro p = 11, 13.
3. V Zj, feSte rovnici 4o +3 = 0 pro p = 5,7, 11.
4

. V Zg najdéte vSechna teSeni rovnic

(a) 40 4+6=75
(b) 42 +6 =2
5. V Zg najdéte vSechna reSeni rovnic
(a) bo +7=4
(b) 8z +4=T7

=}

. V Zg najdéte rovnice, které
(a) maji vice FeSeni,
(b) maji pravé jedno feSent,
(c) nemaji zadné feSeni.



7. V Zr nejdéte vSechna feSeni rovnic
(a) 22 =1
(b) 2* =6

8. V Z1; najdéte vSechna feSeni rovnic
(a) 22 +x =9
(b) 2? + 22 =38

9. Najdéte vSechna feSeni rovnice 2® + 2z = 2
\% Z5

2.2 VEKTOROVE PROSTORY

Necht K je pole. Vektorovym prostorem nad polem K nazyvame mnozinu V s vyznac-
nym prvkem 0 a dvéma bindrnimi operacemi — s¢itanim + : V x V — V a nasobenim
- K xV =V takovymi, ze plati:

(Vu,v e V)(u+v=1v+u)

(Vu,v,w € V)(u+ (v+w) = (u+v) + w)
VueV)0+u=u+0=mu)

(Vue V)(Fve V)(ut+v=0)

(VE,l e K)(Vu € V) (k- (l-u) = (kl) - u)

(

(

(

VE e K)(Vu,v e V)(k- (u+v)=k-u+k-v)
VeI e K)Vue V)(E+1D) - u=k-u+1-u)

Nejcastéjsim pripadem vektorového prostoru nad polem K je pro libovolné n € N
mnozina
K" = {(z1,...,x,); 21, ..., x, € K}

vSech usporadanych n-tic prvkia z K spolu s operacemi
T+ Yy = (:1“17 an) + (yla () yn) = (xl + Y150y Ty + yn)a

cx = c(xy, ..., xy) = (€T, ..oy CTy),

kde z = (z1,...,x,) € K™,y = (y1,...,yn) € K™ a ¢ € K. Roli nuly v K" hraje uspofadana
n-tice 0 = (0, ..., 0), opac¢nym prvkem k x = (x4, ..., z,,) € K™ je prvek —z = — (1, ..., x,) =
(—x1, ey —Zy)-

Piiklad: Zjistéte, zda mnozina Rt = {x € R, x > 0} s operacemiz & y = x - v,
a ®x = 2%prox .,y € R",a € R tvori vektorovy prostor nad polem R.



Reseni: Abychom zjistili, zda je dand mnozina vektorovym prostorem, musime ovérit
vSech osm axiomi vektorového prostoru:

(1) zoy=yoa
Dikaz:z ®dy=x-y=y-x=ydx

2) @y Pz=2d (yD 2)
Dikaz: (@ y)Dz=(z-y) - z=2-(y-2) =2 (y D 2)

(3) Neutralni prvek pro @ jel.
Dikaz:z ®l=x-1=ux
(4) Inverzni prvek pro @ k prvku z je %
Dﬁkaz:x@%:x-%zl
(5) (a-b)Or=a0 (bO )
Diikaz: (a-b) 02 = 2% = (2°)* =a ® (b ® )
6) 1oz ==
Dikaz:l1 0z =al =z

(7 a0@oy) =(a0r)®(a0y)
Dikaz:a @ (z @ y)=(x-y)*=2"-y"=(a@z) D (a®y)

8) (a+b)Ozr=(a0z)® (bOx)
Dikaz: (a +b) @z = 2007 =29 . 2t = (a O 2) ® (b O x)

Dané mnozina spliuje vSech osm axiomii, tvoii tedy vektorovy prostor.
Cviceni:

1. Zjistété, zda jsou nasledujici mnoziny vektorové prostory nad R. Pokud ne, urcete,
které axiomy vektorového prostoru nejsou splnény.

(a) V ={(z,y,2)} soperacemi (z, y, z) + (', ¢/, 2') = (e + 2, y + ¢, 2 + '),
k(xz, y, 2) = (kzx, y, 2)

(b) V. ={(z,y)} s operacemi (x, y) + («', ¢') = (x + 2/, y + ¥),
k(z, y) = (2kz, 2ky)

(¢c) V = {(z,y),z > 0} se standardnimi operacemi s¢itani vektort, tj. (z, y) +
(' ,y") = (¢ + 2', y + ¥'), a ndsobeni vektoru skalarem, tj. k(z, y) = (kx, ky).

(d) V={(z,y)} s operacemi (z, y) + (', ¢/) = (x + 2’ + 1,y + ¢ + 1),
k(z, y) = (kx, ky)

(e) Mnozina vSech n-tic redlnych ¢isel tvaru (x, z, ... , ) se standardnimi operacemi
s¢itani vektorti a nasobeni vektoru skaldrem.

(f) V={(1,2)} s operacemi (1, =) + (1, ') = (1, x + ),
k(1, ) = (1, kx)
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(1)

Mnozina vSech matic typu 2 x 2 s redlnymi koeficienty se standardnimi opera-
cemi s¢itani matic a nasobeni matic skalarem.

: . i 1 . i
Mnozina vSech matic typu 2 x 2 tvaru ) se standardnimi operacemi

a
1 b
s¢itani matic a nasobeni matic skaladrem.
Mnozina vSech matic typu 2 x 2 tvaru

0 p .
g b) se standardnimi operacemi

séitani matic a nadsobeni matic skalarem.

. Uvazte, zda miZe vektorovy prostor obsahovat dva rizné nulové prvky (vektory).

Pokud ano, spliiuji oba axiom (4)7 Zdivodnéte.

. Uvazte, zda mohou k vektoru uw ve vektorovém prostoru existovat dva rizné opacné

vektory (—u)i, (—u)y. Pokud ano, spliwji oba axiom (5)7 Zdavodnéte.

. Necht V = C a K = R. Ukazte, ze C je vektorovy prostor nad R.

. Ukazte, ze mnozina polynomt stupmé nejvySe 2 s redlnymi koeficienty Ra[z] =

{asz? + a1z + ag, az,a1,a9 € R} tvoif vektorovy prostor.

. Necht V = Cy[z] je mnozina polynomi stupné nejvyse 2 s komplexnimi koeficienty.

Ukazte, ze 'V tvori vektorovy prostor nad C i nad R.
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3. MATICE, OPERACE S MATICEMI

Definujme nejprve zakladni operace s maticemi.

S¢itani matic: Necht A = (a;;) a B = (b;;) jsou matice typu m x n. Pak A + B =
(ai;) + (bij) je matice typu m x nproi=1,..,m,j=1,...,n.

Nasobeni matic skalarem: Necht A = (a;;) je matice typu m x n, a € R je skalar. Pak
a+A=(a-a;) je matice typum x nproi=1,..,m,j=1,...,n.

Néasobeni matic: Necht A = (a;;) je matice typu m x n, B = (bj;) je matice typu
n X p. Pak AB = C' = (¢y) je matice typu m X p a ¢ = Z?Zl aijbjr prot =1,...,m,j =
1,.,nk=1,..p.

Transponovan{ matic: Necht A = (a;;) je matice typu m x n. Pak A" = (aj;) je matice
typunxmprot=1,...m,7=1,...,n.

Stopa matice, ozn. Tr(A), je soucet prvki matice na hlavni diagomale. Tr(A) je defi-
novana pouze pro ¢tvercové matice.

Priklad: Méjme matice
2 1
2 0 1 4 1 -1
A= (1) g ,B_<3 1 1 _1>,0_ 21 ,D_<2 1>,E_(1 0 —2),

F:G) _07>.

Vypoététe matice 2D — 5F, A + 3C,CT, AT, 2C + 4ET, AB, EC,CE, F? — 3D. Déle
vypoctéte stopy matic A, ..., F.

Reseni:

-sr=2(y 1) -5(0 )= ) - %)

Soucet A + 3C neni definovan.

ct=(3 2 -1) AT:<2 0 1)

(7 %)

1 3 0
3 1 6 4 10
204+4ET =21 2 | +4l 0 )= 4 |+ 0 | = 4
-1 -2 -2 -8 —10

2 1
AB=103 @ (1) —11 —41>:
10
2:-241:3 2:0+1-1 2-1+1--1 2.4+1--1 711 7
=[0-2+3:3 0-0+3-1 0-1+3-(=1) 0-4+3-(-1)| =[9 3 =3 -3
1-2+0:3 1-0+0-1 1-140-(=1) 1-4+0-(-1) 2 0 1 4
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3
EC=(1 0 —2) (2) =(1-340-2+(=2)(-1)) = (5)

—1

3 3.1 3.0 3-(-2) 3 0 —6
CE={2](10 =2)=| 2-1 20 2:(-2) |=(2 0 —4
~1 (=1)-1 (=1)-0 (=1)-(=2) ~1 0 2
1 0 1 0 1 -1 1 0 3 -3 -2 3
2 _ 2 — _ _ _ _
o= (o )6 %)) =00 0) -6 F) - (5 @)
Tr(D) =2, Tr(F) = —6, pro ostatni matice neni stopa definovana.

Cviceni:

1. Uvazme matice nad Z

1 0 L
100 -1 11 -3
A=12 1],B=(-1 0 2),C (0205>,D—<12>E L
-1 2
7
1 2 0 10 0
1 0
F=|-20 -3|],G=101 —4 ,H:(l _7>,I:(1 0 —2 4).
0 3 5 10 1
(o) Které matice mizeme nasobit s A zleva a zprava?
(B) Spoctéte (pokud je definovano):
(a) EI
(b) 1
(c) D3+4DH H?
(d) G2—3F
(e) A
(f) A— GFA
(g) BACE — BFBT
2. Uvazme matice
3 0 1 5 2 6 1 3
A=|-1 2 ,B:(é _21>,0:<; 11 g),D: -1 0 1|,E=(-11 2
1 1 3 2 4 4 1 3
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. Mé&jme A a B blokové matice:
An | A By | B

A=|— 1| —| B=[|— ] -
A21 | A22 B21 | B22

Ay By + ApByy | AnBia+ AiaBy
Jejich soucin lze vyjadfit: AB = [ ———— — — —— | - —— == —
Ag By + ABoy | A1 Bia + A By

za predpokladu, ze bloky matic A a B maji vhodné rozméry. Tato metoda se nazyva
blokové nasobeni.

Vynésobte nasledujici matice blokové a vysledek ovérte obycejnym maticovym néaso-
benim:

-1 2 | 1 5 2 1 | 4
0 -3 | 4 2 =35 ]2
() A= J— B=|-- —— I -
7 -1 5
1 5 | 6 1 0 3 | .3
EEFEETE 2oL
(b) A= _0_ __i _4_ I _2_ B=|-—- —— | ——
7 -1 | 5
1 5 6 | 1 0 3 | .3

2 -4 1

3 0 2

(3 -1 0| -3 B -
(c) A <2 1 4 | 5) B = _1_ _i _5_
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. Ukazte, ze ma-li A nulovy fddek a B je matice takova, ze AB je definovan, pak AB

obsahuje také nulovy radek.

Taktéz ukazte, ze ma-li B nulovy sloupec a AB je definovan, pak i AB mé nulovy
sloupec.

. Necht E = (e;;) je matice typu n x n spliiujici

)1 proi=y
o proi # j

Ukazte, ze AE = EA = A pro libovolnou matici A typu n X n.
E se nazyva jednotkova matice.

eij

. Najdété matici A = (a;;) typu 4 x 4 spliujici nasledujici podminky:

. Matici A tvaru n x n takovou, ze

(a) Ag2 =a,A; =1 pro vSechna i # 2 a A;; =0 pro i # j,
(b) A3 = Ay = A3 = A;i =1proi>4a A;; =0 pro vSechny ostatni dvojice ij,
c) A3 =a,A; =1 pro vSechna ¢ a A;; = 0 pro vSechny ostatni dvojice ij
j

vynésobte obecnou matici B = (B;;) tvaru n X m zleva a obecnou matici C' = (Cj;)
tvaru m x n zprava. Jak se vysledky nasobeni lisi od matice B, resp. C?

. Najdéte matici A typu 2 x 2 takovou, Ze zobrazeni (‘;) — A (g) ,R%Z — R2 je

stejnolehlost se stiedem v 8 a koeficientem 3.

9. Najdéte matici A typu 2 x 2 tak, aby A (;) - <3x - 2y> :

—T+y

10. Kolik existuje matic A typu 3 x 3 takovych, ze plati:

T rT+y
(a) Aly)=[az—vy

z 0

x xy
(by Aly|l =10




11.

12.

13.

14.

15.

15
Matice B se nazyva odmocninou matice A, jestlize plati BB = A.

(a) Najdéte odmocninu matice A = <§ ;) :

09

(c) Maji vSechny matice typu 2 x 2 odmocninu? Vysvétlete.

(b) Kolik existuje rtiznych odmocnin matice A = (5 O) :

Necht O je nulovd matice typu 2 x 2.

(a) Existuji matice A typu 2 x 2 takové, ze A # O a AA = O?7 Dokaite.
(b) Existuji matice A typu 2 x 2 takové, ze A # O a AA = A? Dokazte.

sino cosa
zentuje otoceni v roving o thel . Spoctéte A% A® (obecné AF).

o , . ., cosa —sina
Ukazte, Ze nasobeni sloupcového vektoru v R? matici A = ) repre-

Necht A = (1 1). Dokazte, 7e A™ = (CLZ”_I 2n ), kde {a,} je Fibonacciho

L2 a2n  G2p41
posloupnost a a; = 1,as = 1,0, = ap_1 + ayp_o.

Orientovany graf G je tvofen mnozinou vrcholi V = {1,2,...,n} a mnozinou hran
H={(,7):4,j €V}

Matice grafu G je definovana takto: a;; = 1 pravé, kdyz (i,j) € H, a;; = 0 praveé,
kdyz (i,7) & H.

Cesta délky k je tvorena posloupnosti ¢isel iy, io, ..., ig, ix+1 takovych, ze (i1, is), (iz, i3),
cooy (ks Thy1) € H.

Uréete, jaky je vztah mezi A2, A3, ..., AF a cestami délky 2,3, ..., k.
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4. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Priklad: Reste systém rovnic v R uzitim Gaussovy eliminace.

2:1)1 + 3!11‘2 — Ty4 = 1
3!11‘1 + 2:1)2 + 4.’173 - 2.’1?4 =0
$1—$2—|—4$3—LL‘4 = 2

Reseni: Rozsirena matice soustavy je

2 3 0 -1 | 1
32 4 =200
1 -1 4 -1 ] 2

Pomoci ERO (elementérnich fadkovych operaci) upravujeme na schodovity tvar. Posledni
radek matice dame na prvni misto, potom jeho (—2)-nésobek pfi¢teme k pivodnimu prvni-
mu Fadku, ktery posuneme na druhé misto, a jeho (—3)-nasobek pfi¢teme k ptivodnimu
druhému radku, ktery posuneme na tieti misto. Tak dostaneme matici

1 -1 4 -1 ] 2
0 5 —8 1 | —3
0 5 -8 1 | —6

Pri¢tenim (—1)-nédsobku druhého fadku k tfetimu dostaneme matici

1 -1 4 -1 ] 2
0 5 -8 1 | -3
00 0 0 | -3

Uz z tohoto tvaru vidime, ze soustava odpovidajici posledni matici neméa reSeni, jelikoz
obsahuje rovnici 0 = —3. Tedy ani ptivodni soustava (pfestoze obsahuje vice neznamych
nez rovnic) nema reSeni.

Priiklad: Uvazujme soustavu

41 + 329+ 63 = 1
3x1 + 51y +4x3 = 10
Ty — 2:1)2 + 2.’173 = -9

t¥i rovnic o tfech neznamych nad polem R.
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Reseni: Rozsirena matice soustavy je

4 3 6| 1
3 5 4 ] 10
1 -2 2 | -9

Pomoci ERO upravujeme na redukovany schodovity tvar. Tieti fadek dame na prvni misto.
Jeho (—1)-nasobek pfic¢teme k pivodnimu prvnimu fadku, ktery dame na druhé misto, a
jeho (—3)-nasobek pri¢teme k ptivodnimu druhému radku, ktery nyni dame na t¥eti misto.

1 -2 2 | -9
0 11 —2 | 37
0 11 -2 | 37

(—2)-nasobek druhého Fadku pri¢teme k (11)-nasobku prvniho fadku a jeho (—1)-nasobek
pricteme ke tretimu radku. Vysledna matice uz je v redukovaném schodovitém tvaru.

11 0 18 | —25
0 11 -2 | 37
00 0 | 0

Matice odpovida soustavé rovnic

11:12‘1 + 18!11‘3 =—25
11zy — 223 = 37,

kterad je ekvivalentni s piivodni soustavou. Proménnou x3 si zvolime za parametr ¢t € R. Z
prvni rovnice ur¢ime x:

—25 — 18t
11z + 18t = —25 = 110, = 25— 18t = 2, = —q
Z druhé rovnice uréime zs:
37+ 2t

Vidime, 7Ze ptivodni soustava (pfestoze pocet rovnic je stejny jako pocet neznamych) ma
neko¢né mnoho reseni.

Priklad: Uvazujme soustavu

T1 + 9 + 223 + 314
2x1 + 4x3
T1 + 229 + 13 + 314
33 + 4x4

o o O O
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CtyT rovnic o ¢tyfech neznamych nad polem Zs.

Reseni: Protoze se jednd o homogenni soustamu, sta¢i upravovat jeji (nerozsitenou)
matici

1123
2040
1 213
00 3 4

(—2)-nasobek, tj. 3-nasobek prvniho fadku pfi¢teme k druhému Fadku a jeho (—1)-néasobek,
tj. 4-nasobek pricteme k tretimu radku. Dostaneme matici

co o~
o W
W oW
SO W w

(—1)-néasobek, tj. 4-ndsobek tretiho fadku pfi¢teme k prvnimu fadku a jeho (—3)-nasobek,
tj. 2-ndsobek pricteme k druhému radku. Konec¢né vyménou druhého a tietiho radku do-
staneme matici

oo

O = O
W oW A W
R O W

0 0

Tieti fadek ode¢teme od prvniho a od ¢tvrtého fadku. Déle jej vynasobime skaldrem 371 =
2. Potom jeho (—4)-nésobek, tj. pfimo tento novy tieti fadek pri¢teme k druhému Fadku.
Vyslednd matice uz je v redukovaném schodovitém tvaru.

o OO
o O = O
o = O O
S W W =

Proménnou x4 si zvolime za parametr. VSechna tfeSeni soustavy pak maji tvar xy = ¢,z =
2t,x3 = 2t,xy = t, kde t € Zs. Vidime, Ze pivodni soustava (pfestoZe pocet rovnic je
stejny jako pocet nezndmych) mé vice nez jedno feSeni; neni jich v8ak nekone¢né mnoho,
ale pouze 5. Pravé tolik je totiz moznych voleb parametru ¢, tj. prvka pole Zs.

Priiklad: Uvazujme soustavu linearnich rovnic v neznamych x,y, z:

r+cey—cz = =3
T+ (c—1)y— (c+3)z -5
r+(c+1l)y+2z = d-1
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Najdéte vSechny hodnoty parametri c, d, pro které ma soustava

(a) jediné FeSen,

(b) nekoneéné mnoho Feseni,

(c) zadné TeSeni.

V piipadech (a), (b) najdéte tato feSeni v zavislosti na parametrech c, d.

Reseni: Matici soustavy

1 ¢ —-c | -3
1 ¢=1 —c—=3 | =5
1 e+1 2 | d-1

prevedeme pomoci Gaussovy eliminace na schodovity tvar. Prvni fddek opiSeme, k (—1)-
nasobku druhého Fadku pfic¢teme prvni fadek, ke t¥etimu fadku pri¢teme (—1)-nasobek
prvniho radku.

1L ¢ —c | -3
01 3 | 2
01 24c¢ | d+2

Nyni prvni a druhy fadek opiSeme a ke t¥etimu fadku pfi¢teme (—1)-ndsobek druhého
radku. Ziskdme matici
1 ¢
01 3 |
0 0
ze které urcime, ze
(a) soustava ma jediné feSeni pro ¢ # 1, a to:

_ded—c—2c+3  2c—2-3d d

v c—1 Y= c—1 ’Z:c—l;

(b) pro ¢ = 1,d = 0 doplnime hodnoty parametri do upravené matice soustavy, z niz jiz
lehce urc¢ime, ze soustava méa nekonecné mnoho reseni, kterd jsou tvaru

r=-5+4p, y=2—3p, z =p,
kde p € R je parametr;
(c) pro ¢ = 1,d # 0 soustava obsahuje rovnici 0 = d, v tomto piipadé tedy nemad FeSeni.
Cviceni:
1. Reste soustavu rovnic v R a Zy uzitim Gaussovy eliminace.
$1+ZL‘2—3ZL‘3 = -1
2.’171—.’172—3.’174 = 5

1+ Ty +T3 =
T+ 219 — 313 = 1
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2. Reste soustavu rovnic v R, Zg a Zr uzitim Gaussovy eliminace.

2ZL‘1—ZL'2+.’173—ZL‘4

200 — X9 — 3x4 = 2
3:12‘1 — T3t Xy = -3
2x1 + 229 — 223 + 524 = —6

3. Reste soustavu rovnic v R uzitim Gaussovy eliminace.

2:12‘1 — 3!13‘2 + 17:12‘3 - 29.’174 - 36.’175

2x1 — 3xy + 18x3 — 2724 + 3325 =
1201 — 18x9 + 102243 — 174x4 — 21625 =
2017 — 3x9 4+ 21wy — 2424 — 3025 =
2x1 — 3xy + 2433 — 21y — 2725 =

Soustavu Teste také jako homogenni.

eSte soustavu rovnic v C uzitim Gaussovy eliminace.
a

b
A:‘U<

r+2ty = S+4
(B—i)y+(6—2i)z = 10

20—z = 5+

T+y+z = 542

(1+i)x+3iy = —i
(14+2i)z+(1—d)y = 6+1i

1+izr+(1—d)y = 6+4i
ir+(1+2i)y = —34+5i

5. Reste soustavu rovnic v R uzitim Gaussovy eliminace.

T + 39 — 223 + 225

211 + 619 — D3 — 224 + 45 — 376
ox3 + 10x4 + 1524

2x1 4+ 619 + 814 + 45 + 18w

22
21
132
20
19



10.

11.
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Reste soustavu rovnic v R uzitim Gaussovy eliminace.

2.%‘1 +2.I'2 — X3 + Ts

—T1 — X9 + 2x3 — 314 + x5

.T1—|—.I'2—2.T3—.I'5

T3+ Ty + T

o O O O

Reste soustavu rovnic v R uzitim Gaussovy eliminace.

3r; — 219 = —1

4:L‘1+5!L‘2 =3
Tx1+3x9 = 2

Reste nasledujici systém rovnic, kde a, b, ¢ jsou konstanty.

T+ Ty +oTg=a
2.%‘14—2.%'3:[)
3.’172"‘3.’17320

Reste nasledujici systém rovnic.

201 — w9 + 3x3 + 414

r1 — 2x3+ Txy
311 — 3x9 + T3 + DTy
201 + 19 + 43 + 42y

Reste nasledujici systém rovnic.

Tx1 + 3T9 — 223
- + 6.’172 - 3.’1?3
—]_O.Tl + 151‘2 — 1]..1‘3

Soustavu Feste také jako homogenni.

11

10

Zjistéte, pro které hodnoty parametri a a b ma soustava v R

(i) pravé jedno fesent,
(ii) vice nez jedno FeSen,
(iii) zddné TeSeni.

(2)

ar +y — 2z

r—y+=z
(l+ay—2 =



22

12.

13.

14.

15.

16.

r—ay—2z = b
r+(l—a)y = b—3
r+(1—-a)y+az = 20—1

Zjistéte, pro které hodnoty parametri a a b ma soustava v Zs
(i) pravé jedno feSent,
(ii) vice nez jedno FeSent,
(iii) zadné TeSeni.
2r + 3y
3v+4y +az
3x + 4az

V Zs teste soustavu rovnic

r+y =1
20 + 3z =
dr+y+2z = 1

Napiste vyc¢tem vSechny prvky mnoziny reSeni.

V Zj teste nasledujici systém rovnic v zavislosti na parametrech a a b.

ar+y = b
ay +z = 2b
r+az = 4

Urcete parametry a, b, ¢ tak, aby nasledujici systém mél pravé jedno feseni.

ar + by =c
cr+az=>
bz+cy=a

Reste soustavu rovnic v zavislosti na parametrech a, b.

ar +by+z=1
x+aby+z=>
r+by+az=1
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5. INVERZNI MATICE

Rekneme, Ze matice A € Mat, (K) ma inverzni matici, jetlize existuje matice B €
Mat,, (K) takova, ze
AB =BA=F.

Ke kazdé matici existuje nejvyse jedna inverzni matice. Znacime ji A~'. Matici, kterd méa
matici inverzni, nazyvame regularni matici.

Metoda vypoétu inverzni matice spoc¢iva v pouziti ERO. Necht A je matice typu n x n.
Vytvorime blokovou matici B tak, ze zapiseme A a jednotkovou matici E vedle sebe — A
nalevo, F napravo:

Matici B upravujeme nejdrive na schodovity tvar. Pokud je ve schodovitém tvaru v levém
bloku fadek ze samych nul, inverzni matice k A neexistuje. Pokud tento pfipad nenastane,
pokracujeme v rfadkovych upravach tak, abychom v levém bloku dostali jednotkovou ma-
tici. (Tento postup se nazyva zpétméa Gaussova eliminace.) V pravém bloku je potom A~

1 1 1
Priiklad: Najdéte inverzni matici k matici A= 2 3 3
-1 -3 =2
Reseni: Vytvoiime blokovou matici tak, ze A napiseme nalevo, F napravo a upravujeme
pomoci ERO na schodovity tvar (pfimou Gaussovou eliminaci).

1 1 1 | 100 1 1 1 | 1 00 111 1 00
2 3 3 | 010|~l0 1 1 | -=210]~[011] =210
-1 -3 =2 |00 1 0 -2 -1 | 1 01 001 =321

Ze schodovitého tvaru vidime, ze A~! existuje. Matici tedy dale upravujeme na redukovany
schodovity tvar (zpétnou Gaussovou eliminaci).

1101 4 -2 -1 100
010] 1 -1 =1)~f010] 1 -1 -1
001 -3 2 1 00 1

Tedy A '=1 -1 -1
-3 2 1
Spravnost vypoc¢tu ovéiime vynasobenim A s A~!.
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Piiklad: Najdéte inverzni matici k matici C' = (i 22>

Reseni: Napiseme blokovou matici nalevo s matici C', napravo s jednotkovou matici
a upravujeme na redukovany schodovity tvar:

i =2 110
1 i |01

Prvni fadek vynasobime —i, od druhého radku odec¢teme novy prvni radek.
1 20 | =i 0
0 —i | @ 1
K prvnimu radku pficteme dvojnasobek druhého radku, druhy radek vynasobime 4.
10| i 2
01 | =1 i

L (02
Tedy C' —<_1 Z)

Cviceni:

1. Vypoctéte inverzni matice k danym maticim.

123 1 4 -3
A:<181 ?),B:G i),C: 012, p=(1 -5 —3)
00 1 1 6 4
1111 33 4 _3 14 -2 3
11 -1 -1 06 1 1 2 9 3 2
E=11 211 apf=lsa 2 119721 6 —11 4
1 -1 -1 1 23 3 2 0 -1 —6 0

. , (31 (2 =3 (6 4
2. MeJmemat1ceA—(5 2>,B—<4 4>,C—<_2 _1>-

(a) Najdéte jejich inverze.
(b) Ukazte, ze
(A H)tl=A4
ii. (BY)t=(B YT
iii. (AB)"! = B4
iv. (ABO)™' = C~'B'A~!

1v



3. Najdéte inverzni matice k danym maticim.

a f
v 0
1 1
0 1
0
0

1 1
1

cos —sino
= . ) M -
sina  Cos«

4. Najdéte inverzni matice k nasledujicim maticim v C.

I

o

1+
2
—1

0

2
1

1—1
l

2
)=

e

1
2—3

1—1
4

)o-|

1

—1

A

3

)

25
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6. VEKTOROVE PODPROSTORY, LINEARNI ZAVISLOST A
NEZAVISLOST, LINEARNI OBALY

6.1 VEKTOROVE PODPROSTORY

Mnozima S C V se nazyva linearni podprostor vektorového prostoru V, jestlize S # ()
a pro vSechny skalary a € K a vektory z,y € S plati
(1) z+yesS
(2) axe S
Tzn. neprazdnad mnozina S C V je linearni podprostor pravé tehdy, kdyz je uzaviena
vzhledem k operacim s¢itani vektor a nasobeni vektoru skalarem.

Piiklad: Urcete, zda mnozina M = {(z,y) € R;z > 0,y > 0} tvoii vektorovy pod-
prostor v R%.

Reseni: Pokud M tvoii vektorovy podprostor, musi splitovat vyse uvedené podminky.
Ovéfime nejprve uzavienost mnoziny M vzhledem k operaci s¢itani vektori. Jestlize vektor
x = (x1,29) > 0 (zépis (x1,22) > 0 znamend x; > 0 a x9 > 0) a vektor y = (y1,y2) > 0,
pak i jejich souet = +y = (z1 + y1, 2 + y2) > 0.

Nyni ovéfime uzavienost mnoziny M vzhledem k operaci nasobeni skalarem. Necht
a € R. Pak a(x,y) = (ax,ay). Pro a > 0 je podminka splnéna, ale pro a zéporné je
(ax,ay) < 0. Tedy M netvoii vektorovy podprostor.

Cviceni:

1. Zjistéte, zda dand mnoZina tvoii vektorovy podprostor v R?.
(a) M={(z,y) € R}z -y>0}
(b) M={(z,y) e R%2x=y+1}

2. Urcete, které z nasledujicich mnozin tvofi vektorové podprostory v R3.
(a) N={(a1,1)cR*
(b) N={(a,b,c) e R*b=a+c}

3. Urcete, které z nasledujicich mnozin tvoii vektorové podprostory v Mat,, (K).

(a) M:{(‘C‘ Z) € Maty(K);a+b+c+d =0}

(b) M ={A € Mat,(K); Tr(A) =0}
4. UrcCete, které z nasledujicich mnozin jsou vektorové podprostory v Rs[z].

(a) P ={ap+ a1z + asx? + azz®;a0 = 0,a1,as,a3 € R}
(b) P ={ao+ a1x + ay2” + asa®; ao, ay, az, a3 € Z}
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6.2 LINEARNI ZAVISLOST A NEZAVISLOST, LINEARNI OBALY

Necht uy,...,u, € V,ay,...,a, € K. Vektor u = ayu; + ... + a,u, se nazyva linedrni
kombinaci vektort uy, ..., u, s koeficienty ay, ..., a,.

Rekneme, Ze vektory uq, ..., u, jsou
— linearné nezavislé, jestlize pro libovolné koeficienty aq, ..., a, € K plati

aur + ... +tau, =0=>a,=ay=..=a, =0,

— linearné zavislé, jestlize nejsou linearné nezavislé. Tzn. existuje-li jejich linearni kombi-
nace s alespon jednim nenulovym koeficientem rovnajici se nulovému vektoru.

Necht M = {uy,...,ur} # 0 je koneénd podmnozina V. Mnozina {aju; + ... + apuy;
ai, ...,ar € K} vSech kone¢nych linearnich kombinaci vektort wy, ..., ux se nazyva linedrni
obal mnoziny M, ozn. [M]. Jestlize M = (), potom [()] = {0}.

Priklad: Zjistéte, zda jsou vektory v; = (1, —1,0,2)%, vy = (2,2, —1,3)T, v3 = (0,1,1,0)%,
vy = (3,2,0,5)T linearné z4vislé v R* nad R. Urcete jejich linearni obal.

Reseni: Vektory vy, v, v3, vy jsou linedrné nezavislé, pravé kdyz rovnice v neznamych
a1, ag, a3, (4
a1v1 + a9y + azvz + aqvy = 0
ma pravé jedno feseni, a to a; = ay = a3 = a4 = 0. Porovnanim soutradnic mizeme tuto
rovnici psat jako soustavu rovnic

a1 + 2a9 + 3ay

—a1 + 2a9 + ag + 2a4
—ay + ag

2a1 + 3as + day

o O O O

Nyni napiSeme matici soustavy a soustavu fesime Gaussovou eliminaci.

1 2 03 1 2 0 3 120 3 120 3
1 2 1 2 0 4 1 5 0415 0415
0 -1 10] 7o =11 ol 7 loos5] o011
2 3 05 0 -1 0 —1 0011 0000

Soustava ma vice feSeni, tzn. ze vektory jsou linedrné zavislé. Vedouci prvky radki vysledné
matice jsou v prvnim, druhém a t¥etim sloupci, tedy tyto tii vektory (sloupce) jsou linearné
nezavislé. Protoze vyslednd a ptivodni matice jsou radkové ekvivalentni, poradi vektort ve
vysledné matici odpovidd poradi vektorti v matici pivodni. Hledané linedrné nezavislé
vektory jsou tedy prvni, druhy a treti sloupec ptivodni matice, tzn. vektory vy, vs, v3.
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Nyni se ptame, zda je vektor v, linedrni kombinaci vektort vy, v9, v3, neboli zda v, patii
do linearniho obalu tvoreného vektory vy, v, vs. Pokud ano, existuji koeficienty ¢y, co, 3
spliiujici rovnici
C1U1 + CoU2 + C3U3 = 4.

Matici této soustavy opét prevedeme na schodovity tvar.

1 2 0| 3 120 | 3
~1 2 1] 2 04115
0 =11 ]ol7 "7 loo1]1
2 3 0|5 000710

Soustava mé feSeni, tj. vektor vy je linedrni kombinaci vektort vy, vy, vs, tedy vy € [v1, v, v3].
Vsimnéte si, ze posledni fadkové tipravy jsou stejné jako tpravy, pfi nichz jsme zjisto-
vali, zda jsou vy, vs, v3, v4 linedrné zavislé.

Priklad: Zjistéte, zda jsou polynomy 1+ x,1 — x,2 + 2 — 2? linedrné zavislé v Ry[z].

Reseni: Pokud jsou dané polynomy linearné nezavislé, musi byt rovnice a;(1+z)+ay(1—
T) + a3(2 +x — z%) = 0 splnéna pouze pro koeficienty a; = ay = a3 = 0. Pfedpokladejme
tedy jejich nezavislost. Pak plati

a(1+2)+ax(l —2) +az(2+2—2°) =0
Roznasobenim zavorek dostaneme rovnici
a1+ iz + ay — apx + 2a3 + azz — azz? =0
a naslednym sec¢tenim koeficientt u stejnych mocnin x ziskdme rovnici
(ay + ag + 2a3) + (ay — ay + a3)x + (—az)z? =0

2

Z posledni rovnice plyne, Ze koeficienty u mocnin z° = 1, 2! = 2, 22 mus{ byt rovny nule:

a1+a2+2a3 = 0

a; —ag +a3 = 0
—az = 0
Resime danou soustavu
1 1 2 |0 11210
1 -1 1 | 0o)~f0211]0
0 0 -1 1] 0 00110

Soustava mé jediné feseni. Tedy polynomy 1+ 2,1 — z,2 + x — 22 jsou linearné nezavislé.
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Piiklad: Necht vy, vy, v3 jsou linedrné nezavislé vektory ve vektorovém prostoru V.
Potom vy — vo, v9 — v3, V9 4+ v3 jsou rovnéz linedrné nezavislé. Dokazte.

Reseni: Nechf
CLI(Ul — UQ) —+ CLQ(UQ — U3) + CL3(UQ + U3) = 0

Upravou dostavame
A1V] — Q1V9 + QoVs — GV3 + A3V3 + A3V = 0

a dale
a1vy + (—a1 + ag + CL3)U2 + (—ag + CL3)U3 =0

Z nezavislosti vektorta vy, vy, v3 plyne

a, = 0
—a; +as +a3 = 0
—Q9 + a3 = 0

Resime danou soustavu

1 0 010 10010
“1 1 1 ]0)l~|0117]0
0 -1 1] 0 00110

Resenim soustavy dostavame a; = ay, = a3 = 0. Tedy vektory vy — vy, v9 — v3, o + v3 jsou
linearné nezavislé.
Cviceni:

1. Zjistéte, zda jsou linedrné zavislé nebo nezavislé nasledujici vektory v R". Urcete
jejich linearni obal.

(a) uy = (1,0,2),up = (2,0,1),u3 = (1,2,0)

(b) u; = (—3,0,4),us = (3,2,5),u3 = (6,—1,1)

(¢) us = (1,—v2,-1),us = (1 = v2,2,1+v2),u3 = (vV2,-2 — /2,-2 — \/2)
(d) uy = (=1, -1,1,1),up = (1, =1,1,—-1),us = (=1,1,1, =1),uy = (1,1,1,1)
(e) up = (3,8,7,-3),us = (1,5,3, —1),us = (2, —1,2,6),uqs = (1,4,0,3)

(f) uy = (1,0, -2,3),us = (—1,3,0,0),us = (2,0,1,1), uy = (1,6, —1,4)



30

. Zjistéte, zda jsou linearné zavislé nebo nezavislé nasledujici polynomy v R, [z].

(a) 1 —mx—a%2* -2 2% -1

(b) 1+ mz, o+ 2% 2% +a3 25+ 1

(¢) 2 —x +42% 3 + 62 + 222, 2 + 10z — 42

(d) 1+ 3z + 32% v+ 422 5+ 62 + 322, 7+ 22 — 22

. Zjistéte, zda vektor x = (7,2, —2) patii do linearniho obalu mnoziny vektort

(a) {(1,0,-1),(2,1,0),(0,1,2),(1,1,1), (5,2, —1)}
(b) {(2,1,-1),(-2,1,-1),(1,0,0), (4,7, —=7)}

. Je ddna mnozina M = {1 + 2z — 2%,2 — z + 2,5 + 2} polynomil v Ry[z]. Zjistéte,

zda polynom

(a) =6 — 2z
(b) 1+ z+ 2*

patii do linearniho obalu mnoziny M.

. Necht u, v, w, z jsou linedrné nezavislé vektory vektorového prostoru V. Zjistéte, zda

jsou linearné zavislé nebo nezavislé vektory
(a) u+v,u—vu+v+w
(b) u—v,v—w,w—u

(c) u+tv+wv+w+z,w+z4+uz+u+v
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7. BAZE A DIMENZE VEKTOROVEHO PROSTORU, SOURADNICE,
SOUCTY A PRUNIKY PODPROSTORU

Vektorovy prostor V je kone¢nérozmérny, jestlize v ném existuje konec¢néd podmnozina
{uy, ..., u,} takova, ze kazdy vektor u € V je linedrni kombinaci vektort wy, ..., u,. Baze
kone¢nédimenzionédlniho prostoru V je mnozina {uq, ..., u,} takova, ze
(1) kazdy vektor u € V je linedrni kombinaci {u, ..., uy },

(2) vektory wuq, ..., u, jsou linedrné nezavislé.
Tyto dvé vlastnosti jsou ekvivalentni s tim, ze kazdy vektor u € V lze psat ve tvaru

=1

pravé jednim zptsobem.

Je-1i V kone¢nérozmérny, maji vSechny jeho baze stejny pocet prvki. Dimenze konec-
nérozmérného vektorového prostoru V je ¢islo dim 'V udévajici pocet prvki néjaké jeho
baze.

Necht o = {uy, ..., u, } je baze prostoru V a u € V. Potom u lze jednozna¢né vyjadiit
ve tvaru (1).

Sloupcovy vektor

Tn
nazyvame sloupcem soutradnic a skalary xi, ..., x, souradnicemi vektoru u v usporadané

bézi «.

Oznacme e; € K" vektor skladajici se ze samych nul, kromé i-té slozky, kterd je 1.
Potom € = (ey, ..., €,) je baze vektorového prostoru K”. Nazyvame ji standardni nebo také
kanonickou bazi tohoto prostoru.

Pro libovolny vektor x = (1, ..., z,)" € K" plati

T =x1€1+ + Tpey,

proto (x). = x, tj. kazdy vektor x € V splyva se svymi vlastnimi soufadnicemi ve stan-
dardni bazi.

Necht S, T jsou podprostory vektorového prostoru V. Mnozina
S+T={x+y;xe€S,yecT}

je opét podprostor vektorového prostoru V, nazyva se soucet podprostori S a T'. Jestlize
SNT =0, soufet S+ T se nazyva primy.
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Necht V je kone¢nérozmérny vektorovy prostor. Potom plati

dim S +dimT = dim(S +T) + dim(SN7T)

Priklad: Najdéte néjakou bazi a urcete dimenzi linedrniho obalu mnoziny M ve vek-
torovém prostoru V.
(a) V=R* M ={(1,2,3,4),(-2,-3,—4,-5), (3,4,5,6), (—4, —5,—6,—7),(5,6,7,8) },
(b) V=Rg[z], M = {1+ z+2°,1 —2,2x — 2% 2 — 22 2z + 2* + 23}

Regeni: (a) Soufadnice vektortt mnoziny M ve standardni bazi R* zapiSeme do sloupcii
matice, kterou upravime radkovymi upravami na schodovity tvar, z néhoz urc¢ime linedrné
nezavislé vektory.

1 -2 3 —4 5 1 -2 3 -4 5 1 -2 3 —4 5
2 -3 4 -5 6 0 1 -2 3 —4 0 1 -2 3 —4
3 45 677102 -4 6 817100 0 0 o0
4 -5 6 -7 8 0 3 -6 9 -—12 00 0 0 0

Tteti, ¢tvrty a paty vektor jsou linearni kombinaci prvnich dvou vektort, které jsou linedrné
nezavislé a tvori tedy bazi mnoziny M. Tzn. oy = {(1,2,3,4), (=2, -3, —4, =5) }, dim[M] =
2.

(b) Soutadnice polynomi mnoziny M ve standardni bazi prostoru Rs[z], tj. v béazi
(1,z,2% z*), zapiseme do sloupcii matice a provadime Fadkové tpravy.

1 1 0 2 0 1 1 0 2 0
1 -1 2 0 2 0 -1 1 -1 1
00 -1 -1 177" fo 0o -1 -1 1
1 0 0 0 2 0 0 0 0 0

V tomto pifpadé jsou linedrné nezavislé prvni tii vektory, tedy apr = {{1 +x + 2®,1 —
z,2x — z*}, dim[M] = 3.

Priklad: Doplite mnozinu M = {(-1,1,0,0),(0,—1,1,0), (0,0, —1,1)} na bazi R*.

Reseni: Jsou-li vektory mnoziny M linearné nezavislé, lze ji doplnit na bazi celého
R? a to vybérem z né&jaké generujici mnoziny v R%. K danym vektortim tedy doplnime
dalsi vektory (nejlépe vektory tvorici standardni bazi R*) a pomoci Gaussovy eliminace
vybereme bazi R*:

-1 0 0 | 1000 -1 0 0 | 1000
1 =1 0 | 0100 0 -1 0 | 1100
0 1 -1]oo1o0] 1o 0 —1]1110
0 0 1 | 00O 1 0 0 0 | 1111
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Vidime, ze vektory mnoziny M jsou linedrné nezavislé a ze doplnénim kteréhokoliv z pri-
danych vektortt k M ziskdme bazi R?.

Priklad: Najdéte souradnice vektoru v v bazi a vektorového prostoru V:
(a) V=R3v=(1,2,3),a=((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)),

(b)V:Matg(R),VZG i)CY:(((l) 8)((1) (1)>G é)G D)

Reseni: Vektor v vyjadiime jako linedrni kombinaci prvki baze a. Vypocet soutadnic
pak prevedeme na feSeni systému linearnich rovnic, ktery mé vzdy jediné reseni, nebot «
je baze V.

(a) Necht
(1,2,3) = a(1,1,0) + b(1,0,1) + ¢(0,1,1)

Potom
(1,2,3) = (a+b,a+c,b+c)

Porovnanim ziskame systém

a+b =
a+c = 2
b+c¢c = 3

Rozsitenou matici systému upravime na redukovany schodovity tvar:

1101 1000
101 ] 2|~--~f010]1
01 1] 3 0011 2

Regenim systému je a = 0,b =1, ¢ = 2, tedy
(v)a = (07 L, 2)T

(b) Postupujeme analogicky jako v (a):

1 2\ 1 0 Iy 11 n 11 td 11
34/ -%\0 0 00/ 1 o0 11
Upravou dostavame systém

a+b+c+d =
b+c+d =
c+d

d

Il
= W N =
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jehoz teSenim je a = —1,b = —1,c = —1,d = 4. Potom
(0)a = (-1,-1,-1,4)"
Priklad: Necht P1 = [Ml], P2 = [MQ] \% R4, kde

M1 = {Ul = (4, 0, —2,6),11,2 = (2, ]_, —2,3),11,3 = (3, 1, —2,4)}
My, = {vi=(1,-1,0,2),v2=(2,2,-1,3),v3 =(0,1,1,0)}

Najdéte P, + P, P, N Ps, jejich baze a dimenze.

Reseni: Protoze P, + P, = {z +y;x € P,y € Py}, plati P, + P, = [M, U M,]. Pomoci
ERO uréime bézi [M; U Ms]:

4 2 3 1 2 0 4 2 3 1 20
0 1 1 -1 2 1 0 1 1 -1 21
-2 -2 -2 0 —-11 O -2 -1 1 0 2
6 3 4 2 3 0 0O -3 -2 2 0 3
4 2 3 1 20 4 2 3 1 20
011 -1 21 011 -1 21
0 01 -1 4 4 001 -1 4 14
001 -1 6 6 000 0 2 2
Vidime, ze vektory uy,us, us, vo jsou linedrné nezavislé, tedy P, + Py = [uy, ug, us, vo] =

R4, d1m(P1 + PQ) =4.
Nyni necht z € P, N P,. Potom plati:

a1uy + asus + asus € P;
= byvy + byvy + b3v3 € By

Tedy
a1Uy + sy + asuz = byvy + bavy + byvg =
= A1U1 + QU2 + G3U3 — bl’Ul — bg’Ug — b3U3 =0

Soustavu piepiseme do matice soustavy, pomoci ERO upravime na schodovity tvat a ur¢ime
koeficienty ay, ..., b3:

4 2 3 -1 -2 0 423 -1 -2 0
o 1 1 1 -2 -1 011 1 -2 -1
92 -2 -2 0 1 177" 1oo1 1 -4 —4
6 3 4 -2 -3 0 000 0 -2 —2

Tedy ay =r,a9 = —p,a3 = —r,by = r,by = —p, b3 = p, kde p,r € R jsou parametry. Podle
predchoziho to znamena:
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P NP ={x =ru —puy —rug;p,r € R} = {& = r(u; —uz) — pug;p,r € R} =
{z=7r(1,-1,0,2) + p(~2,—1,2, —3);p,r € R} = [(1, ~1,0,2), (-2, —1,2, —3)]
Tentyz vysledek dostaneme s pouzitim vektort vy, vs, v3 :

P NP, ={x =rv —pvy+puz;p,r € R} = {& = rvg + plvs — v);p,7 € R} =
{z=7r(1,-1,0,2) + p(~2,—1,2, —3);p,r € R} = [(1, —1,0,2), (-2, —1,2, —3)]

Cviceni:
1. Dopliate mnozinu M na bazi vektorového prostoru V:

(a) M ={(1,-2,0,0),(2,1,1,3),(0,1,0,1)},V = R?
(b) M={1~-a,1+z+2%2°~-2°},V=Rs]

{6 D)6 Dy

2. Ktery z vektorti uy, us, us, uy doplituje mnozinu a na bazi prostoru R4?

( ) = ((17 —2,1, - )7( )7(1 L, 270))7

- ( 1’2’ 1’ )’ ( 17 27 1)?“ = (27 1707 _2)7U4 = (2717 _37 —2)
(b ) =((1,3,0,-1),(1,0,0,-1),(0,2,1,0)),

= ( 17 ]'7 ]-7 )7 (3 1707 3)7 (27 1707 —2),U4 = (17 _2707 _]-)

3. Najdéte bazi a urcete dimenzi linedrniho obalu mnoziny M:

(a) M ={(1,2,3),(1,1,0),(0,1,1), (1,1,1),(1,0,0)}
(b) M ={2zx—1,2° +x+ 1,2% +x,22° + 1, 2% + 32% + 22 + 2}

an={ ) (5 )6 D66 D)

4. Najdéte néjakou bazi vektorového prostoru M = {(z1, ..., z,) € R®; x1+- - -+x, = 0},
doplite ji na bazi celého R™ a urcete dim M.

5. Urcete dimenzi podprostoru P vektorového prostoru R, [z]:

(a) P ={f € Ralz]; f(0) = 0}
(b) P ={f € Ralz]; f(0) = f(1

6. Necht
={/ € Rg[z]; f(2) = f( )}

Py ={f € Rs[z]; f(x) =
Py ={f € Rs[z]; f(1)
jsou podprostory v R

) =0}

e

(a) najdéte jejich baze,
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10.

11.

(b) urcete P, N P,
(c) urcete P, + P,
(d) ukazte, Ze soucet P, + P je piimy.
Uvazujme vektorovy prostor Maty(R) redlnych matic typu 2 x 2 a jeho podmnozimu
P vSech matic A = (a;;) takovych, ze a1 + az = 0.
(a) Dokazte, ze P je vektorovy podprostor.
(b) Napiste né&jakou bazi podprostoru P.

(c) Dopliite tuto bazi na bézi prostoru Maty(R) a v této béazi napiSte soufadnice
jednotkové matice.

Necht vektory vy, vy, v3 tvori bazi vektorového prostoru V. Ukazte, ze vektory u; =
vy, Uy = U1 + Vg, U3z = U1 + vg + v3 také tvoii bazi V.

Najdéte souradnice vektoru v v bazi a vektorového prostoru V.

(a) v=1(2,1,1),a=((2,7,3),(3,9,4),(1,5,3)),V=R3

(b) v=1(2,1,1),a = ((1,0, 1),(1 0,0),(1,1,1)),V=R3

() v=1(0,0,2,7), 0= ((4,2,—1,-6),(3,1,1,-2), (1,2, 1, 1), (2,3,1,0)), V = R*
() v=(1,1,1,1), ((0,0,0,—5),(1,2,3,1),(1,0,—1,0),(0,1,1,0)),V:R4
() v=4—4dx — 22, a=(1—-2%1+2,1—1),V =Ra[1]

) v=a*+2+ax+1l,a=(1+23z+23 2% +2% 2%,V =Rsz]

N R RN ) e
G )=t 0 0) o) (o) (hoo)
R RS | S

Soufadnice vektoru u v bazi o = (uy, ug, usz, us) jsou (ay,as,as,as)’. Jaké jsou jeho
soufadnice v bazi f = (uy + ug, uz + us, uz, uy)? Zdivodnéte.

Necht P, = [My], P, = [M>] ve vektorovém prostoru R®, resp. R*. Najdéte n&jakou
bazi a urcete dimenzi podprostort P; + P, P, N Ps.

(a) My = {(1,2,-1),(~1,0,2),(2,—1,0),(1,1,1)}
Mo = {(0,2,1), (1,4, 0)

(b) My = {(1,1,1),(1,2,3), (~1,0,1)}
M, = {(2,0,3),(3,1,5),(1,3,3)}

(¢) M, = {(1,-1,0,1),(1,2,0,3), (3,0,0,5)}
My = {(0, -1, 1,4), (O, 2,3, 2), (0,0, 1, 2)}
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(d ) {(1,1,1,1) (1,1,-1,-1),(1,-1,1,-1)}

{(1,-1,-1,1),(1,-1,0,0), (3,—-1,1,1)}

12. Ve vektorovém prostoru R* najdéte prinik podprostort Vi a Vo, kde V; = [(1,1,1,1),
(1,0,1,0)],V> =[(1,1,0,0),(0,1,1,1),(0,1,1,0)].
Spoc¢téte prinik souc¢tu V3 +V5 s podprostorem generovanym vektorem v = (1, —2, 3, —4).

13. V prostoru polynomt Rg[z] uvazte podprostory V; = [2? + 223, —2® + 28],V =
24 2%, —1+42°% 2% + 2% + 22%], V3 = [2? + 25,1 + 322 + 2°, 23]. Spoctéte jejich soucet
a prunik.
14. Necht V je readlny vektorovy prostor, vy, ...,v, € V. Oznacme
S ={(c1...,cn) € RY o1 + -+ - + cyu, = 0}
Dokazte nasledujici tvrzeni:

(a) S je linedrni podprostor vektorového prostoru R™.

(b) Vektory vy, ..., v, jsou linedrné nezavislé, pravé kdyz dim S = 0.
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8. LINEARNI ZOBRAZENT

Necht U, V jsou vektorové prostory nad timtéz polem K. Zobrazeni f : U — V se
nazyva linearni, jestlize f zachovava operace vektorového souctu a skalarniho nasobku, tj.

(1) Va,y € U flz +y) = flz) + f(y)
2)Vae K,Vx e U: f(a-z) =a- f(x)

Jestlize U=V, linedrni zobrazeni f : U — U se nazyvd endomorfismus vektorového
prostoru U.

Necht U, V jsou vektorové prostory, {uy, ..., u, } je baze U a vy, ..., v, jsou vektory ve V.
Potom existuje jediné linedrni zobrazeni f : U — V takové, ze f(u;) = v;,0 = 1,2,...,n.
Zobrazeni f je dané predpisem
flaruy + agug + ... + ayuy) = ay f(ur) + asf(ug) + ... + an f(u,) = ayv1 + agvy + ... + a,v,

Necht f: U — V je linearni zobrazeni. Podmnozina

Kerf = {z € U; f(z) = 0}
vektorového prostoru U se nazyva jadro, podmnozina
Imf ={y € V;y = f(z),z € U}

se nazyva obraz linedrniho zobrazeni f.

Mnozina Kerf je podprostor vektorového prostoru U, mnozina Imf je podprostor vek-
torového prostoru V.

Linearni zobrazeni f : U — V je isomorfismus pravé tehdy, kdyz Kerf = {0},Imf = V.

Piiklad: Zjistéte, zda je zobrazeni f : R® — R?2 linearni. Jestlize je, najdéte Kerf, Imf.

Reseni: V piipadech (a) a (¢) neni obrazem nulového vektoru nulovy vektor, zobrazen{
f tedy neni linearni. UkdZeme, 7e f neni linearni ani v ptipadé (d). Necht a = —1,2 =
(1,0,0). Potom

a prvni z podminek linearniho zobrazeni neni splnéna.
Zobrazeni f je v pfipadé (b) linearni, protoZe pro libovolné =,y € R® a pro libovolné
a,b € R plati:
flax +by) = flaxy + byr,axs + bys, axs + bys) =
= (ax; + byy + axy + by, axy + by, — (axs + bys)) =
= (axi + axy, axy — axsz) + (byy + by, by; — bys) =
= af(x) +bf(y)
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Uréime Kerf: Necht f(z) = 0. Potom z; + 29 = 0,21 — 23 = 0, Gpravou dostavame
Ty = —X1,T3 = 1. Zvolime-li 1 = ¢, pak

Kerf = {(t,—t,t);t € R}

Uréime Im f: Obrazy vektort standardni baze e3 ve zobrazeni f jsou vektory (1,1),(1,0), (0, —1).
Podprostor Imf je linearnim obalem téchto vektort, tj.

Imf = [(1,1),(1,0), (0, -1)] = [(1,0), (0, 1)] = R?

Piiklad: Ukazte, ze nasobeni matici A € Mat,, ,(K) je linearni zobrazeni.

Reseni: Necht f(x) = Ax. Aby f bylo linedrni, musi splitovat oba axiomy uvedené na
zacatku této kapitoly. Protoze
(1) Va,y e K": flz+y) = Al +y) = Az + Ay = f(z) + f(y),
(2) Vae K,Vo € K": f(az) = A(ax) = aAz = af (z),
oba axiomy jsou splnény a tedy zobrazeni f je linearni. Znamena to, ze pro libovolnou ma-
tici A € Maty, ,(K) je pfifazenim = — Az definovano linedrni zobrazeni mezi vektorovymi
prostory K* — K™,

Priklad: Je dano linedrni zobrazeni f : R* — R*, f(x) = (z1 + o + 23 + T4, — 71 —
Tg— T3 — Ty, T — Ty + Ty — Tyg, —201 + 229 — 203+ 2x4). Uréete Kerf, Imf a najdéte néjakou
bazi Kerf a Imf.

Proni reseni: Linedrni zobrazeni f zapiSeme jako nasobeni matici:

111 1\ (o
IR [ N N R ) Y
Jey=Ar=1 1 . 1 4
2 2 -2 2/ \g

Uréime jadro: Protoze Kerf = {u € R*: f(u) = Au = 0}, feSime vlastné homogenni
soustavu Ctyl rovnic o ¢tyfech neznamych:

1 1 1 1 1 111
-1 -1 -1 -1 0 2 0 2
1 -1 1 1]~ 0000
-2 2 =2 2 0 00O
Ze schodovitého tvaru dostavame: z, = s,x9 = t,x3 = —s,x4 = —t, s,t € R. Tedy
Kerf = {s(1,0,-1,0) +¢(0,1,0,—-1),s,t € R}, axers = {(1,0,—1,0),(0,1,0,-1)}.
Nyni uréime obraz: Protoze Im f = {f(u) : v € R*}, tvoif Im f obrazy vektori

standardni baze, presnéji jejich linedrné nezavisld podmnozina. Tzn. Imf = {f(ae; +
asey + azes + a4e4),az~ € R} = {alf(el) + agf(eg) + agf(eg) + a4f(e4),ai € R} =
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[f(er), fle2), fes), fleq)] = [s1(A), s2(A), s3(A), s4(A)], kde s;(A) znadi i-ty sloupec matice
A. Tedy bazi obrazu tvori linedrné nezavislé sloupce matice A.

Imf = {aif(e1) + azsf(ea),ar,ae € R} = {a1(1,-1,1,-2) + as(1,-1,-1,2),a1,a0 €
R}, oy = {(1,—1,1,-2), (1, -1,-1,2)}

Druhé teseni: Pfi fefeni vyuzijeme ERO. Vytvoifme blokovou matici typu 4 x 8 tak, ze
do levého bloku zapiSeme soufadnice vektort standardni baze £, v R?%, do pravého bloku
zapiseme soufadnice jejich obrazi ve zobrazeni f. Protoze f je linedrni zobrazeni, tato
vlastnost ztistane zachovana i po vykonani libovolné ERO.

Jestlize matici upravime pomoci ERO tak, aby byl pravy blok ve schodovitém tvaru,
pak nenulové radky pravého bloku budou souradnice vektorti néjaké béaze podprostoru
Imf C R?, fadky levého bloku, které odpovidaji nulovym radkém pravého bloku, budou
soufadnice vektoril néjaké baze podprostoru Kerf C R*.

Tedy
1000 ] 1 -1 1 =2 1 0 001 -1 1 =2
01001 -1 -1 2 -1 1. 00| 0 0 -2 4
00101 -1 1 =2 -1 0 100 0 0 O
00011 -1 -1 2 0O -1 01 ]0 0 0 O

a z upravené matice dostéwéme
aKerf = {(_1707170) ( ,1)}

almf:{(l,—l,].,—Q) ( 2,4)}

Kerf = {a(—1,0,1,0) b(O 1, 1);a,b S R}

Imf = {a(1,~1,1,-2) +b(0,0,-2,4);a,b € R}

Piiklad: Najdéte predpis néjakého linearniho zobrazeni f : R® — R3 tak, aby Kerf =
1 1 1
0,11 ,JIm f = 0
0 1 1
1 1 0
Reseni: Doplnime bazi OKerf = 0,11 vektorem | 1 | na bazi 8 prostoru R3.
0 1 0

Definujme f-obrazy vektort baze [ tak, aby byly splnény podminky tlohy:

1 0 1 0 0 1
flof=f{of,f{r]=1o).f{1r)=1o
0 0 1 0 0 1

Timto je zobrazeni f jednoznac¢né urceno. Zobrazeni f zapiSeme pomoci nasobeni matici,
tj. ve tvaru f(xz) = Az. Protoze

1 0 0
Ar = f(xr,29,23) =1 f |0 +aof | 1| +a3f 0],
0 0 1
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0
potifebujeme pro nalezeni matice A jesté urcit f 0) Plati
1
0 1 1 0 1 1 0 -1
fl1ol=f 1] —(o0)—=({1))=f1)—-Ffl0)—fl1]=1]0O
1 1 0 0 1 0 0 -1
Proto
01 -1
A=10 0 0
01 -1
Vzhledem k tomu, ze
01 -1 1 Ty — X3
00 0 Ty | = 0
01 —1 T3 Ty — X3
plati
f(x) = (z2 — 23,0, 29 — 13)
Cviceni:

1. Necht V je vektorovy prostor, v € V je pevné zvoleny vektor. Zjistéte, zda zobrazeni
f:V =V je linearni, jestlize
(a) fz) =+,
(b) f(z) =v.

2. Zjistéte, zda je zobrazeni f : R™ — R™ linearni. Pokud ano, najdéte Kerf, Imf
a zapiste jej pomoci nasobeni matici. Zjistéte, zda je f isomorfismus.

(a) flz,y) = (z,y°)

(b) flz,y) = 2z +3y,z —y)

(c) f(z,y) = (z,1—-y)

(d) flz,y,2) = ((x +y) o -y, +y+2)

(e) flz,y,2)=(x—2y+ 2,2z —y+ 2,3y — 2)
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4.

10.

11.

(d) m=4,n=2,(Af)(z) = f"(z) + 2>
Nésledujici zobrazeni napiste pomoci ndsobeni matici, tj. ve tvaru f(z) = Ax.

a
b

) identické zobrazeni id : R® — R3,
)

¢) kolm4 projekce do roviny generované vektory (0, 1,0), (0,0, 1) v prostoru R3,
)
)

—_

kolm4 projekce do osy generované vektorem (1,0,0) v prostoru R3,

—~~ o~~~

d

e

nasobeni pevné zvolenym skaldrem a € R v prostoru R3,

—~

pieklopeni podle roviny zz v prostoru R?; najdéte obraz vektoru (2, —5,3)
v zobrazeni f,

(f) otoceni o tthel —60° v prostoru R?; najdéte obraz vektoru (3, —4) v zobrazeni f,
(g) otoceni o thel 30° kolem osy x; najdéte obraz vektoru (—2,1,2) v zobrazeni f.

Necht nasobeni vektoru x matici A reprezentuje otocCeni v roviné xy o thel . Jaky
bude vysledek ndsobeni vektoru x matici A*?

. Zjistéte, zda je linedrn{ zobrazeni f : R® — R3, f(z) = (v1 + o2, T2 + T3, 71 + T3)

isomorfismus. Pokud ano, najdéte predpis pro inverzni isomorfismus.
Urcete dimenzi obrazu a jadra zobrazeni, které je definovano jako nasobeni matici

A= (i i) v Maty(R)

(a) zprava,
(b) zleva.

Necht f : Maty(R) — Maty(R) je linedrni zobrazeni definované predpisem

= )xex ()

Zjistéte dim Kerf a dimImf.

Necht a = (vy,v3), kde v; = (=2,1),v2 = (1,3), je bdze R* a f : R*> — R3 je
linearni zobrazeni takové, ze f(v1) = (—1,2,0), f(ve) = (0,—3,5). Najdéte predpis
pro f(z1,xs) a urcete f(2,—3).

Linearni zobrazeni f : R® — R3 zobrazuje vektor u; na vektor v;,7 = 1,2, 3. Najdéte
matici tohoto zobrazeni ve standardnich bazich a urcete jeho predpis, jestlize

Uy = (_27 37 _5)7 Uy = (07 17 3)7 Uz = (27 07 0)7

vy =(—1,1,1),ve=(1,1,-1),v3 = (—2,1,2).

Linedrni zobrazeni f : Maty(R) — R zobrazuje matici A; na ¢islo ¢;,71 = 1,2,3,4.
Urcete Ker f,Imf a najdéte predpis zobrazeni f, jestlize

11 1 -1 11 11
A1_<O O)) A2_<0 0)7 A3_<1 0>7 A4_<O 1)7

ci=1,c0=0,c3=3,¢c,=0
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13.

14.

15.

16.
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Jsou dény vektory u = (1,2,-3),v = (2,1,-2),w = (1,—4,5) z R3. Zjistéte, zda
existuje linedrni zobrazeni f : R® — R2 takové, 7Ze

(a) fu) =(1,2), f(v) = (2,3), f(w) = (1,3),
(b) fu) =(=2,1), f(v) = (L, 1), f(w) = (8,—1).

Urcete jadro a obraz linearniho zobrazeni f : R* — R, f(xy, 79,73, 14) = (21 +
2.’1?2 + 3!11‘3 + 4.’174, 4:12‘1 + 3.’172 + 2:1)3 + Tg,T1 — 2!11‘2 + 3!11‘3 — T4,T1 + 29+ a3+ .’L‘4). Najdéte
néjakou bazi Kerf a Imf.

Urcete piedpis linedrniho zobrazeni f : R® — R?, pro které plati
f(1,0,1) =(1,0,1,0), f(1,1,0) = (0,0,0,0), f(0,1,1) = (0,1,0, 1).

Najdéte dimenzi a bazi obrazu prtniku podprostortt V; a Vo C R* pfi zobrazeni
f: R* —» RS Piitom f(z,y,2z,w) = (v + 2y + 32 + w,2x — 3y — 2z — 12w, —x +
y+ow,—y—z—2w,2x -3y —z—12w),V; =[(2,-1,-1,1),(-2,3,1,-1)], V, =
[(0,2,0,0),(1,1,1,1)]. Déle zjistéte dimenzi vzoru podprostoru W C R® generova-
ného vektorem (1,1,1,1,1).

Necht 8 = (vi,vy), kde vy = (1,3),v5 = (—1,4), je baze R* a A = (-12 g) Je

matice linedrnfho zobrazeni f : R? — R2? v bazi S.
(a) Najdste (£(vr))s, (/(22))s,

(b) najdéte f(v1), f(v2),

(c) urete piedpis pro f(z1,z2),

(d) vypoététe f(1,1).
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9. MATICE LINEARNIHO ZOBRAZENI, MATICE PRECHODU

Necht f : U — V je linearni zobrazeni, o = (uy, ..., u,), 8 = (v1, ..., vx) jsou usporadané
baze vektorovych prostori U, V. Necht

flug) = Z%‘Ui (2)

j =1,...,n. Matice

a1 Q12 --- Qip

Qg1 G2 ~-- Qop
A=

Qg1 Qg2 - Qgp

se nazyva matice lineadrniho zobrazeni f : U — V v bazich «, 5 a znadi se (f)s,. VSimnéte
si, ze j-ty sloupec matice (f)g,o je (f(u;))g, tj. sloupec souradnic vektoru f(u;) v bazi 3.
Defini¢ni vztah (2) mizeme prepsat ekvivalentné takto:

(f(wr), fuz), ..., fun)) = (vi, 02, ..., 06)(f)pa (3)

Jestlize x € U, potom
(f(2))s = (f)p.a(2)a

tj. souradnice vektoru f(z) v bazi f dostavame vyndsobenim matice (f)s, zprava sloup-
cem soufadnic vektoru x v bazi a.

Necht o = (uq, ..., up), 5 = (v, ..., v,) jsou dvé baze vektorového prostoru V nad polem
K. Potom existuje matice A = (a;;) takova, ze

n

wj =Y i (4)

=1

kde 5 =1, ...,n. Matice A se nazyva matice prechodu od baze a k bazi 3, nebo také matice
zameény baze « bazi 3. Protoze A je matice identického zobrazeni id : V — V v bazich
@, B, znadi se (idy)g,qe. Definiéni rovnost (4) mizeme prepsat takto:

(U1 ey n) = (V1 ooy ) (idv ) g0 (5)

Tento vztah hraje dilezitou roli pii vypoctu matice prechodu.
Matice (idv)g,a, (idv)a,s jsou navzajem inverzni, tj. plati

(idv)g,a(idv)ae,s = (idv)as(idv)se = £

Soutadnice libovolného vektoru x € V v bazich «, 8 jsou dany vztahy

(2)s = (idv)s,a(@)a,  (¥)a = (idv)a,s(7)s
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Necht f: Vi — Vs je linearni zobrazeni, a;, 81 jsou dvé baze Vi, as, fs jsou dvé baze
V. Potom mezi maticemi (f)a,.0, & (f)g,,5, je vztah

(f)52,51 = (idV2)ﬂ2,a2(f)Oé2,Oé1 (idvl)al,ﬂl

(f)a2,a1 = (idV2)a2,ﬂ2(f)52,51 (idvl)ﬂl,oq
Pokud V1 = V5, =V, dostavame

(f)ps = (idv)ga(f)aal(idv)sa) ™
(fae = (idv)as(f)ps((idv)as)

Necht f : U — V, g : V — W jsou linearni zobrazeni, «, 3,y jsou postupné baze
prostori U, V, W. Potom slozeni zobrazeni f a g je opét linedrni zobrazeni a plati

(90 fye=1(9)r5(f)s.a

Ptiklad: Urcete matici linedrniho zobrazeni f : R® — R2, f(xy, 29, 73) = (21 + 279 —
3xs, 2x1) v bazich «, 3, jestlize
(a) a = €3, 8 = 9,
(b) a=((1,2,0),(-2,10),(3,1,-1)),8 = ((2,1), (0,2)).
Najdéte obraz vektoru x v linedrnim zobrazeni f, jestlize (z), = (0, —4,1)7.

Reseni: (a) Uré¢ime obrazy vektori baze a ve zobrazeni f:

f(1,0,0) = (1,2), f(0,1,0) = (2,0), £(0,0,1) = (—3,0)

Vzhledem k tomu, ze 8 = e9, plati

Dae=(5 0 o)

Protoze o = e3, piimo z piedpisu f dostavame f(x) = (—11,0).
(b) Postupujeme analogicky jako v (a).

f(l, 2, 0) = (57 2)7 f(_27 1, 0) = (07 _4)7 f(37 L _1) = (87 6)
Nyni vyjadiime vypocitané vektory jako linedrni kombinaci prvka baze S:

(5,2) = a(2,1) + b(0,2) = (2a, a + 2b)
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ReSenim systému

20 =
a+2b =

dostavame a = g, b= —i. Analogicky

0,—4) = 0(2,1) —2(0,2)
(8,6) = 4(2,1)+1(0,2)

Zapsanim koeficient linedrnich kombinaci do matice dostavame

(2 0 4
Moo= (2 5 1)

(f(l“))ﬂ:<_gi _02 i) _(1)4 :<g>

coz znamend, ze f(x) =4(2,1) + 9(0,2) = (8, 22).

Potom

Priklad: V R? jsou dany baze a = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)), 8= ((-1,1,0),(1,1,0),
(0,0,1)). Urcete matici (idgrs)g a, tj. matici pfechodu od baze o k bézi 3, a matici (idrs)a, s,
tj. matici prechodu od baze § k bazi . Pomoci téchto matic vypocététe (z)g, (y)a, jestlize
(x)a = (_17 3, 0)T7 (y)ﬂ = (27 4, 7)T

Reseni: Nejprve urc¢ime (idrs)sq. Vyjadifme vektory béze « jako linedrni kombinaci
vektort baze .

(1,0,0) =a(—1,1,0) +b(1,1,0) + ¢(0,0,1) = (—a + b,a + b, ¢)

Porovnamim dostavame
—a+b=0,a+b=0,c=0

Resenim systému je a = —%, b= %, ¢ = 0. Analogicky se vypocte, ze

(1,1,0) = 0(=1,1,0)+0(1,1,0) + 0(0,0,1)
(1,1,1) = 0(=1,1,0) +1(1,1,0) + 1(0,0,1)

Zapsanim koeficientii linedrnich kombinaci do matice dostavame

K vypoctu mizeme rovnéz pouzit vztah (5) a vyFesit soustavu

A - B(ldRS )ﬂ,a
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kde sloupce matic A a B jsou tvoreny vektory bazi o a 5. Po upravé dostavame
(idgs)pa = B'A

Matici (idgs)a,ps urc¢ime jako inverzni matici k (idgrs)s,a-

-5 00100 -5 00100 100 ] —-20 0
1 11]1010]~{0 11]110)~f010] 1 1 -1
0 01 ] 001 0 01 ] 001 001] 0 0 1
a proto
-2 0 0
(idrs)as=| 1 1 -1
0 0 1
Dale
—1500 ~1 é
(2)s = 111 3 =12
0 0 1 0 0
-2 0 0 2 —4
(Y)a = 1 1 1] 4] =1|-1
0 1 7 7

) O)T7 (y)a = (_47 —1, 7)T'

[\ejle

tedy ()s = (3,

Piiklad: Necht baze «, 8 prostoru R2 jsou stejné jako v piedchozim piikladé.
(a) Necht f: R3 — R3 je endomorfismus, jehoZ matice v bazi a je

1 01
(flaw=11 10
011

Urcete jeho matici v bazi . UrcCete obrazy vektori z,y,z v endomorfismu f, jestize
r=1(1,2,3),(v)a = (1,2,3),(2)s = (1,2, 3).
(b) Urcete matici endomorfismu f ve standardni bazi prostoru R® a najdéte jeho predpis.

Reseni: (a) Protoze (f)s5 = (idrs)s.a(f)aa(idrs)as,

1
2

(Fps =

oo
— = O

1
1
0

— = O

1
0 1
1 0

O NI

Abychom mohli ur¢it f(z), potfebujeme najit soufadnice vektoru x v bazi a (nebo ).
Necht
(1,2,3) = a(1,0,0) + b(1,1,0) + ¢(1,1,1) = (a+ b+ ¢, b+ ¢, c)
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Porovnanim dostavame a = —1,b = —1, ¢ = 3. Potom
1 01 -1 2
(f(x))a=1(1 1 0 -1 =1-2
0 11 3 2
tedy

flz) =2(1,0,0) — 2(1,1,0) +2(1,1,1) = (2,0,2)

3

5

1 0 % 1 —35

1 3 3
) +(1

f(): 2( 17170) 9

(b) Uréime matice pfechodu (idrs)e,.a, (Idrs)a.c,. PFimo dostavame

Analogicky

(1, 1,0) +3(0,0,1) = (2,1,3)

1 11
(idrs)esa= |0 1 1
0 01

Matici (idgs)aes = ((idRs)es.0) " uréime pomoci ERO:

11100 11010 -1 1
11 010)]~10101]01-1]~10
11001 0011] 00 1 0

o O =

1
1
0

o = O
_= O O

tj.
1
(idR3)a,63 — 0
0

Nyni VypOéteme (f)83,83 = (idR3)53,a (f)a,a(idR3)a,83'

—_

(f)€3,€3 =

o O =

1
1
0

'—l
o=

Protoze

—_
[a—y
|
—_
8
[\v}
I
5
_I_
8
[\v}
|
8
w
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plati
f(z) = (221,21 + 22 — T3, X2)

Piiklad: Necht o = ((1,0,-1,2,3),(-2,1,4,-3,1)), 8= ((0,1,2,1,7),(-1,2,5,0,11))
jsou dvé baze podprostoru P vektorového prostoru R5. Uréete matici pfechodu
(a) od baze a k bazi 3,
(b) od baze ( k bazi «.

Reseni: Oznaéme o = (uy, us), f = (v1, v2).
(a) Vyjadiime vektory ui, us jako linedrni kombinaci vektort vy, vs:

(1,0,—1,2,3) = a(0,1,2,1,7) + b(—1,2,5,0,11) = (—b, a + 2b, 2a + 5b, a, 7a + 11b)

(=2,1,4,-3,1) = ¢(0,1,2,1,7) + d(—1,2,5,0,11) = (—d, ¢ + 2d, 2c + 5d, ¢, Tc + 11d)

Porovnanim dostavame a = 2,0 = —1,c¢= —3,d = 2, t].

(idp)ga = <_21 _23>

(b) Matici (idp)a,s urcime jako inverzni matici k (idp)s,q:
2 -3\7 (23
(idp)ays = (—1 2 ) - (1 2)

Priklad: V R? je dana baze a = ((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)). Zkonstruujte bazi 3 tak,
aby matice

11
M=110
1 2

— O N

byla matici prechodu
(a) od baze § k bézi «,
(b) od baze «a k bazi f.

Reseni: Oznaé¢me A a B matice, jejichZ sloupce tvoii vektory bazi o a 3.
(a) Necht M je matici prechodu od baze § k bazi a. Pak podle (5) plati B = AM, tedy

110 1
B=1]1 01 1
011 1

N O =

2
0] =
1

N DN DN
N W

2
3
1

Takze 8 = ((2,2,2), (1,3,2),(2,3,1)).
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(b) Necht nyni je M matici pfechodu od béaze a k bazi . Pak podle (5) plati BM = A,
tj. B = AM~". M~ uréime pomoci ERO a

L (110 0O 1 0 -1 2 2
B:§ 101 -1 -1 2 ]l==12 2 -1
01 1 2 -1 -1 1 -2 1

Tedy 8 = (5(-1,2,1),5(2,2,-2),5(2,-1,1)).

Cviceni:

1. Matice linearniho zobrazeni f : R® — R3® v bazi o = ((1,0,1), (0,1, 1),(1,1,0)) je

Najdéte predpis zobrazeni f. Zjistéte, zda je f isomorfismus.

2. Necht f : Ry[z] — Rj[z] je linedrni zobrazeni definované pfedpisem f(a + bz) =
a+b(z+1)ay=(6+3z,10+22),6 = (2,34 2z) jsou baze prostoru Ry[z]. Najdéte
matici zobrazeni f
(a) v bazi v,

(b) v bézi 0.

3. Urcete matici endomorfismu A : Rg[z] — Rs[z], A(f) = 3f" +4f" + f, v bazi
(a) a = (1,z,2°% %),
(b) B=01+z,1—xz,2*+ 23 2% - 2%).
Zjistéte, zda je A isomorfismus.

4. Vektor z € R® méa v bazi o = (uy, us, uz) souradnice (z), = (1, —3,2)T. Urcete jeho
souradnice v bazi = (v, ve, v3), jestlize vime, ze
(a) up = 3v1 + 2uy + v3, uy = vy — 2v3, U3 = v — Vs,
(b) V; = Uy + Ug + U3, Vg = Ug + U3, U3 = U3.

5. Linearni zobrazeni A : Rg[x] — Rgs|z] je ve standardni bazi ¢ prostoru Rs[z| déno

madtici
1 1 1 1

-1 -1 -1 -1
1 -1 1 -1
-1 1 -1 1

(A)s,e -

Najdéte vSechny polynomy f € Rg[z] s vlastnosti A(f) =1 — z.

6. Urcete matici linearniho zobrazeni f : Maty(R) — Maty(R), f(X) = AX v bazi f,

wase = ((00)- (0 0) G a)-(1)) 4= 00)
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11.

12.

13.

14.

ol

. Najdéte matici linearniho zobrazeni ¢ : R® — R* daného pomoci néjaké matice A

typu 4x 3 piedpisem ¢((x,y, 2)") = A(z,y, 2)" vzhledem k bazi v = ((0,0,1), (0,1,0),
(4,5,3)) v R3ad= ((2,0,2,5),(1,0,0,0),(2,—4,—6,7),(0,1,0,0)) v R*.

. Uvazujme zobrazeni f : Ra[z] — Ralz], f(az*+bz+c) = (a—b)z*+(a—c)z+ (b—c).

(a) Dokazte, Ze f je linedrni zobrazeni.
(b) Najdéte v8echny polynomy, které lezi v jeho jadte.
(c) Napiste matici zobrazeni f ve standardni bazi ¢ = (1, z, 2?).

. Najdéte predpis linedrniho zobrazeni f : R?* — R3, které mé v bazich a = ((1, —1),

(1,1)),8 =((1,1,1),(1,1,0), (1,0,0)) vektorovych prostori R? a R® matici

Ve vektorovém prostoru Rs[z] jsou dany baze a = (1,x,2% 2%), 8 = (1+z,1 -z, 2%+

23, 1% — 2%). Najdéte matici pfechodu

(a) od baze « k bazi 3,
(b) od baze 8 k bézi «.

Necht a a 3 jsou baze v R3. Najdéte matici pfechodu od baze o k bazi 5. Pomoci
této matice urcete soufadnice vektoru w = (—5,8, —5) v bazi [, jestlize

(a) @ = ((_37 0, _3)7 (_37 2, _1)7 (17 6, _1))7 B = ((_67 —6, 0)7 (_27 —6, 4)7 (_27 -3, 7))7
(b) =1((2,1,1),(2,-1,1),(1,2,1)),6=((3,1,-5),(1,1,-3), (—1,0,2)).

Necht f : R®> — R? je linedrni zobrazeni v bazich a = ((1,3),(-2,4)) a 8 =
((1,1,1),(2,2,0),(3,0,0)) definované predpisem

()~ (7
T2 0

Najdéte matici prechodu od baze « k bazi f3.

Najdéte linedrni zobrazeni f : R® — R2, které ma v bazich «, 8 matici

1 0 2
G
jestlize

(a) a, 3 jsou standardni béze prostori R® a R?,
(b) a = ((1,1,0), (1,—2,0), (0,0, 1), 8 = ((2,—1), (0, 1).

Matice linedrniho zobrazeni f : R® — R? v bazich o = ((1,0, 1), (1,0,0),(1,1,1)), 8 =

((_172)7(171)) je L 9 3
(f)ﬂ,a: (4 5 6)

Urcete obrazy vektori z = (1,-2,3),y = (—1,0,4) v endomorfismu f.
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15. Ve standardnich bazich na R® a R® je dano zobrazeni f matici A a zobrazeni g matici

B.
1 2 —1
1 0 1 -2 1 01 2
A=13 2 0], B=]1 3071
-1 1 0 1 0001
-2 0 1

Odkud kam tato zobrazeni jdou? Najdéte matice jejich kompozic. Zjistéte, zda jde
o isomorfismy.
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10. AFINNI GEOMETRIE

Afinni podprostor prostoru K* je mnozina M = P + [uy, ..., ug], kde P € K™ u; € K™,
Kazdy prvek x € M mizeme jednoznacne napsat ve tvaru

k
=1

kde t;,...t;y € K jsou parametry. Toto vyjaddieni se nazyva parametrické vyjadieni nebo
parametrickd rovnice podprostoru M.

Afinni podprostor lze popsat soustavou linearnich rovnic
Ax =b

kde A € Mat,,,(K),b € K™. MnozZina feSeni této soustavy {z; Az = b} je bud () nebo
afinni podprostor. Toto vyjareni se nazyva obecna rovnice afinniho podprostoru.

Zamérenim afinniho podprostoru M C K nazyvame vektorovy podprostor

Dir M = [uy, ..., ug]

Dimenzi afinniho podprostoru M C K", ozn. dim M, nazyvame dimenzi jeho zamérenti,
tedy
dim M = dim Dir M

Necht S, T jsou dva podprostory afinniho prostoru V. Rekneme, Ze podprostory S a T
jsou rovnobézné, jestlize budto Dir S C Dir T nebo Dir T" C Dir S (rovnobézné podpro-
story tedy mohou i splyvat). Déle fekneme, ze tyto proprostory jsou riznobézné, maji-li
alespon jeden spolecny bod a pritom nejsou rovnobézné. Konec¢né fekneme, 7ze tyto pod-
prostory jsou mimobézné, jestlize nejsou rovnobézné a nemaji zadny spolecny bod.

Priklad: Urcete parametrické rovnice podprostoru M zadaného rovnicemi

M T1+To—T3+2x4 = 9
X1 — X9+ T3 —Tyg = -3

Reseni: Soustavu prepiseme do matice, kterou nejprve pomoci ERO upravime na scho-

dovity tvar:
1 -1 -1 1 | 9 10 0 0| 3
1 -1 1 -1 | -3 01 -1 116



54

Z upravené matice ziskdme parametricky popis nasledujicim zpisobem: Vedouci cleny
radki se nachéazeji v prvnim a druhém sloupci, proto si neznamé x3 a x4 zvolime za pa-
rametry a neznamé x; a wxs pomoci nich vyjadiime. Zvolime-li x4, = t,x3 = s, potom
T9 =6 — s+ t,x; = 3. Parametrickd rovnice pak ma tvar

M: x, = 3
T9o = 6—s+1t
Ty = S
Ty = t

Piiklad: Najdéte obecné rovnice afinniho podprostoru M vektorového prostoru R#,
kde M : (.’171,111'2,[11'3,.’174) (1 0 2 2)+t1(1 1,0,0)+t2(1,2,0,—1)

seni: Parametrické rovnice x = P + at prepiSeme do tvaru Fxr = at + P, kde
(1,0,2,2) jebodaca = ((1,-1,0,0), (1,2,0,—1)) vektory, které tvori afinni podprostor
M ax = (xl,ajg,x3,x4)T je vektor neznamych a ¢t = (t1,ty) vektor parametrii. Soustavu
rovnic Ex = at + P ptepiseme do matice tvaru (E|a|P):

Re

1000 | 1 1 |1
0100/ | -1 2 |0
0010 0 0 |2
0001/ 0 —1 ]2

Matici budeme upravovat pomoci ERO tak, aby prostfedni blok ve vysledné matici byl
ve schodovitém tvaru.

_ O =

Obecné rovnice podprostoru M urcuji koeficienty levého a pravého bloku, a to v radcich,
ve kterych jsou v prostiednim bloku samé nuly. Tedy

ry — 2
ZL‘1+.’172+3.’L‘4 =

Dosazenim se presvédc¢ime, ze bod P této soustavé skutecné vyhovuje.

Piiklad: V prostoru R* zjistéte vzajemnou polohu podprostort

(a) 7 : 3wy + x9 + 223 =5, by — X9 + 224 = 3,
p:.’171+5.’172—4£12‘3:—3, 2.’172—ZL'3+.’174:—2,

(b) prxy+2wy—x3 =1, 21 + 23+ 224 = 3,
p:(3,-1,0,0) +£(—3,2,1,1),
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(c) (3,—-1,0,0) + s(—1,
3 r

p:
p:(3,1,0,0) 4+ r(—1,2,1,1).

Reseni: (a) Hledame spole¢ny bod podprostorii 7 a p, tj. bod R = (11, 2o, 23, 74), jehoz
soutadnice splhuji rovnice podprostoru 7 i p. ReSime tedy systém rovnic

3.’171+!L‘2+2!L‘3 = 5

501 — To+2x4 = 3
T+ 5!11‘2 - 4!11‘3 = -3
209 —x3+ x4 = —2

Pomoci ERO upravime jeho rozsifenou matici na schodovity tvar

31 2 0] 5 15 -4 0 | -3
5 -1 0 2 | 3 o 01 -1 0 | -1
1 5 -4 0| -3 00 3 —-11] 4
0o 2 -1 1] =2 o0 0 1 | -1
ze kterého dostavame 1 = 1,2, = 0,23 = 1,24 = —1, coz je jediné feseni daného systému.

Podprostory , p jsou tedy riznobézné a jejich priisecikem je bod R = (1,0,1,—1).

(b) Bod @ lezi na piimce p, pokud @ = (3 — 3t, —1 + 2t,t,t),t € R. Aby bod Q lezel
i v roviné p, musi jeho soutadnice splhovat rovnici roviny p, tedy musi platit
3-3t+2(-1+2t)+—-t =1
3—=3t+t+2t = 3
Ekvivalentni Gpravou dostaneme rovnici
0-t=0

kterd je splnéna pro kazdé ¢ € R. To znamend, ze kazdy bod primky p je zaroven bodem
roviny p, tedy primka p lezi v roviné p.

(c) Bod @ lezi v roviné p, pokud @ = (3 — s+ 2t,—1 + s+ t,s,t), a lezi na pfimce p,
pokud @ = (3 —r, 1+ 2r,7,7). ReSime tedy nehomogenni soustavu rovnic
—s+2t+r = 3-3
s+t+2r = 141
s—r = 0

t—r = 0

Jeji rozsitenou matici upravime pomoci ERO na schodovity tvar:

-12 1 ] 0 12 1 | 0
1 1 -2 | 2 03 -1 | 2
1 0 -1 |0]7"7"foo 1 | -2
0 1 -1 ] 0 00 0 | 1
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Soustava nemd feSeni, tzn. ze p N p = (). VyfeSime-li tuto soustavu jako homogenni, zjis-
time, ze vektory urcujici zaméreni roviny p a primky p jsou linedrné nezavislé, tedy rovina
a primka jsou mimobézné.

Priklad: V prostoru R® najdéte pficku mimobézek p : (1,2,—1) + s(1,-1,1), q :
(0,9, —2) + ¢(1,0,0) rovnobéznou s vektorem (1,2,0).

Reseni: Protoze vektory (1,—1,1),(1,0,0), (1,2, 0) jsou linedrné nezavislé, takova piimka

existuje. Staci nalézt prisecik pfimky ¢ s rovinou p : (1,2,-1) + s(1,—-1,1) + (1, 2,0).
Abychom tento prisecik nalezli, musine fesit rovnici

(0,9, —2) +¢(1,0,0) = (1,2, —1) + s(1, —1,1) + (1,2, 0)

pricemz nam stac¢i znat hodnotu parametru ¢. Rozepsanim do slozek dostaneme nehomo-
genni soustavu tii rovnic o tfech neznamych

t—s—r = 1
s—2r = -7
—s = 1

Odtud spocitame t = 3 (s = —1,r = 3) a bod (3,9, —2) je prisec¢ikem pfimky ¢ s rovinou
p. Hledana pricka je pak (3,9, —2) 4+ r(1,2,0).

Ptiklad: V prostoru R® najdéte piicku mimobézek p : P + su = (3,3,3) + s(2,2,1)
aq:Q-+tv=(0,5—1)+1t(1,1,1), kterd prochazi bodem A = (4,5, 3).

Reseni: Snadno zjistime, 7e jak vektory (1,2,0),(2,2,1),(1,1,1) (kde (1,2,0) = A—P),
tak vektory (4,0,4),(2,2,1),(1,1,1) (kde (4,0,4) = A — @) jsou linedrné nezavislé, takze
piicka existuje. Potfebujeme najit prisecik piimky ¢ s rovinou p : (4,5,3) + r(1,2,0) +
$(2,2,1). Pro hledany prusecik tak dostavame soustavu

t—r—2s = 4
t—2r—2s = 0
t—s = 4

odkud ¢ = 0. Prise¢ik piimky ¢ s rovinou p je R = (0,5,—1) a hledand pficka je
(0,5,—1) + a(4,0,4) = (0,5, —1) + a(1,0,1).

Piiklad: V prostoru R* uvazujme roviny p: x; +a29 =3, a3 +24, =4 ao:x +x3 =
1, xo — x4 = 3 a bod M = (2,-2,3,—-3). Najdéte piimku ¢, kterd prochazi bodem M,
protina rovinu o a je rovnobéznd s rovinou p.

Reseni: Necht 7 je rovina prochéazejici bodem M a je rovnobézné s rovinou p. Pak sou-
radnice bodu M spliiuji jeji rovnici, kterou ziskdme dosazenim soutradnic bodu M do rovnice
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roviny p a dopocitanim piislusnych koeficienti.

T1+Tr=¢C
ZL‘3—|—.’L‘4:d

dosazenim souradnic bodu M dostavame

2-2=0
—-3=0
tedyc=d=0a
T: X1 +Tex = 0
T3+ x4 = 0

Bod P tvorici druhy bod piimky ¢ je prisecikem rovin o a 7. ReSime systém rovnic

.’171+ZL'3:1
To — X4 =3
.’171+ZL'2:0

ZL‘3+.T4:0

jehoz matici prevedeme pomoci ERO na schodovity tvar

101 0 |1 10 1 0 | 1
010 —11]3 01 0 -1 3
1100 o] oo -1 1 | —4
001 1 |0 00 0 2 | —4

ze kterého dostavame x; = —1,29 = 1,23 = 2,24 = —2. Tedy P = (-1, 1,2, —2) a pfimka
¢ ma rovnici
g: M+tP—M)=(2,-2,3,-3)+t(—3,3,—1,1)

Piiklad: Najdéte prinik afinnich podprostori @ : (3,0, —3,3)+a(1,0,—1,0)+5(0,2,0,1),
Qo : (4,-2,—4,2) +5(0,0,1, —1) + (1, 2,0,0).

Reseni: Necht X € Q, N Q,. Pak plati
X = A+ auy + bus = B + svy + toy

tedy
au; +buy — sv; —tv, =B — A
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Soustavu prepiSeme do matice a upravime na schodovity tvar

1 0 0 -1 ] 1 100 -1 | 1
0 2 0 -2 | -2 010 -1 | -1
10 -1 0 | =1]7foo1 1] o0
0o 1 1 0 | -1 000 O | O
odkud a = p,b =p,s = p,t = —p. Tedy
4 1
-2 2
X =B —pvi +pvs =B +plva—v1) = q | TP
2 1
Podobné pomoci vektort uq, uy dostaneme
3 1
0 2
X = A+pur +puy = A+ p(uy +uz) = _3 TP _y
3 1

Cviceni:
1. Napiste paramerické rovnice roviny, jestlize jsou zadany jeji

(a) tii body A = (~1,1,0), B =(2,1,6), C = (3,0,4),

(b) dva body = (1,2,-3), B =(0,2,1) a smérovy vektor u = (2,1, —1),

(c) bod A= (3,1,—2) a dva linedrné nezavislé smérové vektory v = (—1,2,1),v =
(3,-4,2).

2. Najdéte obecnou rovnici roviny urcené

(a) tfemi body A = (1,—1,1), B = (2,1,-3), C = (1,4,2),
(b) dvéma body A = (4,1,2), B = (2,-2,3) a smérovym vektorem u = (3, —2,1),
(c) bodem A = (3,3,3) a smérovymi vektory v = (1,—-1,1),v = (—1,1,1).
3. Zjistéte, které z bodit A = (1,2, 1), B =(1,2,2), C = (3,1,2), D = (—4,2,0) lez
Vv roviné
(a) (z,y,2) = (6,2,—-2) +t(5,0,—1) + s(1,1,0),
(by =142t t=3—-2t+s, 2=4—2t+ 2s,
(¢) x4+ 17y + 5z — 30 = 0.

20 —y+2—-9=0
r+y—2=0
vypadaji rovnice vSech rovin prochazejicich danou pfimkou p (tzv. svazek rovin)?

4. Najdéte parametrické vyjadieni piimky v R3 zadané p : . Jak
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5. Najdéte parametrické vyjadieni podprostoru v R* zadaného obecnymi rovnicemi.
(a) T1 + To —2.’1?4 :6, ZL‘1+2ZL‘2+.’173—.’I?4 == 11, T1+ To — Ty :8,
(b) @1 + 229 —x3 =4, 9+ x5+ x4 =5, 201 + 4wy — 23 = 11.
6. Urcete vzajemnou polohu piimek v prostoru R2, resp. R3; v pfipadé, Ze jsou rtizno-
bézné, najdéte jejich prisecik.
(a) p:3x+4y—20=0, g¢q:x=4-—8ty=2+6t,
(b) p: (a:,y) = (27 _9) + t(la _1)7 q: (‘Tay) = (17 _1) + t(57 2)7
(c) pra=3—-6t,y=—-1+4t,z2=t, q:x2=-2+4+3t,y=4,2=3—t,

r+2—1=0 r—2y+3=0
(d)p:{ , q:{ ,

3r+y—2+13=0 y+2:—-8=0

7. Uréete vzajemnou polohu rovin v R2; v piipadé, Ze jsou rfiznobé&zné, napiste para-
merické rovnice jejich priseciku.
(@) prx+y+22—-3=0, o:z—y+2z—-1=0,
(b) p- (x,y,z) = (_1737_2) +t(07171) +8(17_17_2)7 oz —y+z+6 =0.
8. V prostoru R3, resp R*, zjistéte vzajemnou polohu pifmky a roviny; v piidadé riiz-
nobéznosti urcete jejich prisecik.
(a) pro=24+4t,y=—-1+t,z2=2—-t, o:4do+y—2+13=0,

2r—y+32+4=0
(b)p:{

, o0:4r—>5y—2+4+8=0,
rT—2y—224+2=0 Y

2$1+ZL‘2:0, T2 + T3 :0, T3+ T4 :0,
:(0,3,0,1) + s(1,0,—1,0) + ¢(1,2,—2,0),

p
P

(d) p:l‘1+$2:0, $2+ZL‘3:0, $3+ZL‘4:3,
p:(1,-1,1,2) + s(—1,1,0,0) + £(0,0, —2,2),
p

. (4, —2,3, —1) —|—t(1, —1, 1, —1), pix1+ a3+ x4 = 4, T+ Lo+ 23 = 3.
9. V prostoru R* zjistéte vzadjemnou polohu

(a) roviny (1,0,2,2) 4+ r(1,-1,0,0) + s(1,2,0,—1)
a primky (0,0, —6,5) + ¢(1,2,—3,0),

(b) nadroviny (2,1,1,1) +r(1,1,1,1) +s(1,1,1,-1) + (1,1, -1, —1)
a primky (3,2,0, —2) +u(1,1,—1,1),

(c) rovin (2,3,1,3) + s(~1,1,0,2) + (0,2, -3,2),
(—1,0,2,1) +u(2,4, -9,2) + v(1,1,1,1)

A ]
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10. V prostoru R*

(a) urCete parametry a,b tak, aby pfimka (1,2,1,2) 4+ r(1,q,0,2) lezela v roviné
(1,1,2,b) + s(1,2,1,2) + ¢(1,1,2,2),

(b) v zavislosti na parametru a urcete vzajemnou polohu rovin (3, -1, —1,6) +
s(=2,1,-2,1) + t(4,—1,—-1,0), (4,1,3,a) + u(0,—2,0,1) + v(2,2, 1, —1).

11. V prostoru R® urcete vziajemnou polohu podprostori:

(a) (1,1,1,1, )+r(2, 83 ~9),
(1,1,2, — ) s(1,— ,2,3)+t(0,2,—1,3,5),
(b) (= 2,10, —1) + 7“(, —8,3,-5,1),
(1,1,2,— ) s(1,—-1,0,2,3) + (0,2, —1,3,5).

12. V prostoru R2 najdéte piicku mimobézek

(a) (z,y,2) = (1,-1,2) +t(1,-1,3), (z,y,2) = (3,—1,1) +¢(2,1,4), kterd pro-
chazi bodem M = (3, -2, 13)

(b) &2 = 1 = 21 (3.9 2) = (2,0,1) + £(1,—1,1) rovnobé&nou s piimkou

1 3 27
r—y+24+11=0,2—-3y—2z—6=0.

_y+3 _ —a—1 2458 ;. w2 o v . g .

(c) v —2=107 === 1 —3=y= 2" kterd je rovnobézna s priisecnici rovin

20 —2—-15=0, z—y+324=0.
(d) (1,3,4)+%(1,0,2) a2x—2+2 =0, y—3 = 0, kterd prochazi bodem (13,17, 29).
13. V prostoru R2® napiste parametrické rovnice piimky, kterd prochdzi bodem A =
(3, —2,—4) rovnobézné s rovinou p : 3x — 2y — 3z — 7 = 0 a protind pifimku p :
20 +3y+8=0, y+2+3=0.

14. V prostoru R? urcete pifmku ¢, kterd prochézi bodem M = (3,2,1), protina pfimku
p:xy—x9 =1, ;1 + 23 =6 a je rovhobézna s rovinou p : 2x; + T9 + 3 = 5.

15. V prostoru R?* urcete pfimku ¢, ktera
(a) prochazi bodem M = (8,9,—11,—15) a protind piimky p : (1,0,-2,1) +
s(1,2,—-1,-5), r: (0,1,1,-1) + ¢(2,3, =2, —4),
(b) prochézi bodem M = (1,2, —1, —2), protind rovinu o : xy +x9 = 1, x3 — 24 = 3
a je rovnobéznd s rovinou p: x; + x3 = —5H, Ty + x4 = 3,
(c) prochdzi bodem M = (1,0,3,1), protind pfimku p : (7,0,0,0) + ¢(0,1,0,1)
a je rovnobéznd s nadrovinou p : 1 + xs + x3 + x4 = 0.
16. V prostoru R® urete piimku ¢, kterd prochdzi bodem M = (5,3,4,6,2) a pro-
tind roviny p : (3,1,0,4,0) + a(0,1,0,0,0) + 5(0,0,1,0,1) a7 : (
¢(1,0,0,0,0) + d(0,0,0,1,0).

17. Najdéte pficku mimobézek p: (1,5,2,—1) +#(1,2,1,0), ¢ : (0,—1,1,1) +¢(3,1,0,1)
prochézejici bodem M = (0,1, —5, —3).
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Najdéte parametrickou a implicitni rovnici nadroviny o v R* uréenou body B; =
(—-1,0,-1,0),B, = (0,2,0,1), B3 = (0,—-2,2,0), By = (1,0,0, —1). Urcete jeji zamé-
reni.

V R? najdéte obecné rovnice afinniho podprostoru
(a) M : (21,9, x3,24) = (1,0,0,0) + s(1,—1,1,0) + (3, —2,0, 1),
(b) M : (xq1, 29, x3,24) = (0,3,1,3) + s(1,1,-2,—2) + ¢(1,5,—4,0).
Najdéte prunik afinnich podprostorta

(a) P :(2,3,1,3) +a(—1,1,0,2) 4+ b(0,2, —3,2),
Py:(=1,0,2,1) +5(2,4,-9,2) + t(1,1,1,1),

(b) Py :(=9,2,1,—5) +a(5,—1,0,2) + b(3,1,2,0),
Py (1,2,3,4) 4 r(1,0,0,0) + 5(0,1,0,0) + £(0,0, 1, 0).

V R2 je dan trojuhelnik ABC'. Ozna¢me po fadé A', B', C' st¥edy jeho stran BC, AC,
AB. Dokaizte, ze plati

(A"~ A) + (B' — B) + (C" — C) = 0.
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RESENI KE CVICENIM:
1. OPAKOVANI, POCITANI S KOMPLEXNIMI CISLY

1. (a) —486 — 702i; (b) —28 + 241; (¢) —1= + 4. 2. (a) —59 + 174; (b) 8 + 54; (¢) 5 + 3i;

(@)~ + i () —12 4 5is (6) ~1— 7. 8. (a) £ = 0,y = 05 (b) @ = .y = . 4. (a)
1+1; (b) & 5’3‘[+3+$3ﬁi; (c) %+21221302 5. (a) 2(cos 2 +isin 27); (b) 2(cos 3m +isin 37);
(c) 2v3(cos & + isin2m). 6. (a) g = 2,31 = =1+ V3,23 = —1 —iv/3; (b) 2o =
4 . 4 . 4 . 4 . .

B 4i),z = B(=1+1),25 = ‘/_(l—i-z) = (1 ), (c) 1( +iV/3), o =

—1,332:5(1—1'\/3);( )330—1 T = COS g 27 +isin 2 7ra;2—cos 7r+zsm 7ra;3—cos S+

isin 8, x4 = cos £ + isin 2m; (e) xo \/7(1—1-2\/_ ), T = —2\/;,332 \F

2. POLE A VEKTOROVE PROSTORY

2.1 ZBYTKOVE TRIDY.

l.p=3:x2=2,p=>5:x=3,p=T:x=42.p=11:2=3,p=13 : z = 11.
3.p=5:2=3,p=7 le,pzll:33:2.4.(a)neméfeéeni;b)x:1,3,5,7.
5. (a) © = 3; b) o = 6. 6. (a) napt. 2z = 0,2z = 2,2z = 4,3z = 0,3z = 3; (b)
br =c,c=0,1,2,3,4,5; (c) napt. 2z = 1,2z = 3,3z 43:1:—5 dr=3.7.(a) z =1,2,4;
(b) z =3,5,6. 8. (a) v =4,6; (b) 2 =2,7. 9. (a) x = 2,4; (b) nema feSeni; (c) z = 4,5.

2.2 VEKTOROVE PROSTORY

1. (a) ne, neni splnén axiom (8); (b) ne, neni splnén axiom (5) a (6); (c) ne, neni splnén
axiom (4); (d) ne, neni splnén axiom (7) a (8); (e) ano; (f) ano; (g) ano; (h) ne, neni splnén
axiom (3) a (4); (i) ano. 2. ne, 0, = 0y + 03 = 0. 3. ne, (—u)l = (—u); + [u+ (—u)s] =
[(=w)s +u] + (—u)2 = (—u)2.

3. MATICE A OPERACE S MATICEMI

1 0 =2 4
L. (a) deva B, F, G, prava O, D, H: (8) () | 2 0 0 )% [1(0) (29 (0) (;2 _32)
7 0 —14 28
-2 -6 0 -4 =2
d 1 2 1 1 |; (e) neni definovéno; (f) | 5 59 |; (g) (113). 2. (a) neni defino-
2 -9 —-14 -7 -13

0 3 45 9
0);(6) [11 —11 17];
0

-5 0 1 0 0
vano; (b) <7 2 4) ()| 4 =1 1 ];(d)viz (c); (e) 8 8 Lo

3 5 7 1 -1



63

15 3 12
(g) viz (f); (h) 5; (i) —25; (j) 168; (k) neni definovéana; (1) 61; (m) [ 14 0 7
12 12 13
o -3 —15 —11
3.(a) | 37 —13 8 |; (b) Aj1 By nelze vynasobit; (c) (21 15 a4 ) 6. (a)
29 23 41
2 3 4 5 1 1 1 1 -1 -1 1 1
3 4 5 6 1 2 4 8 -1 -1 -1 1
s56 7M1 9 P @| 1 o g g Tpon=4@ A=
5 6 7 8 1 4 16 64 1 1 -1 -1
1 0 0 0
0O a 00 . 1 . , R , ;s
0010l 7 B vynéasobi a-krat druhy sloupec, v C' vynasobi a-krat druhy adek; (b)
0 0 01
0010
01 0O . , , « s v , , o s
A= 100 0 v B prehodi prvni a tieti sloupec, v C' piehodi prvni a treti radek;
00 01
1 0 a O
01 00 ey , . , o vy
(c) A= 00 1o0lV B pric¢te k prvnimu sloupci a-nasobek tretiho sloupce, v C' pricte
0 0 01
f , oo ws 3 0 3 =2
k prvnimu fadku a-nasobek tretiho radku. 8. A = (0 3>. 9. A = (_1 1 > 10. (a)
1 1 0
jedna: A= 11 —1 0]; (b) zddna. 11. (a) £ (1 1); (b) 4: (i\/g 0 ); (c) ne, napf.
0 0 0 11 0 +3

<_01 (1)> 12. (a) ano, napf. ((1) 8) (b) ano, napf. <8 (1)> 15. A" = (a;;"), a;;* = pocet

cest z ¢ do j délky k.

4. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

. (M o _ _ e _ _5 _ _ 4.
1. v R:nemdteseni; vZs : 11 = 0,00 =2,23 =1. 2.VR : 1y = 0,29 = 2,13 = 3,14 = —3;
viZs v, = 0,19 = 223 = 0,24 = 2;,vVvZy:x = 0,00 =223 =424 =1.3.
T = 3t—2_3,.'172 =t,x3 = %,m = —%,x5 = 0,t € R; homogenni soustava: z; = 3s — 39, x5 =

2s, x5 = 2t,xy = —4t,x5 = 2t,s5,t € R. 4. (a) v = 3+ 25,y =1 —4d,2 = 1+ (b)
r=1=2i,y=1;(¢) x =3 —i,y =2i. 5. x; = =3r —4ds — 2t,x9 = r,x3 = —25,x4 =

5,T5 = t,Tg = %,r,s,t,e R.6. 2, = —-s—txy = 5,03 =—t,xy =0,z5 =1t,s5,t € R.
7. nemé reSeni. 8. 1 = a — %c,:r;g = a— %b,.’lf:; = —a + %b + %c. 9. 11 = —1,10 =
0,z3 = 1,24 = 2. 10. nema feSeni; homogenni soustava: x; = 3t,xy = 23t,x3 = 45.

11.(&)(i)asé—l:x:ﬁ,y:ﬁ—i—ﬁ,z:ﬁ—i;(ii)a:—l,b:l:x:
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t—ly=tz=-LteR;(iii)a=-1,b#1 (b) (i) a#0:a="0C-aterdil, _
—Mz:”*—?; (11)a:O,b:—2::13:—2+2p,y:—3—2p,z:p,p€R; (iii)
a=0,b# —2.12. (i) nikdy; (ii) b = 1,a lib.: x = 2 4+ 2ap,y = 4 + 2ap,z = p,p € Zs;

(iii) b # 1,a lib. 13. [1,0, 1],[2,4, 2], (3,3, 3], [4,2,4], [0,1,0]. 14. pravé jedno feSeni pro
[4,

_ 4+a®b—2ab _ 2a’b—4a+b _ 4a®>—ab+2b
a # 4 : = =50 Y s 7 = “tgoq o vice TeSeni pro a = 4,b =

1,0][021][132][243][304]zadneresen1proa-4b7é2 15. a—icb—()
a—>b _ ab+b—2
(@ 1)(@r2)' Y = ba-1)(at2)’

;Vicefeéeniproa:1b—a:a:—ty:1—2tz—tt€Rnebopro
1+t

16. pravé jedno feSeni pro a # l,a # —2,b # 0 :
—b
@D
a = —2b=a:x=1ty=—

a=—-2,b#a.

2 =

,z = t,t € R; zadné teseni pro a = 1,b # a nebo

5. INVERZNI MATICE

1 -2 1 2 2 3
1.A1:<_711 _85>,B1=<_41 _13),01= 0 1 —2|,p'=|1 -1 0],

0 0 1 -1 2 1
1 1 1 1 -7 5 12 —19
1 1 -1 -1 3 -2 =5 8
-1 _ 1 -1 _ -1 _
E7 =1 1 -1 1 -1} F 41 =30 —69 111 |’ G
1 -1 -1 1 -39 43 99 159

154 —179 —205 235
~36 42 48  —55 I T L T A o
6 -7 -8 o |2@A4 _<—5 3>’B _<— L)em={+ 35)

1
5
1 —1 -1 1

0 1 1 1
3. K1 = _1 6 —p [ = [ coso sin av M- L 1 0o 1 --- 1 |
=P \—7  « —sina cosa L
1 1 1 0
1 -1 1 -1 (—1)
0 1 —1 1 (_1)77,—2 . 1
N-1 = |0 1 -1 ()3 | 4 a1 = <T §.> Bl <0 1)
5 o—3) - 2i)’
3 3

4 —14i 3 1 -2
-1 _ 1 -1 _1 1 _
s (L W) a1 ) ()
6. VEKTOROVE PODPROSTORY, LINEARNI ZAVISLOST A NEZAVISLOST,
LINEARNT OBALY

6.1 VEKTOROVE PODPROSTORY

1. (a) ne, neplati (1); (b) ne, neplati (1),(2). 2. (a) ne, neplati (1), (2); (b) ano. 3. (a) ano;
(b) ano. 4. (a) ano; (b) ne, neplati (2).
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6.2 LINEARNI ZAVISLOST A NEZAVISLOST, LINEARN{ OBALY

1. (a) LNZ; (b) LNZ; (¢) LZ, [uy, ug, us] = [ul,ug] (d) Z; (e) LNZ; (f) LZ, [uy, ug, us, us] =
[, us, ugl. 2. (a) vy, ve,v3; (b) vy, ve, vy, v6. 3. (a) LZ; (b) LZ; () LNZ (d) LZ. 4. (a) ne
(b) ano. 5. (a) ano; (b) ne. 6. (a) LNZ; (b) LZ; (c) LZ

7. BAZE A DIMENZE VEKTOROVEHO PROSTORU, SOURADNICE, SOUCTY A
PRUNIKY PODPROSTORU

. 2. (a) uy; (b) 7adny. 3. (a) (1,0,0),

1. Stati piidat napt. (a) (0,0,0,1); (b) ; (c) (8 !

(1,1,0), (1,2, 3),dim M = 3; (b) 2z—1, z3+x+1, 2> +z,dim M = 3; (c) <} }) , <_11 _11> ,

11
dimM—n lR“—MU(l 0,...,0). 5. (a) dimP =n—1; (b) dim P =n—2.6. (a) P, =
[, 2%, 1], Py = [2°, 23, 2], Ps = [(a;—l)(:v—Q)a;3,(a;—l)(x—Q)a;Q,(a;—l)(:v—Q)a;, (x—1)(z—

2 0 fe* =52+ (o) (Pule 7. 0w (7= { (§3). (5 9)- (3 ) b @

o= [P]U(l 0) (E)a = (1,0,—1,2). 9. (2) (=5,4,0)T; (b) (0, 1, T (c) (11, 3, 67, —51)7

(d) (_1_107 7%70); (e) (27_173)T; (f) (17 L1, _2)T; (g) (1707273)T; (h) (1717 -1,-1,3, _4)T'
10. (u 5 = (a1, a2,a3 — az,as — a;)*. 11. ozn. 8 — baze Py + P, 7 — baze Py N P,. (a) napf.
Jdim(P, + P) = 3,7 =1[(0,2,1),(1,4,0)]; (b) napt. 8 = e3,dim(P, + P») = 3,7 =

(c) napt. f = e4,dim(P; + Py) = 4,7 = 0; (d) napf. § = e4,dim(P, + P,) =
4y =0, -1,1,-1), (1,0, LO)l 12. Vi NV = [(1,2,1,2)], (Vi + V5) no = [(1, 2,3, ~4)]
13. V1+V2+V}, (22 + 223, =2 + 2%, 2+ 2%, 22 + 23 + 220, 22 + 28, 1 + 322 + 25, VNV, =
[ + 28], VinVs =2+ 2 + 2%, VNV =0=VinVanV; =0

(0 1) dimM = 3. 4. napt. M = [(=1,1,0,...,0), (=1,0,1, ...,0, ..., (=1,0,0, ..., 1)].

8. LINEARNI ZOBRAZENI

1. (a), (b) ano pro v = 0, ne pro v # 0. 2. (a), (c), (d) ne; (b) ano, Kerf = {0}, Imf =

(2,1),(3,—1)], A = G _31>; (e) ano, Kerf = [(1,—1, =3)], Tmf = [(1,2,0), (=2, —1,3)],

1 -2 1

A= (2 -1 1 ) . 3. (a) ano, KerA = {0}, ImA = Ry[z]; (b) ano, KerA = Ro[z], ImA =
0o 3 -1

€ R} = Ry[z]; (d) ne. 4. (a)

} ) = { ;a, b

0 0 0O a 0 0 1 0 0

0) ; (€) (0 1 0) ; (d) (0 a 0) ; (e) (0 -1 0) ,f(2,-5,3) =
0 0 01 0 0 a 0 0 1
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1 3 1 0 0

(2,5.3); () ( : §>,f(3,—4>=(33ﬁ,—@>; @ [0 8 1] r212) =
7z 2 0 L B
3 2

(-2, ‘/‘;’2’2,#). 5. otoceni o thel —1. 6. f je isomorfismus, f~(z) = (21 — s+, 21 +

Ty —T3, —T1+x9+x3). 7. (a), (b) dimKerf = 2,dimImf = 2. 8. dimKerf = 1,dimImf =
3. 9. f(z1,22) = 2(3w; — @9, =921 — 429,511 + 10132), f(2,-3) = ;(9,—6,—20). 10.
-1 3

2
1 17 I
(f)aa,ss = 2
1

— 2 3 1 11 1 2 3
ﬁg ,f(ZL‘) = (—.’171—7111'24‘7!1?3, §$1+ﬁ!172+ﬁ.’173,$1+7$2—7.’1?3). 11.

7

HHl

14
2
7
f <Zl 22> = La1+3as+2a3—ay. 12. (a) neexistuje; (b) existuje, f(z) = +((4+a)z+(—5+
3 Q4

4a)re + 3axs, (1 +b)xy + (1 + 4b)xs + 3bz3), a, b € R. 13. akes = {(9,-10,—-7,8)}, s =
{(5,0,0,1),(0,5,0,1),(0,0,1,0)}.14. f(z) = (xl—:r;z—l—:rg,—x1+x2+x3,x1—x2+x3,—x1+
To 4+ x3). 15, dimIm(V; N'Va) = 1, aumevinny) = {(2, =3, 1, -1, -3)},dim(f 1 (W)) = 0. 16.
(a) (f(vi))s = (1,=2)", (f(v2))s = (375)Ta (b) f(v1) = (57—5)T7f(v2) = (=2,29)%; (c)
f(@1,m2) = 2(18z1 + x5, =107z + 2425); (d) 1(19, —83).

9. MATICE LINEARNIHO ZOBRAZEN{, MATICE PRECHODU

2 _2
1. f(z) = (=2x1 + 29,29 — w3, —3), f je isomorfismus. 2. (f),, = |} é9> (fos =
2 3
1 46 0 3 —2 16 -2
11 0 1 8 18 2 -1 —-10 8 ..
(O 1).3 00 1 12 ; (b) (A)sp = 0 0 —— , A je isomor-
0 00 1 0 0 6 5)
fismus. 4. (a) —1,5)1; (b) (z)s = (1,-4,5). 5. f € {=s+ s+ (—t+ )z +sz? +
1 0 2 0
, 10 0 2 » .
tz?;s,t € R}. 6. (f)pp = L 00 o0l 7. (¢)sy = D 'AC, kde sloupce matic C' a D
0 1 11
1 -1 0
jsou tvoreny vektory bazi v a d. 8. (b) Kerf = {22 + 2+ 1}; (¢) (f)ee =1 0 -1
0 1 -1
Ly oo
> =100
9. f(l'l,l'g) = %(4@'1 — 2.1'2,2.1‘1 + 21‘2,1‘1 — l‘g). 10. (a) (f)ﬂ,a = 6 02 11 ; (b)
2 2
0 0 3 3
(1 -1.0 O 11 R T _ (L 43 4T
(f)a,ﬂ_ 0 0 1 1 : . (a) (f)ﬂ,a— 1T 12 12 7(w)5_ (57_ﬁ7§) ,( )
0 2 2
0O 0 1 -1 3 3
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3 2 2 0
) (’U))g = (_%7 %7 6)T 12. | —

5 1 6 2
(b) f(z) = (dxy + 229 + 1223, =32, — 3w — 6x3). 14. f(z) = (3, -12), f(y) = (-3, —21).
15. f : R® = R® ¢g: R® — R3; zobrazeni f og: R® — RS je ddno matici AB, nejedna se
o isomorfismus, zobrazeni g o f : R® — R2 je ddno matici BA, jedné se o isomorfismus.

% .13, (a) f(z) = (214223, —x1 +22);

Wik = O

10. AFINNI GEOMETRIE

L () (£,0,2) = (—1,1,0) + £(1,0,2) + 5(4, 1, 4); (b) (2,1, 2) = (1,2, ~3) + #(~1,0,4) +
s(2,1,=1); (¢) (z,y,2) = (3,1, =2) +1(—1,2 1) 5(3,-4,2). 2. (a) 220 —y +52 — 28 = 0;
(b) x — by — a3z + 27 = ,(c)x+y—6—0 3. (a) A,D; (b) B,C; (¢) A, C,D. 4.
p:(z,y , z) = (3,-3,0) + t(0,1,1), svazek rovin: a(2x —y +2—9) +b(z +y — 2) =
0,(a,b) # (0,0). 5. (a) (7,3,0,2) + t(1,—1,1,0); (b) (3,2,3,0) + £(=2,—1,0,1). 6. (a)
totozné; (b) ruznobezne, R = (—4,-3); (¢) mimobézné; (d) riznobézné, R = (—3,0,4).
7. (a) x = 2+ 3t,y = 1 +t,z = —2t; (b) totozné. 8. (a) (—2,—-2,3); (b) primka lez
v roving; (c¢) mimobézné; (d) pfimka lezi v roving; (e) riznobézné, P = (2,0,1,1). 9.

(a) protinaji se v bodé (—%,—=,2,5); (b) pfimka lezi v nadroving; (¢) protinaji se v
piimce (1,2,3,4) + ¢(2,4,-9,2). 10. (a) a = 3,b = 2; (b) pro a = * se protinaji v
piimce (4,—21,3,32) + t(10 —2,-5,1), pro a # & mimob&mé. 11. (a) rovnobézné; (b)
protinaji se v bodé (0,2,2,—-3,0). 12. (a) = 3 +t,y = =2,z = 13+ 8t; (b) z =
1+2t,y=-24tz2=3-t(c)r—4=y—1= Z+5 ; (d) prlcka neexistuje, primky
jsou totozné. 13. v = 3+ 5t,y = =2+ 10t, 2 = —4 + 9t 14. ¢ : (3,2,1) + t(—1,—1,3).
15. (a) (8,9, —11, —15) + (6,7, —8,—11); (b) ¢ : (1,2,—1,—2) + ¢(=2,0,2,0); (c) q :
(1,0,3,1)+s(6,—1,—-3,—-2). 16. ¢ : (5,3,4,6,2)+t(2,1,3,2,1). 17. pficka neexistuje. 18.
(1, T9, x3,24) = (—1,0,-1,0) +r(1,2,1,1) + s(1,-2,3,0) + ¢(2,0,1, —1), —=10x; + Ty +
8rg — 12x4 = 2. 19. (a) 221 + 3wy + 23 = 2, -1 — 23 + x4 = —1; (b) 321 + 29 + 223 =
5,4x +ar3+ry = 4.20. (a) X = (=1,0,2,1)T+p(2,4,-9,2)T = (2,3,1,3)T+p(2, 4, -9, 2)7T;
(b) X =(-9,2,1,-5)T +p(3,1,2,0)7 = (1,2,3,4)7 +p(3,1,2,0)T.
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