4 I. Sbirka tloh z linearni algebry a geometrie

1. VYPOCET DETERMINANTU

Teorie

1.1. Definice. Necht M = {1,2,... ,n} je konetnd mnozina o n prvcich. Pak bijektivni
zobrazeni 0 mnoziny M na sebe se nazyva permutace mnoZiny M.

1.2. Definice. Necht o = (ry,79,...,7,) je libovolnd permutace, fekneme, ze dvojice r;, r;
je inverze v permutaci o, jestlize 1 < j a r; > rj.

Znaménko permutace o, je ¢islo signo = (—1)%, kde k je pocet inverzi v permutaci o.
1.3. Definice. Necht o = (ry,...,7,), 7 = (81, .., 8,) jsou dvé permutace, necht existuji
indexy 1 # j tak, Ze s; = rj, s; = r; a ddle 1, = s, pro k # 1,j. Potom fekneme, Ze
permutace 7 vznikla z permutace o provedenim jedné transpozice.

1.4. Véta. Provedeni jedné transpozice zméni paritu dané permutace.

1.5. Definice. Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice fadu n nad polem K. Pak determinant
matice A, je ¢islo z pole K, oznacené det A (resp. |A|) a definované vztahem

det A = Z sign o A15(1)025(2) - - - Ano(n) 5

(TESn

kde o je libovolnd permutace z mnoziny vsech permutaci n-prvkové mnoziny M = {1,2,...,n}
oznacené S,,. Suma je tedy pres vSechna o € S,,, tj. pfes vSechny permutace mnoziny M.
SoucCin Sign o Gg(1)10g(2)2 - - - Ug(n)n S€ NAZYVa clen determinamtu.

1.6. Véta. Necht matice B vznikne z matice A

1. zaménou dvou riuznych radku, pak det B = —det A

2. vynasobenim jednoho radku cislem t € K, pak det B =tdet A

1.7. Véta. Hodnota determinantu matice A se nezméni, jestlize
1. k jednomu radku matice A pri¢teme libovolny nasobek jiného radku
2. k jednomu radku matice A pri¢teme libovolnou linearni kombinaci ostatnich radku

3. jeden radek matice A ponechdme beze zmény a k ostatnim radkim pricteme jeho
libovolné nasobky
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1.8. Definice. Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice Faddu n; necht je zvoleno k jejich radku
asloupcu bk <nal<ig<ipa<---<ip<n,1<7j <jo<--»<Jr <n.Pak matice

ailjl ailjz e ailjk
Qingy  Qiggy -+« Qipgy,
M = . . :
iy Qigga - -+ Qg
se nazyva submatice matice A urCena radky iy,..., 1 a sloupci jq, ..., Ji. Jeji determinant

det M se nazyva minor rddu k matice A.

Zbyvajicimi (n — k) fadky a (n — k) sloupci je uréena tzv. doplikovd submatice M k sub-
matici M a jeji determinant det M se nazyva doplnék minoru det M.

Oznaéme sy = iy + iy + -+ + i + j1 + jo + -+ - + jp. Pak éislo (—1)* det M se nazyva
algebraicky doplnék minoru det M.

1.9. Véta. (Laplaceova véta) Necht A = (a;;) je ¢tvercovd matice Fddu n, necht je pevné
zvoleno k fadku matice A, kde 0 < k < n. Pak determinant matice A je roven souctu
vSech (Z) soucini minoru radu k, vybranych ze zvolenych k radku, s jejich algebraickymi
dopliiky.

Je

Regené priklady

Uloha 1: Spoctéte determinant matice

1 0 0 1
0 2 3 1
A= 1 0 —-11
2 -3 1 0

(a) ptrevedenim na schodovity tvar pomoci elementarnich uprav, které neméni hodnotu
determinantu
(b) uzitim Laplaceovy véty

Reseni: (a) Pfevedeme na schodovity tvar. Nejprve ke tfetimu fadku pficteme -1
nasobek prvniho rfadku a ke ¢tvrtému radku pri¢teme -2 nasobek prvniho radku. Pak

ke ¢tvrtému radku pricteme % nasobek druhého radku.

1 0 0 1 1 0 0 1 10 0 1
0 2 3 1 0 2 3 1 02 3 1

det f o o g7ty o 1 0 [TE o0 1 0 |7
2 -3 1 0 0 -3 1 -2 oo & -1
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Nyni pricteme ke ¢tvrtému iadku 5 ndsobek tietiho fadku, ¢imz dostavame schodovity
tvar a determinant se rovnd soucinu prvku na hlavni diagonadle.

1 0 0 1
0 2 3 1 1
= det 00 -1 0 _12(—1)(—5)_1
00 o0 -2
(b) Udéldme Laplaceuv rozvoj podle prvniho Fadku:
(1) (2) g } 2 3 1 0 2 3
det =ldet[ 0 —1 1 |+(=D)*"1det| 1 0 —1 | =
Lo -1 -3 1 0 2 -3 1
2 -3 1 0

Uloha 2: Rozvojem podle vice tadku urcete determinant matice

1 0 2 0
3 0 -1 0
A= 4 1 5 1
-3 -1 0 =2

Reseni: Vybereme si prvni a druhy fadek, protoze tyto Fadky obsahuji nejvice nul.
V rozvoji pak musime postupné prochazet vSechny dvojice sloupcu. Vidime, ze vSechny
¢leny determinantu kromé druhého jsou nulové a vypocet se tedy velmi zjednodusi.

10 5 1 1 2
_ (__1\l+2+1+2 _1)14+2+14+3
det(A) = (—1) det<30>det<0_2>+(1) det<3_1>
1 1 _1\142+1+4 L0 L5 —1)1+2+2+43
det(_l _2>+( 1) det | o o )det| ¢ +(—1)
det(o _1>det<_3 _2>+( 1) det { o o Jdet{ 5 o |+

2 0 4 1 1 2 1 1
_1\1+2+3+4 = (—1)7 =
+(—1) det( 10 ) det( 3 1 ) (—1)" det ( 5 _1 ) det( 1 —9 )
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= (~1) (-1 —6) (—2+1) = -7

Uloha 3: Spoctéte determinant matice

1 2 3 ... n—1 n
-1 0 3 ... n—1 n
A=| -1 =2 0 ... n—-1 n
-1 -2 -3 ... —n+1 0

radu n.

Reseni: Ke vsem radkum pri¢teme prvni radek

1 2 3 ... n—1 n 12 3 ... n—1 n
-1 0 3 n—1 n 0 2 23 ... 2(n—=1) 2n
det] -1 -2 0 ... n—=1 n | =get| 0 0 3 2(n—1) 2n
-1 -2 -3 ... —n+1 0 00 O 0 n

Uloha 4: Odvod'te rekurentn{ vztah pro vypocet determinantu matice

r+y wxy 0 ... 0 0

1 r+y xy 0 0

A, = 0 1 T4y 0 0
0 0 0 o 1 z+y

radu n.
Reseni: Udélame Laplaceiv rozvoj podle prvniho sloupce
x+y xy ... O 0

1 z+y ... 0 0
det A, = (x +y) det . : ’ :

=n!
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Ty 0 ... 0 0

1 x+ ... 0 0
+(—1)*" det _ Y _ .

0 0 o 1 z+y

Prvni matice je vlastné shodna s puvodni matici, pouze je o fad mensi. U druhé matice
provedeme Laplaceuv rozvoj podle prvniho fadku. Pak dostavame

det A, = (r+y) det A,_1 — zydet A, 5.

Uloha 5: Urcete determinant matice fadu n (tzv. Vandermondiv determinant).

1 o 22 ... 2% ot
-2 n-1
Vo(xy, 22, .., x,) = det .
2 n—2 n—1
1 z, = xnt

Reseni: Od kazdého sloupce, kromé prvniho, odecteme z; nasobek piedchoziho sloupce.
Budeme postupovat od posledniho sloupce az ke druhému.

1 0 0 - 0 0
1 wo—a @2—a29 ... ab2—axal™® o —pah?
Vo(xy, z9,y ..., x,) = det
2 n—2 n—3 n—1 n—2
1 o -2 x) —miwpy ... @) " — a7 T T

Nyni udélame Laplaceuv rozvoj podle prvniho fddku a jednotlivé prvky determinantu
upravime vytykanim.

To —x1 To(Ty—x1) ... x3*3(x2—x1) x’;’Q(xQ—ajl)

x3—x; x3(w3 —x1) ... x?’g(xg — 1) xg’Q(xg — 1)
Vo(xy, zg, ..., x,) = det

n—2

n_3(xn_371) Ty, (xn_xl)

Tp — 21 Tp(xy —21) .. I

Vytknemeli z kazdého Fadku, zustane nam determinant, ktery je Vandermonduv determi-
nant radu n — 1 s parametry s, ..., T,.

1 my ... ay? ) ?
n—3 n—2
.’173 e ZL'3 ZL'3
Va(@1, 22, ... 20) = (12 — 1) (w3 — 21) ... (2, — 21) det
1 z, 3 gn?
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A tedy
Valxy, zoy .o oyxn) = (X — 1) (23 — 1) oo (@, — 21) Vi1 (29, .0, 2y)

Tim jsme ziskali rekurentni formuli, kterd plati pro n > 1. Indukei ted snadno nahlédneme
vysledné feseni.

Valxy, e,y oyxy) = (xe —x1) (w3 — 1) oo (2 — 1) (23 —22) .. (@, —T2) oo (Tp — Tp_1)

Valxy, zoy .o xy) = H (z; — xj)

1<j<i<n

Cvikeni

1. Spoctéte pocet inverzi v dané permutaci:
(a) (2,1,7,9,8,6,5,3,4)
(b) (9,8,7,6,5,4,3,2,1)
2. Urcete paritu nasledujicich permutaci:
(a) (4,6,1,5,3,2)
(b) (6,3,1,2,4,5)
(C) (37 77 67 27 47 ]‘7 5)
(d) (47 ]‘7 37 77 27 57 6)
3. Urcete x, y tak, aby poradi
(a) (1,2,7,4,2,5,6,y,9) bylo sudé.
(b) (5,1,9,8,9,4,z,6,3) bylo liché.
4. Zjistéte paritu nasledujicich permutaci.
() (n, . 2, 1)
(b) (135 n—3,2n—1,2,4,...,2n)
(c) (2,4,6,. (n—l) 2n,1,3,...,2n — 1)
(d) (2,5,8,...,3n—1,1,4,7,...,3n —2,3,6,9,...,3n)
(e) (2,1,4,3,...,2n,2n — 1)
5. Rozhodnéte, zda se dany soucin vyskytuje v determinantu matice A tadu n.

(a) n =6, ag 43 14 As2 Aee A25
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(b) n =8, ary ai7 a3 as ags azs ass
6. Urcete vSechny ¢leny determinantu matice A tadu 4, které obsahuji prvky a;o, asq.

7. Spoctéte determinant matice podle definice.

9 3 3 -2 —4 3 -1 4
A= ( 1 4 > B = 1 3 2 C=1| -1 3 =2
-2 —4 6 2 4 1
4 -3 5 0 31 1 -1 1+
D=1 -3 2 -8 EFE=111 F = - 1 0
1 -7 =5 3 2 4 1—7 0 1

8. Spoctéte determinant tpravou na schodovity tvar.

3 -2 1 -2 -3 9 3 6
3 =5 2 0 5 8 2 7
A=1 9 1 9 B=1 4 5 3 2
-1 0 3 1 7 -8 —4 -5
2 1 -1 2 -1 210 2 1
43 2 -1 1 1021 2
c=| 3 5 -2 1 =2 D=|1210 2
2 2 -1 3 -1 02211
~12 3 1 3 21120
1 -2 3 1 2 13 1
5 -9 6 3 1011
E=1_1 2 -6 - F=1lo210
2 8 6 1 0123
1 3 1 5 3
0 111 PR
G=13 11} H=| 0 0 1 0 1
T 0 0 2 1 1
303 0 0 0 1 1
1 2 3 4 1 -1 1 =2
-3 2 -5 13 1 3 -1 3
=11 25 10 4 T=1 21 214 3
—2 9 -8 25 -3 0 -8 —13
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-1 8
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9. Spoctéte determinant matice pouze uzitim Laplaceovy véty a definice.

—
SO MmO O 0O
[l SN N s B @)
S NO MmO
A <f < 1O 10 D~
O —H O H— O
— 10 —~ o0 O
N——

I

Q
—
© —H O O OO
100 AN O O OO
N H 4 OO
MmN v AN OO
AN 1O AN MM AN A
— O — <f —

10. Spoctéte determinant fadu n > 1.

A=

I

Q
—
888 - 3
8 8 8 8
8 8 3 8
823 K 8
ST 8 8 - 8
N~

I

<t
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11.

(') 1 1
1 aq 0
C = 1 0 as
1 0 0
Qo aq a9
-y w0
FE = 0 —Y2 T2
Y 0 0

Spoctéte determinant matice fadu n > 1 dpravou na schodovity tvar

[\]
[\]
[\

a1
a2

a'n_bn

1 1
0 0
0 0 D =
0 a,
Qp—1 Qp
0 0
0 0
—Yn Tn

w
[\

a1
as — by

Qn

1
a; — b1
az

Qn
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1
(431
a2

Qn,

Qo —1
ay T
a9 0
Ap—1 0
an, 0

1 2 3
-1 0 3
-1 -2 0
-1 -2 -3

1—mn 1

1 1—mn

1 1

1 1
T aiz2 Az
r1 To Q23
Ty T2 T3
Ty T2 XT3

H =

0 0 0 0
-1 0 0 0
r —1 0 0
0 0 rz —1
0 0 0 =«
a—1 a
a—1 a
a—1 a
—a+1 0
1 1
1 1
1—n 1
1 1—n
A1(n—1) Qin
a2(n—1) Q2n
Ag(n—1) G3n
Tp—1 Tn
1 2 3 n—2 n—1
2 3 4 n—1 n
3 4 5 n n
n on n n n

S
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1 ay Qs an

1 a1 +b a9 an,
I: 1 a1 (1,2+b2 [(02%

1 ay ag an—i—bn

12. Odvod'te rekurentni vztah pro vypocet determinantu matice.

210 0 320 0
1 0 ... 0 13 2 ... 0
4,=101 2 ... 0 B,=|013..0
0 00 2 0 00 3
5 6 0 0 0 0 0 12000 0 0
4 52 00 0 0 34300 0 0
013 20 0 0 02530 0 0
c,= 00132 0 0 D,=]100253 0 0
00 0O0O0 3 2 00 0O0O0 5 3
00 0O0O0 13 00 0O0O0 2 5
75 0 0 0 r+1 =z 0 0 0
2 7 5 0 0 1 r+1 x 0 0
E,=| 027 0 0 F, = 0 1 r+1 0 0
000 ... 27 0 0 0 oo 1o +1
x 0 0 vy 1100 0 0
0Oz ... y O 1110 ... 00
Gy, = Do Do H,=]10111..00
0y z 0 SRR .o
y 0 0 z 00 00 11

13. Reste rovnici:

(a) det(%j:i _53>:3 (b) det(smx _3cosx>:2sin2—§

CcoS ¥ sin x

14. Spoctéte determinant (uzijte postupu z tlohy 5).
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1 -1 1 -1 1 1 1 1 1
9 9 9 9 2 1 -2 3 -1
A= B = 4 1 4 9 1
1 2 4 8
Ly 4 s 8 1 —8 27 —1
16 1 16 81 1
1 1 1
.’171+1 ZL‘2—|—1 ZL‘n+1
O — T+ 2y T34+ my ... 224,
A A v R a4 g2

15. Laplaceovym rozvojem podle tietiho sloupce spoctéte determinant matice

16. Vyjadfete polynom stupné n pomoci determinantu stupné n — 1. (Vyuzijte vysledku
ptredchoziho piikladu.)



