
4 I. Sb��rka �uloh z line�arn�� algebry a geometrie

1. V

�

YPO

�

CET DETERMINANTU

Teorie

1.1. De�ni
e. Ne
ht

'

M = f1; 2; : : : ; ng je kone�
n�a mno�zina o n prv
��
h. Pak bijektivn��

zobrazen�� � mno�ziny M na sebe se naz�yv�a permuta
e mno�ziny M .

1.2. De�ni
e. Ne
ht

'

� = (r

1

; r

2

; : : : ; r

n

) je libovoln�a permuta
e, �rekneme, �ze dvoji
e r

i

; r

j

je inverze v permuta
i �, jestli�ze i < j a r

i

> r

j

.

Znam�enko permuta
e �, je �
��slo sign � = (�1)

k

, kde k je po�
et inverz�� v permuta
i �.

1.3. De�ni
e. Ne
ht

'

� = (r

1

; : : : ; r

n

), � = (s

1

; : : : ; s

n

) jsou dv�e permuta
e, ne
ht

'

existuj��

indexy i 6= j tak, �ze s

i

= r

j

, s

j

= r

i

a d�ale r

k

= s

k

pro k 6= i; j. Potom �rekneme, �ze

permuta
e � vznikla z permuta
e � proveden��m jedn�e transpozi
e.

1.4. V�eta. Proveden�� jedn�e transpozi
e zm�en�� paritu dan�e permuta
e.

1.5. De�ni
e. Ne
ht

'

A = (a

ij

) je �
tver
ov�a mati
e �r�adu n nad polem K. Pak determinant

mati
e A, je �
��slo z pole K, ozna�
en�e detA (resp. jAj) a de�novan�e vztahem

detA =

X

�2S

n

sign� a

1�(1)

a

2�(2)

: : : a

n�(n)

;

kde � je libovoln�a permuta
e z mno�ziny v�se
h permuta
�� n-prvkov�e mno�zinyM = f1; 2; : : : ; ng

ozna�
en�e S

n

. Suma je tedy p�res v�se
hna � 2 S

n

, tj. p�res v�se
hny permuta
e mno�ziny M .

Sou�
in sign� a

�(1)1

a

�(2)2

: : : a

�(n)n

se naz�yv�a �
len determinamtu.

1.6. V�eta. Ne
ht

'

mati
e B vznikne z mati
e A

1. z�am�enou dvou r�uzn�y
h �r�adk�u, pak detB = � detA

2. vyn�asoben��m jednoho �r�adku �
��slem t 2 K, pak detB = t detA

1.7. V�eta. Hodnota determinantu mati
e A se nezm�en��, jestli�ze

1. k jednomu �r�adku mati
e A p�ri�
teme libovoln�y n�asobek jin�eho �r�adku

2. k jednomu �r�adku mati
e A p�ri�
teme libovolnou line�arn�� kombina
i ostatn��
h �r�adk�u

3. jeden �r�adek mati
e A pone
h�ame beze zm�eny a k ostatn��m �r�adk�um p�ri�
teme jeho

libovoln�e n�asobky
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1.8. De�ni
e. Ne
ht

'

A = (a

ij

) je �
tver
ov�a mati
e �r�adu n; ne
ht

'

je zvoleno k jej��
h �r�adk�u

a sloup
�u k < n a 1 � i

1

< i

2

< � � � < i

k

� n; 1 � j

1

< j

2

< � � � < j

k

� n: Pak mati
e

M =

0

B

B

B

�

a

i

1

j

1

a

i

1

j

2

: : : a

i

1

j

k

a

i

2

j

1

a

i

2

j

2

: : : a

i

2

j

k

.

.

.

.

.

.

.

.

.

a

i

k

j

1

a

i

k

j

2

: : : a

i

k

j

k

1

C

C

C

A

se naz�yv�a submati
e mati
e A ur�
en�a �r�adky i

1

; : : : ; i

k

a sloup
i j

1

; : : : ; j

k

. Jej�� determinant

detM se naz�yv�a minor �r�adu k mati
e A.

Zb�yvaj��
��mi (n� k) �r�adky a (n� k) sloup
i je ur�
ena tzv. dopl�nkov�a submati
e M k sub-

mati
i M a jej�� determinant detM se naz�yv�a dopln�ek minoru detM .

Ozna�
me s

M

= i

1

+ i

2

+ � � � + i

k

+ j

1

+ j

2

+ � � � + j

k

. Pak �
��slo (�1)

s

M

detM se naz�yv�a

algebrai
k�y dopln�ek minoru detM .

1.9. V�eta. (Lapla
eova v�eta) Ne
ht

'

A = (a

ij

) je �
tver
ov�a mati
e �r�adu n, ne
ht

'

je pevn�e

zvoleno k �r�adk�u mati
e A, kde 0 < k < n. Pak determinant mati
e A je roven sou�
tu

v�se
h

�

n

k

�

sou�
in�u minor�u �r�adu k, vybran�y
h ze zvolen�y
h k �r�adk�u, s jeji
h algebrai
k�ymi

dopl�nky.

�

Re�sen�e p�r��klady

�

Uloha 1: Spo�
t�ete determinant mati
e

A =

0

B

B

�

1 0 0 1

0 2 3 1

1 0 �1 1

2 �3 1 0

1

C

C

A

(a) p�reveden��m na s
hodovit�y tvar pomo
�� element�arn��
h �uprav, kter�e nem�en�� hodnotu

determinantu

(b) u�zit��m Lapla
eovy v�ety

�

Re�sen��: (a) P�revedeme na s
hodovit�y tvar. Nejprve ke t�ret��mu �r�adku p�ri�
teme -1

n�asobek prvn��ho �r�adku a ke �
tvrt�emu �r�adku p�ri�
teme -2 n�asobek prvn��ho �r�adku. Pak

ke �
tvrt�emu �r�adku p�ri�
teme

3

2

n�asobek druh�eho �r�adku.

det

0

B

B

�

1 0 0 1

0 2 3 1

1 0 �1 1

2 �3 1 0

1

C

C

A

= det

0

B

B

�

1 0 0 1

0 2 3 1

0 0 �1 0

0 �3 1 �2

1

C

C

A

= det

0

B

B

�

1 0 0 1

0 2 3 1

0 0 �1 0

0 0

11

2

�

1

2

1

C

C

A

=
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Nyn�� p�ri�
teme ke �
tvrt�emu �r�adku 5 n�asobek t�ret��ho �r�adku, �
��m�z dost�av�ame s
hodovit�y

tvar a determinant se rovn�a sou�
inu prvk�u na hlavn�� diagon�ale.

= det

0

B

B

�

1 0 0 1

0 2 3 1

0 0 �1 0

0 0 0 �

1

2

1

C

C

A

= 1 2 (�1) (�

1

2

) = 1

(b) Ud�el�ame Lapla
e�uv rozvoj podle prvn��ho �r�adku:

det

0

B

B

�

1 0 0 1

0 2 3 1

1 0 �1 1

2 �3 1 0

1

C

C

A

= 1det

0

�

2 3 1

0 �1 1

�3 1 0

1

A

+ (�1)

4+1

1 det

0

�

0 2 3

1 0 �1

2 �3 1

1

A

=

(�9� 3� 2)� (�9� 4� 2) = 1

�

Uloha 2: Rozvojem podle v��
e �r�adk�u ur�
ete determinant mati
e

A =

0

B

B

�

1 0 2 0

3 0 �1 0

4 1 5 1

�3 �1 0 �2

1

C

C

A

:

�

Re�sen��: Vybereme si prvn�� a druh�y �r�adek, proto�ze tyto �r�adky obsahuj�� nejv��
e nul.

V rozvoji pak mus��me postupn�e pro
h�azet v�se
hny dvoji
e sloup
�u. Vid��me, �ze v�se
hny

�
leny determinantu krom�e druh�eho jsou nulov�e a v�ypo�
et se tedy velmi zjednodu�s��.

det(A) = (�1)

1+2+1+2

det

�

1 0

3 0

�

det

�

5 1

0 �2

�

+ (�1)

1+2+1+3

det

�

1 2

3 �1

�

det

�

1 1

�1 �2

�

+ (�1)

1+2+1+4

det

�

1 0

3 0

�

det

�

1 5

�1 0

�

+ (�1)

1+2+2+3

det

�

0 2

0 �1

�

det

�

4 1

�3 �2

�

+ (�1)

1+2+2+4

det

�

0 0

0 0

�

det

�

4 �5

�3 0

�

+

+(�1)

1+2+3+4

det

�

2 0

�1 0

�

det

�

4 1

�3 �1

�

= (�1)

7

det

�

1 2

3 �1

�

det

�

1 1

�1 �2

�

=
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= (�1) (�1� 6) (�2 + 1) = �7

�

Uloha 3: Spo�
t�ete determinant mati
e

A =

0

B

B

B

B

B

�

1 2 3 : : : n� 1 n

�1 0 3 : : : n� 1 n

�1 �2 0 : : : n� 1 n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�1 �2 �3 : : : �n + 1 0

1

C

C

C

C

C

A

�r�adu n.

�

Re�sen��: Ke v�sem �r�adk�um p�ri�
teme prvn�� �r�adek

det

0

B

B

B

B

B

�

1 2 3 : : : n� 1 n

�1 0 3 : : : n� 1 n

�1 �2 0 : : : n� 1 n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

�1 �2 �3 : : : �n+ 1 0

1

C

C

C

C

C

A

= det

0

B

B

B

B

B

�

1 2 3 : : : n� 1 n

0 2 2:3 : : : 2(n� 1) 2n

0 0 3 : : : 2(n� 1) 2n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 : : : 0 n

1

C

C

C

C

C

A

= n!

�

Uloha 4: Odvod

'

te rekurentn�� vztah pro v�ypo�
et determinantu mati
e

A

n

=

0

B

B

B

B

B

�

x + y xy 0 : : : 0 0

1 x + y xy : : : 0 0

0 1 x+ y : : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 : : : 1 x + y

1

C

C

C

C

C

A

�r�adu n.

�

Re�sen��: Ud�el�ame Lapla
e�uv rozvoj podle prvn��ho sloup
e

detA

n

= (x + y) det

0

B

B

B

�

x+ y xy : : : 0 0

1 x+ y : : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 : : : 1 x + y

1

C

C

C

A

+
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+(�1)

2+1

det

0

B

B

B

�

xy 0 : : : 0 0

1 x + y : : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 : : : 1 x + y

1

C

C

C

A

:

Prvn�� mati
e je vlastn�e shodn�a s p�uvodn�� mati
��, pouze je o �r�ad men�s��. U druh�e mati
e

provedeme Lapla
e�uv rozvoj podle prvn��ho �r�adku. Pak dost�av�ame

detA

n

= (x+ y) detA

n�1

� xy detA

n�2

:

�

Uloha 5: Ur�
ete determinant mati
e �r�adu n (tzv. Vandermond�uv determinant).

V

n

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = det

0

B

B

B

�

1 x

1

x

2

1

: : : x

n�2

1

x

n�1

1

1 x

2

x

2

2

: : : x

n�2

2

x

n�1

2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 x

n

x

2

n

: : : x

n�2

n

x

n�1

n

1

C

C

C

A

�

Re�sen��: Od ka�zd�eho sloup
e, krom�e prvn��ho, ode�
teme x

1

n�asobek p�red
hoz��ho sloup
e.

Budeme postupovat od posledn��ho sloup
e a�z ke druh�emu.

V

n

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = det

0

B

B

B

�

1 0 0 : : : 0 0

1 x

2

� x

1

x

2

2

� x

1

x

2

: : : x

n�2

2

� x

1

x

n�3

2

x

n�1

2

� x

1

x

n�2

2

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 x

n

� x

1

x

2

n

� x

1

x

n

: : : x

n�2

n

� x

1

x

n�3

n

x

n�1

n

� x

1

x

n�2

n

1

C

C

C

A

Nyn�� ud�el�ame Lapla
e�uv rozvoj podle prvn��ho �r�adku a jednotliv�e prvky determinantu

uprav��me vyt�yk�an��m.

V

n

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = det

0

B

B

B

�

x

2

� x

1

x

2

(x

2

� x

1

) : : : x

n�3

2

(x

2

� x

1

) x

n�2

2

(x

2

� x

1

)

x

3

� x

1

x

3

(x

3

� x

1

) : : : x

n�3

3

(x

3

� x

1

) x

n�2

3

(x

3

� x

1

)

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

x

n

� x

1

x

n

(x

n

� x

1

) : : : x

n�3

n

(x

n

� x

1

) x

n�2

n

(x

n

� x

1

)

1

C

C

C

A

Vytknemeli z ka�zd�eho �r�adku, z�ustane n�am determinant, kter�y je Vandermond�uv determi-

nant �r�adu n� 1 s parametry x

2

; : : : ; x

n

.

V

n

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = (x

2

� x

1

) (x

3

� x

1

) : : : (x

n

� x

1

) det

0

B

B

B

�

1 x

2

: : : x

n�3

2

x

n�2

2

1 x

3

: : : x

n�3

3

x

n�2

3

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 x

n

: : : x

n�3

n

x

n�2

n

1

C

C

C

A
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A tedy

V

n

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = (x

2

� x

1

) (x

3

� x

1

) : : : (x

n

� x

1

)V

n�1

(x

2

; : : : ; x

n

)

T��m jsme z��skali rekurentn�� formuli, kter�a plat�� pro n > 1. Induk
�� ted

'

snadno nahl�edneme

v�ysledn�e �re�sen��.

V

n

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) = (x

2

� x

1

) (x

3

� x

1

) : : : (x

n

� x

1

) (x

3

� x

2

) : : : (x

n

� x

2

) : : : : : : (x

n

� x

n�1

)

V

n

(x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) =

Y

1�j<i�n

(x

i

� x

j

)

Cvi�
en��

1. Spo�
t�ete po�
et inverz�� v dan�e permuta
i:

(a) (2; 1; 7; 9; 8; 6; 5; 3; 4)

(b) (9; 8; 7; 6; 5; 4; 3; 2; 1)

2. Ur�
ete paritu n�asleduj��
��
h permuta
��:

(a) (4; 6; 1; 5; 3; 2)

(b) (6; 3; 1; 2; 4; 5)

(
) (3; 7; 6; 2; 4; 1; 5)

(d) (4; 1; 3; 7; 2; 5; 6)

3. Ur�
ete x, y tak, aby po�rad��

(a) (1; 2; 7; 4; x; 5; 6; y; 9) bylo sud�e.

(b) (5; 1; y; 8; 9; 4; x; 6; 3) bylo li
h�e.

4. Zjist�ete paritu n�asleduj��
��
h permuta
��.

(a) (n; n� 1; : : : ; 2; 1)

(b) (1; 3; 5; : : : ; 2n� 3; 2n� 1; 2; 4; : : : ; 2n)

(
) (2; 4; 6; : : : ; 2(n� 1); 2n; 1; 3; : : : ; 2n� 1)

(d) (2; 5; 8; : : : ; 3n� 1; 1; 4; 7; : : : ; 3n� 2; 3; 6; 9; : : : ; 3n)

(e) (2; 1; 4; 3; : : : ; 2n; 2n� 1)

5. Rozhodn�ete, zda se dan�y sou�
in vyskytuje v determinantu mati
e A �r�adu n.

(a) n = 6, a

31

a

43

a

14

a

52

a

66

a

25
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(b) n = 8, a

72

a

17

a

43

a

21

a

64

a

35

a

56

6. Ur�
ete v�se
hny �
leny determinantu mati
e A �r�adu 4, kter�e obsahuj�� prvky a

12

, a

34

.

7. Spo�
t�ete determinant mati
e podle de�ni
e.

A =

�

�2 3

1 4

�

B =

0

�

3 �2 �4

1 3 2

�2 �4 6

1

A

C =

0

�

3 �1 4

�1 3 �2

2 4 1

1

A

D =

0

�

4 �3 5

�3 2 �8

1 �7 �5

1

A

E =

0

�

0 3 1

1 1 2

3 2 4

1

A

F =

0

�

1 �i 1 + i

�i 1 0

1� i 0 i

1

A

8. Spo�
t�ete determinant �upravou na s
hodovit�y tvar.

A =

0

B

B

�

3 �2 1 �2

�3 �5 2 0

2 1 �2 �4

�1 0 3 1

1

C

C

A

B =

0

B

B

�

�3 9 3 6

�5 8 2 7

4 �5 �3 �2

7 �8 �4 �5

1

C

C

A

C =

0

B

B

B

B

�

2 1 �1 2 �1

�4 3 2 �1 1

3 5 �2 1 �2

2 2 �1 3 �1

�1 2 3 1 3

1

C

C

C

C

A

D =

0

B

B

B

B

�

2 1 0 2 1

1 0 2 1 2

1 2 1 0 2

0 2 2 1 1

2 1 1 2 0

1

C

C

C

C

A

E =

0

B

B

�

1 �2 3 1

5 �9 6 3

�1 2 �6 �2

2 8 6 1

1

C

C

A

F =

0

B

B

�

2 1 3 1

1 0 1 1

0 2 1 0

0 1 2 3

1

C

C

A

G =

0

B

B

�

0 1 1 1

1

2

1

2

1

1

2

2

3

1

3

1

3

0

�

1

3

2

3

0 0

1

C

C

A

H =

0

B
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9. Spo�
t�ete determinant mati
e pouze u�zit��m Lapla
eovy v�ety a de�ni
e.
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0

B

B

B

B
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B

�
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1 2 3 4 0 0

4 3 2 1 0 0

1 2 0 0 0 0
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1 0 4 0 9 0

8 1 5 3 7 6

9 1 5 4 3 8

1 0 7 0 9 0

1

C

C

C

C

C

C

A

10. Spo�
t�ete determinant �r�adu n > 1.

A =

0

B

B

B

B

B

�

a x x : : : x x

x a x : : : x x

x x a : : : x x
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.

.
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B
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B
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�
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.
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C

C

C

C

C

C
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0

B

B

B

B

B

�

a

0

a

1

a

2

: : : a

n�1

a

n

�y

1

x

1

0 : : : 0 0

0 �y

2

x

2

: : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

y 0 0 : : : �y

n

x

n

1

C

C

C

C

C

A

11. Spo�
t�ete determinant mati
e �r�adu n > 1 �upravou na s
hodovit�y tvar
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n
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12. Odvod

'

te rekurentn�� vztah pro v�ypo�
et determinantu mati
e.

A

n

=

0

B

B

B

B

B

�

2 1 0 : : : 0

1 2 0 : : : 0

0 1 2 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 : : : 2

1

C

C

C

C

C

A

B

n

=

0

B

B

B

B

B

�

3 2 0 : : : 0

1 3 2 : : : 0

0 1 3 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 : : : 3

1

C

C

C

C

C

A

C

n

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

5 6 0 0 0 : : : 0 0

4 5 2 0 0 : : : 0 0

0 1 3 2 0 : : : 0 0

0 0 1 3 2 : : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 0 : : : 3 2

0 0 0 0 0 : : : 1 3

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

D

n

=

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�

1 2 0 0 0 : : : 0 0

3 4 3 0 0 : : : 0 0

0 2 5 3 0 : : : 0 0

0 0 2 5 3 : : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 0 : : : 5 3

0 0 0 0 0 : : : 2 5

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

E

n

=

0

B

B

B

B

B

�

7 5 0 : : : 0 0

2 7 5 : : : 0 0

0 2 7 : : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 : : : 2 7

1

C

C

C

C

C

A

F

n

=

0

B

B

B

B

B

�

x + 1 x 0 : : : 0 0

1 x+ 1 x : : : 0 0

0 1 x + 1 : : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 : : : 1 x+ 1

1

C

C

C

C

C

A

G

2n

=

0

B

B

B

B

B

�

x 0 : : : 0 y

0 x : : : y 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 y : : : x 0

y 0 : : : 0 x

1

C

C

C

C

C

A

H

n

=

0

B

B

B

B

B

�

1 1 0 0 : : : 0 0

1 1 1 0 : : : 0 0

0 1 1 1 : : : 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 0 : : : 1 1

1

C

C

C

C

C

A

13.

�

Re�ste rovni
i:

(a) det

�

x� 1 �3

2� x 5

�

= 3 (b) det

�

sinx �3 
os x


os x sinx

�

= 2 sin

2

�

x

2

14. Spo�
t�ete determinant (u�zijte postupu z �ulohy 5).
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15. Lapla
eov�ym rozvojem podle t�ret��ho sloup
e spo�
t�ete determinant mati
e
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16. Vyj�ad�rete polynom stupn�e n pomo
�� determinantu stupn�e n� 1. (Vyu�zijte v�ysledku

p�red
hoz��ho p�r��kladu.)


