Matematika II — jaro 2005 — Vzor

1. (10 bodi) Definujte pojem ireducibilniho polynomu nad télesem 7. Charakterizujte ireducibilni
polynomy nad R a C. Dejte pfiklad ireducibilniho polynomu nad Q, ktery neni ireducibilni nad R.
Formulujte zakladni vétu algebry.

2. (10krat 1 bod (spravné 1 bod, chybné —1, bez odpovédi 0)) Odpovézte (Skrtnutim nehodiciho se
ano nebo ne na patficném fadku), zda jsou pravdiva nésledujici tvrzeni (¢téte velmi pozorné!):

(a)
(b)

ano —ne Pro libovolné dvé ¢tvercové matice stejného typu A a B, plati |A+ B| = |A|+|B].
ano —ne Je-li A regularni matice typu n xn a b typu n x 1 nad télesem 7', pak méa soustava
Ax = b pravé jedno teseni v T™.

ano — ne Polynom z? + 1 € R[z] je ireducibilni nad R.

ano — ne Mnozina {(z,y) € R? | 2 +y = 1} je podprostor vektorového prostoru R? nad R.
ano — ne Zobrazeni f : R?® — R? dané piedpisem f(z,y,z) = (z,yz) je linedrni zobrazeni
vektorovych prostori nad R.

ano —ne Ve vektorovém prostoru (C, +, -) nad R ma vektor 1 + i v bazi o = (1, 1) soufadnice
(1,4).

ano — ne V okruhu polynomt nad libovolnym télesem je stupen soucinu polynomi roven
souctu jejich stupn.

ano — ne Okruh (Zg, +, -) je téleso.

ano —ne Polynom f € C[z] stupné n ma pravé n kofenti (poéitame-li je véetné nasobnosti).
ano — ne Mnozina vSech feSeni libovolné homogeni soustavy nad R o n neznamych tvori
podprostor v R".

3. (10 bodt) Naleznéte vSechny racionalni kofeny polynomu 4x® — 3523 + 1522 + 40z + 12 € C[z] a
urcete jejich nasobnost.

4. (10 bodi) Rozlozte racionalni lomenou funkci
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na soucet parcialnich zlomkt nad Q.

5. (10 bodt) Urcete v8echna a € R takova, ze k matici
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existuje matice inverzni. Tuto inverzni matici urcete.

6. (10 bodt) V Zj feste soustavu linedrnich rovnic

r + 2y + 3z =1
2 + 3y + 4z =1
3r + 4y =1

Kolik m4 dana soustava feSeni?

7. (10 bodt) Ve vektorovém prostoru Rs[x] jsou dany baze a = (22, z,2 + 1,23 + 22 + 2+ 1) a
ﬁ:( 373:273:7 1)'
Urcete soufadnice vektoru u v bazi (5 vite-li, ze soutadnice v bazi « jsou : (1, 3,4,5).

Urcete soutadnice vektoru v v bazi « vite-li, Ze soufadnice v bazi [ jsou : (2,1,2, —1).



8. (10 bodt) Pro linearni zobrazeni f : R® — R3 urcené vztahy f((1,1,1)) = (1,2,3), f((1,1,0)) =
(1,0,-1), f((0,1,1)) = (1,1,1) najdéte matici tohoto zobrazeni v kanonické bézi.

Komentar

Uloha 1 je teoreticka. Student pfedvede porozuméni zékladnim pojmiim a vysledkiim probranjm
na prednéasce.

Uloha 2: otazky ano—ne. Kontroluje se pouze odpovéd — zdiivodnéni se nepozaduje (lze tedy
ytipovat®). Zaporné body se zapocitavaji pouze v ramci této ulohy. (Pokud student ziskd zaporny
pocet bodi, pak se do celkového souctu zapocita 0.)

Zb§vajici tlohy 3-8 jsou na praktické pocitani. Ulohy 3 a 4 se tfkaji polynomt, Ulohy 5-8
linedrni algebry.

Uloha 3 se tyka polynomti nad C — jejich kofenti a rozkladani na ireducibilni faktory. Viz.
sbirka k polynomtim, ptiklady 20-37.

Uloha 4 se tjka rozkladt racionalnich lomenych funkci nad Q a R. Nebo se zde objevi piiklad
na pocitani s Euklidovym algoritmem ¢i Bezoutovou rovnosti. Viz. sbirka k polynomitm, priklady
18-19, 49-51,54.

Uloha 5 je z ,maticového poétu“. Tzn. piiklad na vypocet soudinu matic, inverzni matice,
hodnosti matice ¢i determinantu matice. Kromé piikladu s parametrem se mize objevit i ptriklad s
matici typu n x n.

Uloha 6 je na feSeni soustavy rovnic. Rovnice se mohou Fesit i nad télesem Q, R nebo C.
Soustava muize byt s parametrem.

Uloha 7 je na baze a dimenze podprostort, respektive na poc¢itani soufadnic. Pifklad na v§podcet
soufadnic miiZze byt i v jiném prostoru, napt. R*. Mezi bazemi nemusi byt standardni baze. Piiklad
na bazi a dimenzi muze vypadat napiiklad takto:

V prostoru R* jsou ddny podprostory

U - <(17 27374)a (273a47 5)7 (3747 576)>7 V = {($1,$2,$3,$4) | T +[L‘2—2£L‘3 = O,I‘2+l’3—2$4 - 0}

Urcete baze a dimenze podprostoru V., U, V NU.

Podobny ptiklad v polynomech mtize mit podprostor zadany naptiklad takto: U = {f € Ry[x] |
£(0) = £(1) = 0},

Uloha 8 se tyka linedrniho zobrazeni. Kromé hledani matice zobrazeni v danych bazich (nemusi
byt kanonické), se mize objevit pfiklad na poc¢itani jadra a obrazu linearniho zobrazeni:

Uréete bdze a dimenze jddra a obrazu linedrniho zobrazeni g daného predpisem g : R* —
R3 g((w1, T2, 3, 74)) = (11 + To — T3, Tg + 274, 231 + Ty — 213 — 214).

Taktéz lze pozadovat rozhodnuti zda dané linearni zobrazeni je injektivni ¢i izomorfismus:

Urcete viechny parametry a,b € R takové, Ze linedrni zobrazeni h dané predpisem h : R® —
R3, h(xy, 9, 23) = (w1 + T2 + X3, T3 + 273, axy + bxs) je injektivni. Pro vhodnou dvojici a,b dejte
priklad dvou rizngch vektori u a v tak, Ze h(u) = h(v).



1.

Reseni

(a) Polynom f € T'[z] je ireducibilni nad télesem T, jestlize f je nekonstantni a nelze ho rozlozit
na soucin dvou nekonstantnich polynom.

b) Ireducibilnimi polynomy v R[z] jsou pravé linearni polynomy a kvadratické polynomy nemajici

( polynomy jsoup polynomy polynomy j
realné koteny.

(c) Ireducibilni polynomy v C[z] jsou pravé linearni polynomy.

(d) Ptiklad polynomu, ktery je ireducibilni nad Q, ale neni ireducibilni nad R: 23 — 2.

(e) Zéakladni véta algebry: Kazdy nekonstantni polynom z C[z]| m4 kofen v C.

Pozn: V nékterych odpovédi lze pouzit jiné ekvivalentni formulace. Napiiklad nasledujici odpovédi
bychom uznali.

(a) Polynom f € T'[z] je ireducibilni nad télesem T, jestlize f je nekonstantni a nelze ho rozlozit
na soucin dvou polynomi mensiho stupneé.

(b) Ireducibilnimi polynomy v R[z] jsou pravé linedrni polynomy a kvadratické polynomy se za-
pornym diskriminantem.

(e) Zékladni véta algebry: Ireducibilni polynomy v Clz] jsou pravé linedrni polynomy. nebo Polynom
f € Clz] stupné n md prdvé n kotent (pocitame-li je véetné nasobnosti).

Pozn: V piikladé (d) neni polynom x* — 2 ireducibilni nad R nebot (z — v/2)(x? + /22 + V/4).
Kdyby nebyl polynom x® — 2 ireducibilni nad Q, pak by byl délitelny linedrnim polynomem nad Q,
tzn. mél by racionalni kofen a to neni pravda.

(a) ne — staci vzit matice typu 2 x 2, napf. A = ( L0 ), B = ( 00 ), kde |A| = |B| =0,

00 01
|A+ B| =1.
(b) ano — A je regularni pravé tehdy, kdyz k ni existuje matice inverzni a pak méa pfislusna sou-
stava jediné feSeni v = A~'b.
(c) ne — polynom 2 + 1 ma kofen —1, tj. 2> + 1 = (z + 1)(z* — z + 1).
(d) ne — neobsahuje nulovy vektor (neni ani uzaviena na s¢itani vektori a nasobeni skalarem).
(e) ne — napt. f((0,1,0)) + £((0,0,1)) = (0,0) + (0,0) # (0,1) = £(0,1,1).
(f) ne — protoze 1 +i=1-1+1-1i jsou souradnice daného vektoru (1, 1). (Pozn. kazda souradnice
je prvkem télesa skalari — zde R.)
(g) ano — viz. pfednasky.
(h) ne — k prvku [2]¢ neexistuje inverze.
(i) ano — zakladni véta algebry.
(j) ano — nulovy vektor je feSenim, soucet dvou FeSeni je feSeni, nasobek FeSeni je feseni.

Koreny: jednoduchy —3; dvojnasobny 2; dvojnasobny —%.

:L’—l+ 3z —3 n 3x —3
2—2  (22-2)2 (22 -—2)%

Pro a = 0 je matice A nulova matice, ke které inverzni matice neexistuje. Pro a # 0 je

L1 1
Al = o -1 1
a 1 1 —1

MnozZina vsech feSeni
{(t+4,143t,t) |t € Zs} =(4,1,0) + ((1,3,1)).

méa 5 prvki.



7. Soufadnice vektoru u v béazi 3 jsou (5,6,12,9), nebot se jedna o vektor u = 523 + 622 + 12z + 9.
Soutadnice vektoru v v bazi a jsou (—1,3,—3,2), a je to vektor v = 223 + 2% + 2z — 1.

Reseni varianty z komentafe: Podprostor U mé dimenzi dva, nebot generujici mnozina vektort je
linedrné zavisla. Baze podprostoru U je napfiklad ((1,2,3,4),(2,3,4,5))nebo ((1,2,3,4),(1,1,1,1)).
Podprostor V' ma dimenzi dva, nebot soustava rovnic ma hodnost matice 2 (a dimenze je tudiz
4 — 2). Baze — staci vzit dvé linedrné nezéavisla feseni — napf. ((3,—1,1,0),(—2,2,0,1)) nebo
((1,1,1,1),(4,0,2,1)). Podprostor U NV mé& dimenzi 1, baze ((1,1,1,1)).

8. Matice zobrazeni f od baze a ke kanonické bézi e = ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) je

1 11
Fo=12 01
3 -1 1
Matice prechodu od baze a k bazi € je
110
FP,=11 11
1 01

Matici zobrazeni od kanonické baze ¢ ke kanonické bazi e uréime takto: (F, = Fo-o P = Fo-(Py) ™ .
Vysledek (zkouskou lze zkontrolovat spravnost):

0 10
Fo=(1 -1 2
2 -3 4

Reseni prvni varianty z komentare: Matice linearniho zobrazeni g v kanonickych bazich je

11 -1 0
M=101 0 2
21 -2 =2

Jadro je mnozina feseni piislusné soustavy:
Ker(g) = {(s+2t,—2t,s,t) | s,t € R} =((1,0,1,0),(2,-2,0,1)).
Dimenze je tedy 2, baze napt. ((1,0,1,0),(2,-2,0,1)).
Obraz je generovan sloupci matice
Im(g) =((1,0,2),(1,1,1),(—=1,0,-2), (0,2, —2)).

Dimenze I'm(g) je tedy h(M). Dle predchozich vypocti (eliminace matice M) je h(M) = 2 a bazi
1ze volit ((1,0,2),(1,1,1)). Pro kontrolu: dim(Ker(g)) + dim(Im(g)) =2 + 2 = 4, coz je skutecné
dimenze prostoru z néjz zobrazeni g vychazi.

Reseni druhé varianty z komentéie:

Matice zobrazeni h v kanonické bazi je

Otézka zni, zda ma prislusna homogenni soustava rovnic pouze nulové feseni. Eliminaci pfevedeme
matici do tvaru

11 1

01 2

0 0 a+d
Zobrazeni h je tedy injektivni pravé tehdy, kdyz a 4+ b # 0. P¥iklad: pro @ = b = 0 mame (1, —2,1)
nenulové Feseni sostavy, tj. f((1,—2,1)) = f((0,0,0)) = (0,0,0).



