
Vlastnosti polynomù

Buï (R;+; �) komutativní okruh. Pak (R[x℄;+; �) je také komu-

tativní okruh. Øekneme, ¾e polynom f 2 R[x℄ dìlí polynom

g 2 R[x℄, jestli¾e existuje polynom w 2 R[x℄ takový, ¾e g = f �w.

Pak rovnì¾ øíkáme, ¾e polynom f je dìlitel polynomu g, a pí-

¹eme f j g. Následuje vìta o dìlení polynomù se zbytkem.

Vìta. Neh» (R;+; �) je komutativní okruh, neh» f; g 2 R[x℄

jsou dva polynomy splòujíí g 6= 0 a neh» vedouí koe�ient

polynomu g je jednotka okruhu (R;+; �). Pak existují polynomy

q; r 2 R[x℄ takové, ¾e platí

f = g�q + r; st(r) < st(g):

Pøitom tyto polynomy q; r jsou urèeny jednoznaènì.

Poznámka. Polynom q se potom nazývá podíl a polynom

r zbytek po dìlení polynomu f polynomem g.

Dùkaz. Doká¾eme nejprve existeni potøebnýh polynomù

q; r. Je-li st(f) < st(g), pak mù¾eme vzít q = 0 a r = f . Pøed-

pokládejme tedy dále, ¾e st(f) � st(g). Polo¾me n = st(f) a

k = st(g). Pak tedy máme n � k � 0. Budeme postupovat in-

dukí vzhledem k n. Je-li n = 0, pak k = 0, èili g je nenulový

konstantní polynom, který vidìn jako prvek okruhu (R;+; �) je

podle pøedpokladu v tomto okruhu jednotkou. Existuje zde tedy

k nìmu prvek inverzní g

�1

, který hápán zase jako konstantní

polynom v R[x℄ je inverzním prvkem ke g v okruhu (R[x℄;+; �).

Pak mù¾eme polo¾it q = g

�1

�f a r = 0. Neh» tedy dále n � 1.

Podle indukèního pøedpokladu pak po¾adované polynomy z tvr-

zení vìty existují, bereme-li místo f libovolné polynomy stupnì

men¹ího ne¾ n. Neh» f

n

, resp. g

k

jsou vedouí koe�ienty poly-

nomù f , resp g. Pak g

k

je podle pøedpokladu jednotka okruhu

(R;+; �), tak¾e existuje k ní inverzní prvek g

�1

k

. Uva¾me polynom
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p = (f

n

g

�1

k

)x

n�k

�g. Tento polynom p je stupnì n a má vedouí

koe�ient roven f

n

. Vezmìme nyní polynom h = f � p. Pak

polynom h je stupnì men¹ího ne¾ n. Podle zmínìného indukè-

ního pøedpokladu tedy existují polynomy q; r 2 R[x℄ takové,

¾e h = g�q + r a st(r) < st(g). Èili f � p = g�q + r, odkud

plyne f = p + g�q + r. Podle de�nie polynomu p odtud plyne

f = g�(f

n

g

�1

k

x

n�k

+ q) + r, o¾ dokazuje existeni polynomù

po¾adovanýh v tvrzení vìty také pro polynom f .

Doká¾eme dále jednoznaènost polynomù q; r po¾adovanýh

v tvrzení vìty. Neh» tedy q; q

0

; r; r

0

2 R[x℄ jsou takové polynomy,

¾e platí f = g�q + r a také f = g�q

0

+ r

0

, pøièem¾ st(r) < st(g)

a také st(r

0

) < st(g). To znamená, ¾e pak máme g�q + r =

g�q

0

+ r

0

, tak¾e dostáváme g�(q � q

0

) = r

0

� r. Jestli¾e q 6= q

0

,

tak¾e q� q

0

6= 0, polo¾me ` = st(q� q

0

), a kromì toho opìt také

k = st(g). Neh» g

k

, resp. q

`

jsou vedouí koe�ienty polynomù g,

resp. q�q

0

. Ponìvad¾ q

`

6= 0 a g

k

je podle pøedpokladu jednotka

okruhu (R;+; �), plyne odtud, ¾e také g

k

q

`

6= 0. To ale znamená,

¾e g�(q � q

0

) je polynom stupnì k + ` s vedouím koe�ientem

g

k

q

`

. Na druhé stranì ov¹em st(r

0

� r) � maxfst(r); st(r

0

)g <

st(g), èili st(r

0

� r) < k. Ov¹em k � k + `, nebo» ` � 0, o¾

znamená, ¾e st(r

0

� r) < st(g�(q � q

0

)). To je ale ve sporu s tím,

¾e g�(q�q

0

) = r

0

�r. Nutnì tedy musí být q = q

0

, tak¾e q�q

0

= 0,

odkud plyne, ¾e také r

0

� r = 0, èili r = r

0

.

Buï (R;+; �) komutativní okruh. Polynom h 2 R[x℄ se na-

zývá spoleèný dìlitel polynomù f; g 2 R[x℄, jestli¾e h j f a

také h j g. Polynom s 2 R[x℄ se nazývá nejvìt¹í spoleèný dì-

litel polynomù f; g 2 R[x℄, jestli¾e s j f a s j g a naví je splnìna

podmínka, ¾e pro ka¾dý polynom w 2 R[x℄ takový, ¾e w j f a

w j g, platí, ¾e w j s. Odnikud ale neplyne, ¾e nejvìt¹í spoleèný

dìlitel danýh dvou polynomù f; g 2 R[x℄ musí v¾dy existovat,

ani ¾e je snad urèen jednoznaènì. Uvedeme, za jakýh pøedpo-

kladù se lze k tìmto po¾adavkùm pøiblí¾it.
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Tvrzení. Buï (R;+; �) obor integrity. Neh» f; g 2 R[x℄ jsou

libovolné dva polynomy takové, ¾e existuje jejih nejvìt¹í spo-

leèný dìlitel s 2 R[x℄. Pak nejvìt¹í spoleèní dìlitelé polynomù

f; g jsou právì v¹ehny polynomy tvaru a�s, kde a 2 R[x℄ je

konstantní polynom odpovídajíí jednote okruhu (R;+; �).

Poznámka. To znamená, ¾e je-li (R;+; �) obor integrity, pak

nejvìt¹í spoleèný dìlitel dvou polynomù z R[x℄, pokud existuje,

je urèen jednoznaènì a¾ na násobek jednotkou z okruhu (R;+; �).

Dùkaz. Neh» t 2 R[x℄ je libovolný nejvìt¹í spoleèný dìli-

tel polynomù f; g. Pak z de�nie plyne, ¾e s j t i t j s. Existují

tedy polynomy a; b 2 R[x℄ takové, ¾e t = a�s a s = b�t. To

znamená, ¾e napøíklad t = a�b�t. Odtud podle poznatkù o stup-

níh polynomù z minulé kapitoly plyne, ¾e st(t) = st(a�b�t) =

st(a�b)+st(t). Je-li st(t) = �1, tedy je-li t nulový polynom, pak

také s je nulový polynom, tak¾e máme kupøíkladu t = 1�s. Je-li

st(t) � 0, pak z pøedhozí rovnosti se stupni polynomù plyne,

¾e st(a�b) = 0, tak¾e st(a) + st(b) = 0, a tedy st(a) = st(b) = 0.

Jsou tedy a; b konstantní polynomy, a ponìvad¾ 1�t = t = a�b�t

a také (R[x℄;+; �) je obor integrity, plyne odtud kráením, ¾e

1 = a�b, tak¾e a; b jsou jednotky okruhu (R;+; �).

Naopak je-li t = a�s, kde a je jednotka okruhu (R;+; �), pak

s j t, a dále máme s = a

�1

�t, tak¾e rovnì¾ t j s. To má za následek,

¾e z toho, ¾e s j f a s j g, plyne také, ¾e t j f a t j g. Je-li dále

w 2 R[x℄ polynom takový, ¾e w j f a w j g, pak w j s, a ponìvad¾

s j t, plyne odtud, ¾e w j t. Je tedy t rovnì¾ nejvìt¹í spoleèný

dìlitel polynomù f; g.

Vìta. Buï (R;+; �) tìleso. Pak pro libovolné dva polynomy

f; g 2 R[x℄ existuje jejih nejvìt¹í spoleèný dìlitel v R[x℄.

Dùkaz. Jsou-li oba polynomy f; g nulové, je jejih nejvìt¹ím

spoleèným dìlitelem nulový polynom. Je-li právì jeden z po-

lynomù f; g nulový, pak jejih nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem
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je druhý z tìhto polynomù, tedy ten polynom, který je ne-

nulový. Pøedpokládejme tedy dále, ¾e oba polynomy f; g jsou

nenulové. Pak mají tyto polynomy nenulové vedouí koe�i-

enty, a ty jsou pøitom jednotkami v (R;+; �), nebo» jde o tì-

leso. Pak se k nalezení nejvìt¹ího spoleèného dìlitele polynomù

f; g pou¾ije podobnì jako v kapitole o elýh èísleh následujíí

Euklidùv algoritmus. Provádí se postupnì dìlìní se zbytkem,

tentokrát podle první vìty této kapitoly. To znamená, ¾e se hle-

dají polynomy q

0

; q

1

; : : : ; q

n

; q

n+1

2 R[x℄ a nenulové polynomy

r

0

; r

1

; : : : ; r

n

2 R[x℄ takové, ¾e platí:

f = g�q

0

+ r

0

; st(r

0

) < st(g);

g = r

0

�q

1

+ r

1

; st(r

1

) < st(r

0

);

r

0

= r

1

�q

2

+ r

2

; st(r

2

) < st(r

1

);

r

1

= r

2

�q

3

+ r

3

; st(r

3

) < st(r

2

);

: : :

r

n�2

= r

n�1

�q

n

+ r

n

; st(r

n

) < st(r

n�1

);

r

n�1

= r

n

�q

n+1

:

Poslední dìlení je tedy vlastnì tvaru r

n�1

= r

n

�q

n+1

+ r

n+1

, kde

ale r

n+1

je nulový polynom. Ponìvad¾ st(g) > st(r

0

) > st(r

1

) >

st(r

2

) > : : : , musí tato posloupnost dìlení opravdu skonèit uve-

deným zpùsobem, o¾ znamená, ¾e buïto ji¾ r

0

je nulový poly-

nom pokud g j f , anebo skuteènì existuje n 2 N [ f0g takové,

¾e r

n+1

je nulový polynom. V situai, kdy r

0

je nulový poly-

nom, polo¾me n = �1 a oznaème je¹tì r

�1

= g. Pak stejnou

argumentaí jako v kapitole o elýh èísleh dospìjeme ke zji¹-

tìní, ¾e je to polynom r

n

, který je nejvìt¹ím spoleèným dìlitelem

polynomù f; g.

Buï (R;+; �) komutativní okruh. Je-li f 2 R[x℄ nenulový po-

lynom, jeho¾ vedouí koe�ient je jednotkovým prvkem okruhu

(R;+; �), èili je roven 1, øíkáme, ¾e f je normovaný polynom.
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Z pøedhozí vìty a z tvrzení jemu pøedházejíího plyne ná-

sledujíí fakt.

Dùsledek. Buï (R;+; �) tìleso. Pak pro libovolné dva po-

lynomy f; g 2 R[x℄, z nih¾ alespoò jeden je nenulový, existuje

normovaný polynom v R[x℄, který je jejih nejvìt¹ím spoleèným

dìlitelem, a tento polynom je jediný.

V situai z právì uvedeného dùsledku znaèíme normovaný

nejvìt¹í spoleèný dìlitel polynomù f; g symbolem (f; g). Naví

pro nulový polynom 0 klademe (0; 0) = 0.

Z pøedhozí vìty o existeni nejvìt¹ího spoleèného dìlitele

pro libovolné dva polynomy nad daným tìlesem a z jejího dù-

kazu prostøednitvím Euklidova algoritmu plyne podobnì jako

v kapitole o elýh èísleh následujíí Bezoutova rovnost:

Vìta. Buï (R;+; �) tìleso. Pak pro libovolné dva polynomy

f; g 2 R[x℄ existují takové dva polynomy u; v 2 R[x℄, ¾e platí

rovnost (f; g) = f �u+ g�v.

Poznámka. Jsou-li oba polynomy f; g nekonstantní, pak lze

zvolit polynomy u; v tak, ¾e st(u) < st(g) a st(v) < st(f).

Dùkaz. Tvrzení vìty samo se odvodí z Euklidova algoritmu

obdobnou argumentaí jako v kapitole o elýh èísleh. Podrob-

nou analýzou stupòù polynomù vystupujííh v tìhto argumen-

teh je mo¾né obdr¾et také tvrzení uvedené v poznáme.

Buï (R;+; �) tìleso. Pak polynomy f; g 2 R[x℄ se nazývají

nesoudìlné, jestli¾e (f; g) = 1.

Dùsledek. Buï (R;+; �) tìleso. Jestli¾e pro nìjaké polynomy

f; g; h 2 R[x℄ platí f j g�h a souèasnì (f; g) = 1, pak odtud

plyne, ¾e f jh.

Dùkaz. Postupujeme analogiky jako v kapitole o elýh

èísleh. Jestli¾e tedy (f; g) = 1, pak podle pøedhozí vìty existují
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polynomy u; v 2 R[x℄ takové, ¾e 1 = f �u + g�v. Vynásobením

polynomem h odtud dostáváme h = f �h�u+ g�h�v. Jestli¾e nyní

f j g�h, plyne odtud, ¾e f jh.

Neh» (R;+; �) je komutativní okruh. Øíkáme, ¾e polynom

f 2 R[x℄ je ireduibilní nad R, jestli¾e f není konstantní

polynom a jestli¾e neexistují polynomy g; h 2 R[x℄, oba nikoliv

konstantní polynomy, pro nì¾ by platilo f = g�h.

Poznamenejme, ¾e je-li (R;+; �) tìleso a jsou-li f; g 2 R[x℄

dva normované polynomy, které jsou ireduibilní nad R, pak

buïto f = g, anebo (f; g) = 1.

Vìta. Buï (R;+; �) tìleso. Pak pro ka¾dý nenulový polynom

f 2 R[x℄ existují èíslo k 2 N [f0g, konstantní polynom a 2 R[x℄

a normované polynomy p

1

; p

2

; : : : ; p

k

2 R[x℄ ireduibilní nad R

takové, ¾e platí

f = a�p

1

�p

2

� : : : �p

k

:

Tento rozklad polynomu f je pøitom jediný a¾ na poøadí èinitelù

p

1

; p

2

; : : : ; p

k

.

Poznámka. Tuto skuteènost oznaèujeme slovy, ¾e v pøípadì,

kdy¾ (R;+; �) je tìleso, okruh (R[x℄;+; �) je okruhem s jedno-

znaèným rozkladem.

Dùkaz. Existeni uvedeného rozkladu lze dokázat indukí

vzhledem ke stupni polynomu f podobnì, jak byla dokázána-

existene rozkladù pøirozenýh èísel na souèin prvoèísel.

Jednoznaènost zmínìného rozkladu lze dokázat s vyu¾itím

pøedhozího dùsledku argumenty podobnými tìm, jimi¾ byla

dokázána jednoznaènost rozkladù pøirozenýh èísel na souèin

prvoèísel.
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