Vlastnosti polynomu

Bud (R, +, ) komutativni okruh. Pak (R[z], +, ) je také komu-
tativni okruh. Rekneme, Ze polynom f € R[z] d&li polynom
g € R[x], jestliZe existuje polynom w € R[z] takovy, ze g = f-w.
Pak rovnéz rikame, ze polynom f je délitel polynomu g, a pi-
seme f |g. Nésleduje véta o déleni polynomi se zbytkem.

Véta. Necht (R, +,-) je komutativni okruh, necht f, g € R[x]
jsou dva polynomy splnujici ¢ # 0 a necht vedouci koeficient
polynomu g je jednotka okruhu (R, +, -). Pak existuji polynomy
q,r € R[z] takové, Ze plati

f=gq+r st(r)<st(g).
Pritom tyto polynomy ¢, r jsou urceny jednoznacné.

Poznamka. Polynom ¢ se potom nazyva podil a polynom
r zbytek po déleni polynomu f polynomem g.

Dukaz. Dokéazeme nejprve existenci potrebnych polynomi
g,r. Je-li st(f) < st(g), pak mizeme vzit ¢ = 0 a r = f. Pred-
pokladejme tedy déle, ze st(f) > st(g). Polozme n = st(f) a
k = st(g). Pak tedy mame n > k > 0. Budeme postupovat in-
dukci vzhledem k n. Je-li n = 0, pak k£ = 0, ¢ili g je nenulovy
konstantni polynom, ktery vidén jako prvek okruhu (R, +,-) je
podle predpokladu v tomto okruhu jednotkou. Existuje zde tedy
k nému prvek inverzni ¢g~!, ktery chapan zase jako konstantni
polynom v R[z] je inverznim prvkem ke g v okruhu (R[z],+, ).
Pak mizeme polozit ¢ = ¢~!-f a r = 0. Necht tedy dale n > 1.
Podle induké¢éniho predpokladu pak pozadované polynomy z tvr-
zeni véty existuji, bereme-li misto f libovolné polynomy stupné
mensiho nez n. Necht f,,, resp. g; jsou vedouci koeficienty poly-
nomi f, resp g. Pak g, je podle predpokladu jednotka okruhu
(R, +,-), takze existuje k nf inverzn{ prvek g, '. Uvazme polynom
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p = (fugy})x"*-g. Tento polynom p je stupné n a ma vedouci
koeficient roven f,,. Vezméme nyni polynom h = f — p. Pak
polynom A je stupné mensiho nez n. Podle zminéného indukc-
niho predpokladu tedy existuji polynomy ¢,r € R[z] takové,
7e h = g-q+r a st(r) < st(g). Cili f —p = g-¢ + r, odkud
plyne f = p+ g-g + r. Podle definice polynomu p odtud plyne
f = g(fugi'z" %+ q) + r, coz dokazuje existenci polynomt
pozadovanych v tvrzeni véty také pro polynom f.

Dokéazeme dale jednoznacnost polynomi ¢q,r pozadovanych
v tvrzeni véty. Necht tedy q, ¢/, r, 7’ € R[z] jsou takové polynomy,
ze plati f = g-q+r a také f = g-¢' + 1/, pficemz st(r) < st(g)
a také st(r’) < st(g). To znamend, ze pak mame g-g + 1 =
g-q + ', takze dostavame g-(q — ¢') = r' — r. Jestlize ¢ # ¢/,
takze ¢ — ¢’ # 0, polozme £ = st(q¢ — ¢’), a kromé toho opét také
k = st(g). Necht g, resp. g, jsou vedouci koeficienty polynomi g,
resp. ¢ —¢q'. Ponévadz g, # 0 a g;, je podle predpokladu jednotka
okruhu (R, +, -), plyne odtud, Ze také g; g, # 0. To ale znamen4,
ze g-(q — ¢') je polynom stupné k + ¢ s vedoucim koeficientem
g1 qy- Na druhé strané ovsem st(r’ — r) < max{st(r),st(r')} <
st(g), ¢ili st(r' —r) < k. Ovsem k < k + ¢, nebot £ > 0, coz
znamend, ze st(r' —r) <st(g-(¢ — ¢')). To je ale ve sporu s tim,
ze g-(q—q') = r'—r. Nutné tedy musi byt ¢ = ¢/, takze g—¢' = 0,
odkud plyne, ze také v’ —r =0, ¢ili r = 1.

Bud (R, +,) komutativni okruh. Polynom h € R[z] se na-
zyvéa spoleény délitel polynomt f,g € R[z], jestlize h|f a
také h | g. Polynom s € R[z] se nazyva nejvétsi spoleény dé-
litel polynomi f,g € R[z], jestlize s| f a s|g anavic je splnéna
podminka, ze pro kazdy polynom w € R[z] takovy, ze w|f a
w | g, plati, Ze w|s. Odnikud ale neplyne, Ze nejvétsi spolecny
délitel danych dvou polynomu f,g € R[z] musi vzdy existovat,
ani ze je snad urcen jednoznacné. Uvedeme, za jakych predpo-
kladt se Ize k témto pozadavkim priblizit.



Tvrzeni. Bud (R, +, ) obor integrity. Necht f, g € R[z] jsou
libovolné dva polynomy takové, ze existuje jejich nejvétsi spo-
le¢ny délitel s € R[x]. Pak nejvétsi spolecni délitelé polynomi
f,g jsou pravé vsechny polynomy tvaru a-s, kde a € R[z] je
konstantni polynom odpovidajici jednotce okruhu (R, +,-).

Poznamka. To znamend, ze je-li (R, +, ) obor integrity, pak
nejvétsi spolecny délitel dvou polynomt z R[z], pokud existuje,
je urcen jednoznac¢né az na nasobek jednotkou z okruhu (R, +, -).

Dukaz. Necht t € R[z] je libovolny nejvétsi spolecény déli-
tel polynomu f,g. Pak z definice plyne, ze s|t i t|s. Existuji
tedy polynomy a,b € R[z] takové, ze t = a-s a s = b-t. To
znamend, ze napriklad ¢ = a-b-t. Odtud podle poznatki o stup-
nich polynomut z minulé kapitoly plyne, Ze st(t) = st(a-b-t) =
st(a-b)+st(t). Je-li st(t) = —oo, tedy je-li £ nulovy polynom, pak
také s je nulovy polynom, takze mame kuprikladu ¢ = 1-s. Je-li
st(t) > 0, pak z predchozi rovnosti se stupni polynomt plyne,
ze st(a-b) = 0, takze st(a) + st(b) = 0, a tedy st(a) = st(b) = 0.
Jsou tedy a, b konstantni polynomy, a ponévadz 1-t =t = a-b-t
a také (R[z],+,+) je obor integrity, plyne odtud kracenim, ze
1 = a-b, takZe a,b jsou jednotky okruhu (R, +,-).

Naopak je-li ¢ = a-s, kde a je jednotka okruhu (R, +, '), pak
s|t, a ddle madme s = a1t takZe rovnéz t | s. To mé za nésledek,
ze z toho, ze s|f a s|g, plyne také, ze t|f a t|g. Je-li dale
w € R|z] polynom takovy, ze w | f a w|g, pak w|s, a ponévadz
s|t, plyne odtud, ze w|t. Je tedy ¢t rovnéz nejvétsi spolecny
délitel polynom f,g.

Véta. Bud (R, +, ) téleso. Pak pro libovolné dva polynomy
f, g € R|z] existuje jejich nejvétsi spolecny délitel v R[z].

Dukaz. Jsou-li oba polynomy f, g nulové, je jejich nejvétsim
spolecnym délitelem nulovy polynom. Je-li praveé jeden z po-
lynomta f, g nulovy, pak jejich nejvétsim spolecnym délitelem



je druhy z téchto polynomt, tedy ten polynom, ktery je ne-
nulovy. Predpokladejme tedy dale, ze oba polynomy f, g jsou
nenulové. Pak maji tyto polynomy nenulové vedouci koefici-
enty, a ty jsou pritom jednotkami v (R,+,-), nebot jde o té-
leso. Pak se k nalezeni nejvétsiho spolecného délitele polynomi
f, g pouzije podobné jako v kapitole o celych cislech nasledujici
Euklidav algoritmus. Provadi se postupné déléni se zbytkem,
tentokrat podle prvni véty této kapitoly. To znamena, ze se hle-

daji polynomy qo, q1,---,qn, gus1 € R[z] a nenulové polynomy
ro, 1, - - -, n € R[x] takové, Ze plati:

f=g4q+re st(ro) <st(g),

g=ro-q1+7r1, st(r) <st(ro),

ro = r1-qs + 12, st(ry) < st(ry),

Ty = ro-q3 + 13, st(rs) < st(ra),

Tneg = Tp1-Qn + T, st(r,) <st(r,—1),

Tn—1=Tnqn+1-

Posledni déleni je tedy vlastné tvaru r,_1 = r-gue1 + a1, kde
ale 7,41 je nulovy polynom. Ponévadz st(g) > st(ry) > st(ry) >
st(rg) > ..., musi tato posloupnost déleni opravdu skoncit uve-
denym zptusobem, coz znamena, ze budto jiz ry je nulovy poly-
nom pokud ¢ | f, anebo skutecné existuje n € N U {0} takové,
ze r,41 je nulovy polynom. V situaci, kdy ry je nulovy poly-
nom, polozme n = —1 a oznaCme jesté r_; = g. Pak stejnou
argumentaci jako v kapitole o celych cislech dospéjeme ke zjis-
téni, ze je to polynom r,,, ktery je nejvétsim spolecnym délitelem
polynomi f,g

Bud (R, +, -) komutativni okruh. Je-li f € R[z] nenulovy po-
lynom, jehoz vedouci koeficient je jednotkovym prvkem okruhu
(R,+, ), ¢ili je roven 1, fikdme, Ze f je normovany polynom.
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Z predchozi véty a z tvrzeni jemu predchazejiciho plyne na-
sledujici fakt.

Disledek. Bud (R,+,:) téleso. Pak pro libovolné dva po-
lynomy f,g € R|z], z nichz alespon jeden je nenulovy, existuje
normovany polynom v R[z], ktery je jejich nejvétsim spole¢nym
délitelem, a tento polynom je jediny.

V situaci z pravé uvedeného diisledku znacime normovany
nejvétsi spolecny délitel polynomi f, g symbolem (f, g). Navic
pro nulovy polynom 0 klademe (0, 0) = 0.

Z predchozi véty o existenci nejvétsiho spolecného délitele
pro libovolné dva polynomy nad danym télesem a z jejiho di-
kazu prostrednictvim Euklidova algoritmu plyne podobné jako
v kapitole o celych cislech nasledujici Bezoutova rovnost:

Véta. Bud (R, +,-) téleso. Pak pro libovolné dva polynomy
f,g € Rlz] existuji takové dva polynomy u,v € R|z], Ze plati
rovnost (f,g) = f-u+ g-v.

Poznamka. Jsou-li oba polynomy f, g nekonstantni, pak lze
zvolit polynomy u, v tak, ze st(u) < st(g) a st(v) < st(f).

Dukaz. Tvrzeni véty samo se odvodi z Euklidova algoritmu
obdobnou argumentaci jako v kapitole o celych cislech. Podrob-
nou analyzou stupni polynomi vystupujicich v téchto argumen-
tech je mozné obdrzet také tvrzeni uvedené v poznamce.

Bud (R, +,-) téleso. Pak polynomy f,g € R[z] se nazyvaji
nesoudélné, jestlize (f,g) = 1.

Disledek. Bud (R, +, -) téleso. Jestlize pro néjaké polynomy
f,9,h € Rlz] plati f|g-h a soucasné (f,g) = 1, pak odtud
plyne, ze f | h.

Dukaz. Postupujeme analogicky jako v kapitole o celych
¢islech. Jestlize tedy (f, g) = 1, pak podle predchozi véty existuji
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polynomy u,v € R[z] takové, ze 1 = f-u + g-v. Vynasobenim
polynomem h odtud dostavame h = f-h-u + g-h-v. Jestlize nyni
f1g-h, plyne odtud, ze f|h.

Necht (R, +,-) je komutativni okruh. Rikdme, Ze polynom
f € R|z] je ireducibilni nad R, jestlize f neni konstantni
polynom a jestlize neexistuji polynomy g, h € R[z], oba nikoliv
konstantni polynomy, pro néz by platilo f = g-h.

Poznamenejme, ze je-li (R, +,") téleso a jsou-li f,g € R[z]
dva normované polynomy, které jsou ireducibilni nad R, pak
budto f = g, anebo (f,g) = 1.

Véta. Bud (R, +, ) téleso. Pak pro kazdy nenulovy polynom
f € R[x] existuji ¢islo kK € NU{0}, konstantni polynom a € R|[z]
a normované polynomy pi, ps, ..., pr € R[z]| ireducibilni nad R
takové, ze plati
f=apips... pr
Tento rozklad polynomu f je pritom jediny az na poradi ¢initeli
P, P2, - Pk-

Poznamka. Tuto skutecnost oznacujeme slovy, ze v pripadé,
kdyz (R, +, -) je téleso, okruh (R[z],+, ) je okruhem s jedno-
znacnym rozkladem.

Dtkaz. Existenci uvedeného rozkladu lze dokazat indukci
vzhledem ke stupni polynomu f podobné, jak byla dokizana-
existence rozkladl prirozenych cisel na soucin prvocisel.

Jednoznacnost zminéného rozkladu lze dokazat s vyuzitim
predchoziho disledku argumenty podobnymi tém, jimiz byla
dokazana jednoznacnost rozkladt prirozenych cisel na soucin
prvocisel.



