
Determinanty

Ne
h» A = (a

ij

) je ètver
ová mati
e øádu n nad komutativním

okruhem (R;+; �). Pak determinant mati
e A je prvek z R

oznaèovaný symbolem jAj a de�novaný pøedpisem

jAj =

X

�2S
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Pøipomeòme, ¾e S

n

znaèí mno¾inu v¹e
h permuta
í mno¾iny

f1; 2; : : : ; ng. Sèítá se tedy pøes v¹e
hny permuta
e � mno¾iny

f1; 2; : : : ; ng. Pøitom }(�) je parita permuta
e � 2 S

n

, tedy

hodnota 1 nebo �1, kterou mù¾eme 
hápat jako prvek z R.

Jednotlivý souèin }(�) �a

1�(1)

�a

2�(2)

� : : : �a

n�(n)

pro vybranou

permuta
i � 2 S

n

se nazývá èlen determinantu jAj. Ponìvad¾

� je bijek
e mno¾iny f1; 2; : : : ; ng na ni samotnou, lze ji 
hápat

jako bijek
i mno¾iny v¹e
h øádkový
h indexù na mno¾inu v¹e
h

sloup
ový
h indexù. Tak¾e souèin a

1�(1)

�a

2�(2)

� : : : �a

n�(n)

je pak

vytvoøen z n prvkù mati
e A vybraný
h tak, ¾e z ka¾dého øádku

a z ka¾dého sloup
e mati
e je vybrán právì jeden prvek. Naví


je tento souèin je opatøen znaménkem ve shodì s paritou }(�)

permuta
e �, která je vlastnì permuta
í utvoøenou z øádkový
h

a sloup
ový
h indexù vybraný
h n prvkù.



Pro poèáteèní hodnoty n = 1; 2; 3 dává pøed
hozí de�ni
e

následují
í vztahy pro výpoèet pøíslu¹ný
h determinantù:
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Poslední vztah pro n = 3 bývá uvádìn jako Sarrusovo pravidlo.

Podobná pravidla plynou
í pøímo z de�ni
e determinantu by

bylo mo¾no psát i pro hodnoty n > 3. Poèty èlenù v tì
hto

pravidle
h v¹ak velmi ry
hle rostou | pro dané n je tì
hto èlenù


elkem n!.

Tvrzení. Pro libovolnou ètver
ovou mati
i A = (a

ij

) øádu n

nad komutativním okruhem (R;+; �) platí

jA

>

j = jAj ;

tedy transponováním mati
e A se hodnota determinantu této

mati
e nemìní.

Dùkaz. Uká¾eme, ¾e ve vyjádøení obou determinantù podle

de�ni
e se objevují tyté¾ èleny. Buï � 2 S

n

libovolná permuta
e.

Jí odpovídá èlen }(�) � a

1�(1)

�a

2�(2)

� : : : �a

n�(n)

determinantu jAj.

Vezmìme nyní inverzní permuta
i �

�1

a uva¾me k ní souèin

}(�

�1

) � a

�

�1

(1) 1

�a

�

�1

(2) 2

� : : : �a

�

�1

(n)n

. Podle de�ni
e transpono-

vané mati
eA

>

je ov¹em tento souèin èlenem determinantu jA

>

j.

Z kapitoly o permuta
í
h ale víme, ¾e }(�

�1

) = }(�). Vzhledem

ke komutativitì násobení v okruhu (R;+; �) odtud plyne, ¾e oba

uvedené souèiny jsou stejné. Jsou tedy oba zmínìné determi-

nanty souèty stejný
h èlenù, tak¾e jsou si rovny.



Tvrzení. Pozùstává-li nìkterý øádek dané ètver
ové mati
e

A = (a

ij

) øádu n z nulový
h prvkù okruhu (R;+; �), pak jAj = 0.

Dùkaz. Potom toti¾ ka¾dý èlen }(�) �a

1�(1)

�a

2�(2)

� : : : �a

n�(n)

determinantu jAj obsahuje nulový èinitel, toti¾ prvek a

i �(i)

, kde

i je index dotyèného nulového øádku mati
e A.

Poznámka. Analogi
ké tvrzení platí rovnì¾ pro sloup
e ma-

ti
e A. Plyne to bezprostøednì z pøed
hozího tvrzení o determi-

nante
h transponovaný
h mati
. Podobnì tomu bude i v dal¹í
h

tvrzení
h tohoto typu.

Tvrzení. Jsou-li nìkteré dva øádky dané ètver
ové mati
e

A = (a

ij

) øádu n stejné, pak jAj = 0.

Dùkaz. Ne
h» øádky mati
e A s indexy k; `, kde k 6= `, jsou

stejné, tak¾e a

kj

= a

`j

pro v¹e
hna j = 1; 2; : : : ; n. Uva¾me libo-

volnou permuta
i � 2 S

n

a k ní permuta
i � = � Æ

�

k `

�

. Pak

�(k) = �(`) a �(`) = �(k), tak¾e a

k �(k)

= a

` �(`)

a a

` �(`)

= a

k �(k)

.

Kromì toho pro v¹e
hna i 2 f1; 2; : : : ; ng�fk; `g je �(i) = �(i),

a tedy a

i �(i)

= a

i �(i)

. Naví
 }(�) = �}(�). To znamená, ¾e èleny

}(�) � a

1�(1)
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� : : : �a

n�(n)

a }(�) � a

1 �(1)

�a

2 �(2)

� : : : �a

n �(n)

de-

terminantu jAj se li¹í pouze znaménkem, èili jsou to navzájem

opaèné prvky okruhu (R;+; �). Podotkneme-li k tomu je¹tì, ¾e

zase naopak � = � Æ

�

k `

�

, vidíme, ¾e èleny determinantu jAj se

rozpadnou do dvoji
, které se navzájem odeètou, tak¾e jAj = 0.



Tvrzení. Vznikne-li mati
eB = (b

ij

) pøehozením dvou øádkù

dané ètver
ové mati
e A = (a

ij

) øádu n, pak jBj = �jAj.

Dùkaz. Ne
h» mati
e B vznikla pøehozením k-tého a `-tého

øádku mati
e A, kde k 6= `, tak¾e b

kj

= a

`j

a b

`j

= a

kj

pro

v¹e
hna j = 1; 2; : : : ; n. Potom pro libovolnou permuta
i � 2 S

n

a pro jí odpovídají
í èlen determinantu jBj vy
hází
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n �(n)

;

kde � = � Æ

�

k `

�

, a tedy }(�) = �}(�). Ponìvad¾ zobra-

zení pøiøazují
í ka¾dé permuta
i � 2 S

n

permuta
i � Æ

�

k `

�

je

bijek
í mno¾iny S

n

na ni samotnou, z de�ni
e determinantu pak

plyne, ¾e jBj = �jAj.

Tvrzení. Vznikne-li mati
e B = (b

ij

) vynásobením v¹e
h

prvkù nìkterého øádku dané ètver
ové mati
e A = (a

ij

) øádu n

zvoleným prvkem 
 okruhu (R;+; �), pak jBj = 
 � jAj.

Dùkaz. Pak toti¾ pro ka¾dou permuta
i � 2 S

n

máme

}(�) � b

1�(1)

�b

2�(2)

� : : : �b

n�(n)

= 
 �}(�) �a

1�(1)

�a

2�(2)

� : : : �a

n�(n)

;

tak¾e pøímo z de�ni
e determinantu dostáváme, ¾e jBj = 
 � jAj.



Tvrzení. Ne
h» B = (b

ij

) a C = (


ij

) jsou dvì ètver
ové

mati
e øádu n, které se od sebe li¹í pouze prvky jednoho je-

diného øádku, øeknìme øádku s indexem k, a ne
h» A = (a

ij

)

je ètver
ová mati
e øádu n, která se od mati
 B; C li¹í pouze

v tom, ¾e prvky jejího k-tého øádku mají tvar a
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+ 
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,

a
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k2

, . . . , a

kn
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kn

. Pak jAj = jBj + jCj.

Podrobnìji vyjádøeno, platí rovnost
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Dùkaz. V dané situa
i ov¹em pro ka¾dou permuta
i � 2 S

n

a jí pøíslu¹ný èlen determinantu jAj vy
hází

}(�) � a

1�(1)

�a
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� : : : �a

n�(n)
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ponìvad¾ a
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= b
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a a
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= b
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= 


i �(i)

pro

v¹e
hna i 2 f1; 2; : : : ; ng, i 6= k. Tvrzení tedy opìt plyne pøímo

z de�ni
e determinantu.



Tvrzení. Buï dána ètver
ová mati
e A = (a

ij

) øádu n.

Vznikne-li mati
e B = (b

ij

) tím zpùsobem, ¾e pro zvolený prvek


 okruhu (R;+; �) se k nìkterému øádku mati
e A pøiète jiný

øádek mati
e A, jeho¾ v¹e
hny prvky jsou pøedtím vynásobeny

prvkem 
, pak platí jAj = jBj.

Dùkaz. Ne
h» mati
e B vznikla z mati
e A tak, ¾e se ke

k-tému øádku mati
e A pøièetl `-tý øádek mati
e A vynásobený

prvkem 
. Podrobnìji rozvedeno, máme ukázat, ¾e pak platí
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Oznaème jako D mati
i, která vznikne z mati
e A tak, ¾e místo

k-tého øádku mati
e A se zde zopakuje její `-tý øádek. Pak ma-

ti
e D má dva stejné øádky, a tudí¾ jDj = 0. Podle pøed
hozí
h

dvou tvrzení ov¹em máme jBj = jAj + 
 � jDj, tak¾e vy
hází

jBj = jAj.



Buï A = (a

ij

) ètver
ová mati
e øádu n nad komutativním

okruhem (R;+; �). Øekneme, ¾e A je horní trojúhelníková

mati
e, jestli¾e a

ij

= 0 pro v¹e
hna i; j 2 f1; 2; : : : ; ng splòují
í

i > j, tedy jestli¾e v¹e
hny prvky mati
e A le¾í
í pod hlavní di-

agonálou jsou rovny nulovému prvku okruhu (R;+; �). Podobnì

øekneme, ¾e A je dolní trojúhelníková mati
e, jestli¾e a

ij

= 0

pro v¹e
hna i; j 2 f1; 2; : : : ; ng splòují
í i < j. Tehdy jsou nulové

v¹e
hny prvky mati
e A le¾í
í nad hlavní diagonálou.

Tvrzení. Buï dána ètver
ová mati
e A = (a

ij

) øádu n.

Je-li A horní trojúhelníková mati
e anebo dolní trojúhelníková

mati
e, pak jAj = a

11

�a

22

� : : : �a

nn

.

Dùkaz. Uvedený souèin je jedním z èlenù determinantu jAj,

a si
e je to èlen odpovídají
í permuta
i id

f1;2;:::;ng

. Pro ka¾dou ji-

nou permuta
i � 2 S

n

ov¹em platí, ¾e existuje k 2 f1; 2; : : : ; ng,

pro nì¾ k > �(k), a existuje ` 2 f1; 2; : : : ; ng, pro nì¾ ` < �(`).

To plyne z faktu, ¾e 1 + 2 + � � �+ n = �(1) + �(2) + � � �+ �(n),

a z toho, ¾e � 6= id

f1;2;:::;ng

. Je-li ov¹em mati
e A v jednom

z uvedený
h dvou trojúhelníkový
h tvarù, znamená to, ¾e èlen

}(�) � a

1�(1)

�a

2�(2)

� : : : �a

n�(n)

determinantu jAj odpovídají
í kte-

rékoliv neidenti
ké permuta
i � 2 S

n

je roven nule. Tak¾e platí

uvedené tvrzení.

Toto poslední tvrzení spolu s pøed
hozími poznatky dává me-

todu, jak v nìkterý
h pøípade
h usnadnit výpoèet determinantù

vy¹¹í
h øádù. Týká se to zejména situa
í, kdy je dána ètver-


ová mati
e A øádu n nad nìjakým tìlesem (R;+; �). Tehdy je

mo¾no takovou mati
i v¾dy pøevést napøíklad na horní trojúhel-

níkovou mati
i opakovanou aplika
í øádkový
h úprav popsaný
h

v pøedposledním ze shora uvedený
h tvrzení (tyto úpravy ne-

mìní hodnotu determinantu) v kombina
i s pøehazováním øádkù

a sloup
ù mati
e (tím se mù¾e mìnit znaménko determinantu).


