Determinanty

Necht A = (a;j) je Ctvercova matice fadu n nad komutativnim
okruhem (R, +,-). Pak determinant matice A je prvek z R
oznaCovany symbolem |A| a definovany predpisem
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Pripomenme, ze S,, zna¢i mnozinu vSech permutaci mnoziny
{1,2,...,n}. S¢it4 se tedy pres vSechny permutace o mnoziny
{1,2,...,n}. Pfitom p(o) je parita permutace o € S, tedy
hodnota 1 nebo —1, kterou mutzeme chéapat jako prvek z R.
Jednotlivy soucin @(0)-a14(1)24(2)" - - Anom) Pro vybranou
permutaci o € S, se nazyva ¢len determinantu |A|. Ponévadz
o je bijekce mnoziny {1,2,...,n} na ni samotnou, lze ji chapat
jako bijekci mnoziny vSech radkovych indexti na mnozinu vSech
sloupcovych indext. Takze souCin ay,(1):a24(2)" - - - *Ano(n) J€ Pak
vytvoren z n prvkd matice A vybranych tak, ze z kazdého radku
a z kazdého sloupce matice je vybran prave jeden prvek. Navic
je tento soucin je opatien znaménkem ve shodé s paritou p(o)
permutace o, kterd je vlastné permutaci utvorenou z radkovych
a sloupcovych indext vybranych n prvki.



Pro pocatecni hodnoty n = 1,2,3 dava predchozi definice
nasledujici vztahy pro vypocet prislusnych determinanti:

Pron =1 mame A = (a11) a |A| = a1.
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Pron =2 mame A = a ‘A| = aj11°a22 — A12-491.
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Pron =3 mame A= | a1 ax a3 ]| a
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|Al = ay1-a29-a33 + a12-a23-a31 + a13-a21-a32—
—Q13-a22°a31 — A12°A21°A33 — A11°A23°A32.
Posledni vztah pro n = 3 byva uvadén jako Sarrusovo pravidlo.
Podobné pravidla plynouci pfimo z definice determinantu by
bylo mozno psat i pro hodnoty n > 3. Pocty clent v téchto
pravidlech vSak velmi rychle rostou — pro dané n je téchto clent
celkem n!.

Tvrzeni. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A = (a;;) fadun
nad komutativnim okruhem (R, +, -) plati

-
AT = |A],

tedy transponovanim matice A se hodnota determinantu této

matice neméni.

Dukaz. Ukazeme, ze ve vyjadreni obou determinantt podle
definice se objevuji tytéz ¢leny. Bud o € S, libovolna permutace.

Ji odpovida clen p(0) - a1 5(1):@20(2)" - - - *Gno(n) determinantu |A|.
Vezméme nyni inverzni permutaci o~! a uvazme k ni souéin
p(c™1) - ag-11)1°Gg-1(2) 2" - - . *Gg-1(n) . Podle definice transpono-

vané matice A" je oviem tento soucin ¢lenem determinantu [AT|.
7 kapitoly o permutacich ale vime, Ze p(c~!) = p(o). Vzhledem
ke komutativité nasobeni v okruhu (R, +, -) odtud plyne, Ze oba
uvedené souciny jsou stejné. Jsou tedy oba zminéné determi-
nanty soucty stejnych clent, takze jsou si rovny.



Tvrzeni. Pozustava-li néktery radek dané ctvercové matice
A = (a;j) fadu n z nulovych prvki okruhu (R, +, ), pak |A| = 0.

Diikaz. Potom totiz kazdy ¢len p(0) - a15(1)'@25(2)" - - - @ o(n)
determinantu |A| obsahuje nulovy ¢initel, totiz prvek a; ,(;, kde
¢ je index doty¢ného nulového radku matice A.

Poznamka. Analogické tvrzeni plati rovnéz pro sloupce ma-
tice A. Plyne to bezprostredné z predchoziho tvrzeni o determi-
nantech transponovanych matic. Podobné tomu bude i v dalsich
tvrzenich tohoto typu.

Tvrzeni. Jsou-li nékteré dva radky dané ¢tvercové matice
A = (aj;) fadu n stejné, pak |A| = 0.

Dikaz. Necht radky matice A s indexy k, ¢, kde k # £, jsou
stejné, takze ay; = asj pro vSechna j = 1,2,...,n. Uvazme libo-
volnou permutaci o € S,, a k ni permutaci 7 = o o (k E). Pak
T(k) = O'(E) a T(f) = O'(k), takze Ak (k) = ALo() & Qpr(0) = Ak o(k)-
Kromé toho pro v8echna i € {1,2,...,n} —{k,{} je 7(i) = o (i),
a tedy a; () = @;,(). Navic p(7) = —p(0). To znamena, ze cleny
©(0) - a1501)0202)" - - *Onom) & ©(T) - 1r1)C2r(2) - - Cnrm) de-
terminantu |A| se lisi pouze znaménkem, ¢ili jsou to navzajem
opacné prvky okruhu (R, +,-). Podotkneme-li k tomu jesté, ze
zase naopak o = 7o (k K), vidime, ze ¢leny determinantu |A| se
rozpadnou do dvojic, které se navzajem odectou, takze |A| = 0.



Tvrzeni. Vznikne-li matice B = (b;;) prehozenim dvou radka
dané Ctvercové matice A = (a;;) fadu n, pak |B| = —|A|.

Dukaz. Necht matice B vznikla prehozenim k-tého a /-tého
rddku matice A, kde k # ¢, takze by; = as; a by = ap; pro
vSechna 7 = 1,2, ..., n. Potom pro libovolnou permutaci ¢ € S,
a pro ji odpovidajici ¢len determinantu |B| vychazi

©(0) - b1501)D202)" - - - brom) = ©(0) - A1) A272)" - - - Uy r(n)
= —p(7) - a171)"C27(2)" - - - O r(n)
kde 7 = oo (k ¢), a tedy p(oc) = —p(7). Ponévadz zobra-
zeni prirazujici kazdé permutaci o € S,, permutaci o o (k K) je

bijekci mnoziny S, na ni samotnou, z definice determinantu pak
plyne, ze |B| = —|A|.

Tvrzeni. Vznikne-li matice B = (b;;) vynasobenim vsech
prvkl nékterého radku dané ¢tvercové matice A = (a;;) fadu n
zvolenym prvkem c okruhu (R, +,-), pak |B| =c- |A|.

Dtikaz. Pak totiz pro kazdou permutaci o € S,, mame

©(0) bio)yb20@) -+ o) = ¢ 9(0) - A151)025(2)" - - - *Unon),

takze primo z definice determinantu dostavame, ze |B| = c- |A|.



Tvrzeni. Necht B = (b;;) a C = (¢;;) jsou dvé ctvercové
matice fadu n, které se od sebe lisi pouze prvky jednoho je-
diného radku, reknéme radku s indexem k, a necht A = (a;;)
je ctvercova matice radu n, kterd se od matic B, C lisi pouze
v tom, ze prvky jejiho k-tého radku maji tvar agy = brp1 + ¢k,
ar2 = br2 + cr2, ...
Podrobnéji vyjadreno, plati rovnost
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Dukaz. V dané situaci ovSsem pro kazdou permutaci o € S,
a ji prislusny ¢len determinantu |A| vychézi
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vSechna i € {1,2,...,n}, i # k. Tvrzeni tedy opét plyne pfimo

7 definice determinantu.



Tvrzeni. Bud dana ctvercovd matice A = (a;;) fadu n.
Vznikne-li matice B = (b;;) tim zptsobem, ze pro zvoleny prvek
c okruhu (R, +,-) se k nékterému Fadku matice A pficte jiny
radek matice A, jehoz vSechny prvky jsou predtim vynasobeny
prvkem ¢, pak plati |A| = |B].

Dukaz. Necht matice B vznikla z matice A tak, ze se ke
k-tému radku matice A pricetl /-ty radek matice A vynasobeny
prvkem c. Podrobnéji rozvedeno, mame ukazat, ze pak plati
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Oznacme jako D matici, ktera vznikne z matice A tak, ze misto
k-tého radku matice A se zde zopakuje jeji /-ty radek. Pak ma-
tice D mé dva stejné fadky, a tudiz |D| = 0. Podle ptredchozich
dvou tvrzeni ovSem méame |B| = |A| + ¢ - |D|, takze vychazi

Bl = |A]



Bud A = (a;j) ¢tvercovd matice fadu n nad komutativnim
okruhem (R, +,-). Rekneme, %e A je horni trojuhelnikova
matice, jestlize a;; = 0 pro vSechna ¢,j € {1,2,...,n} spliujici
1 > 7, tedy jestlize vSechny prvky matice A lezici pod hlavni di-
agonalou jsou rovny nulovému prvku okruhu (R, +, ). Podobné
fekneme, Ze A je dolni trojuhelnikova matice, jestlize a;; = 0
pro v8echna i,j € {1,2,...,n} spliujici i < j. Tehdy jsou nulové
vSsechny prvky matice A lezici nad hlavni diagonalou.

Tvrzeni. Bud dana Ctvercovd matice A = (a;;) Tadu n.
Je-li A horni trojuhelnikova matice anebo dolni trojuhelnikova
matice, pak |A| = ajr-ag:. .. an,.

Dikaz. Uvedeny soucin je jednim z ¢lenti determinantu |A|,
a sice je to clen odpovidajici permutaci idy o . ,y. Pro kazdou ji-
nou permutaci o € S, ovsem plati, ze existuje k € {1,2,...,n},
pro néz k > o(k), a existuje £ € {1,2,...,n}, pronéz £ < o({).
To plyne z faktu, ze 1 +2+---+n=0(1)+0(2) +--- 4+ o(n),
a z toho, Ze o # idg o, ). Je-li oviem matice A v jednom
z uvedenych dvou trojihelnikovych tvart, znamena to, ze clen
©(0) - 014(1)'A24(2)" - - - *An o(n) determinantu |A| odpovidajici kte-
rékoliv neidentické permutaci o € S,, je roven nule. Takze plati
uvedené tvrzeni.

Toto posledni tvrzeni spolu s predchozimi poznatky dava me-
todu, jak v nékterych pripadech usnadnit vypocet determinantt
vyssich rada. Tyka se to zejména situaci, kdy je dana ctver-
cova matice A fadu n nad néjakym télesem (R, +,-). Tehdy je
mozno takovou matici vzdy prevést napriklad na horni trojuhel-
nikovou matici opakovanou aplikaci radkovych tprav popsanych
v predposlednim ze shora uvedenych tvrzeni (tyto upravy ne-
méni hodnotu determinantu) v kombinaci s prehazovanim radka
a sloupct matice (tim se mtze ménit znaménko determinantu).



