
Báze a dimenze vektorovýh prostorù

Buï (V;+; �) vektorový prostor nad tìlesem (T;+; �). Neh»

u

1

;u

2

; : : : ;u

n

je koneèná posloupnost vektorù z V. Existují-li

prvky s

1

; s

2

; : : : ; s

n

2 T, z nih¾ alespoò jeden je rùzný od nuly 0,

takové, ¾e s

1

�u

1

+ s

2

�u

2

+ � � � + s

n

�u

n

= o, øekneme, ¾e vektory

u

1

;u

2

; : : : ;u

n

jsou lineárnì závislé. Tedy koneèná posloupnost

vektorù z V je lineárnì závislá, existuje-li lineární kombinae

tìhto vektorù s koe�ienty z T, je¾ nejsou v¹ehny nulové, ta-

ková, ¾e výsledkem této lineární kombinae je nulový vektor.

Je-li n = 1, tedy máme-li o do èinìní s posloupností sklá-

dajíí se pouze z jediného vektoru u z V, pak uvedená de�nie

dává, ¾e vektor u je lineárnì závislý právì tehdy, kdy¾ u = o.

Pro n > 1 se hodí následujíí kritérium.

Tvrzení. Neh» (V;+; �) je vektorový prostor nad tìlesem

(T;+; �). Posloupnost vektorù u

1

;u

2

; : : : ;u

n

z V, kde n > 1, je

lineárnì závislá právì tekdy, kdy¾ existuje index i 2 f1; 2; : : : ; ng

takový, ¾e vektor u

i

je lineární kombinaí vektorù u

1

; : : : ;u

i�1

,

u

i+1

; : : : ;u

n

.

Dùkaz. Jsou-li vektory u

1

;u

2

; : : : ;u

n

lineárnì závislé, exis-

tují prvky s

1

; s

2

; : : : ; s

n

2 T, z nih¾ alespoò jeden je nenulový,

takové, ¾e s

1

�u

1

+s

2

�u

2

+� � �+s

n

�u

n

= o. Neh» i 2 f1; 2; : : : ; ng je

takový index, ¾e s

i

6= 0. Pak odtud plyne, ¾e u

i

= (�s

�1

i

�s

1

)�u

1

+

� � �+ (�s

�1

i

�s

i�1

)�u

i�1

+ (�s

�1

i

�s

i+1

)�u

i+1

+ � � �+ (�s

�1

i

�s

n

)�u

n

.

Naopak je-li vektor u

i

lineární kombinaí vektorù u

1

; : : : ;u

i�1

,

u

i+1

; : : : ;u

n

, pak existují prvky t

1

; : : : ; t

i�1

; t

i+1

; : : : ; t

n

2 T ta-

kové, ¾e u

i

= t

1

�u

1

+� � �+t

i�1

�u

i�1

+t

i+1

�u

i+1

+� � �+t

n

�u

n

. Odtud

plyne, ¾e t

1

�u

1

+� � �+t

i�1

�u

i�1

+(�1)�u

i

+t

i+1

�u

i+1

+� � �+t

n

�u

n

=

o, pøièem¾ koe�ient u u

i

je �1, èili je nenulový.

Poznamenejme, ¾e obsahuje-li napøíklad posloupnost vektorù

u

1

;u

2

; : : : ;u

n

z V nulový vektor o anebo obsahuje-li tato po-

sloupnost dvakrát tentý¾ vektor, pak je lineárnì závislá.



Buï (V;+; �) opìt vektorový prostor nad tìlesem (T;+; �).

Není-li posloupnost vektorù u

1

;u

2

; : : : ;u

n

z V lineárnì závislá,

øekneme, ¾e tato posloupnost je lineárnì nezávislá. Jinak øe-

èeno, vektory u

1

;u

2

; : : : ;u

n

jsou lineárnì nezávislé, jestli¾e pro

libovolná s

1

; s

2

; : : : ; s

n

2 T splòujíí s

1

�u

1

+s

2

�u

2

+� � �+s

n

�u

n

= o

platí, ¾e s

1

= s

2

= � � � = s

n

= 0.

Poznamenejme, ¾e je-li u

1

;u

2

; : : : ;u

n

lineárnì nezávislá po-

sloupnost vektorù zV, pak ka¾dá podposloupnost vybraná z této

posloupnosti je rovnì¾ lineárnì nezávislá.

Je-li M � V koneèná podmno¾ina, M = fu

1

;u

2

; : : : ;u

n

g,

pak místo znaèení hMi pro podprostor generovaný mno¾inouM ,

jen¾ byl pøedmìtem studia v minulé kapitole, pí¹eme struènì jen

hu

1

;u

2

; : : : ;u

n

i. Platí následujíí Steinitzova vìta o výmìnì.

Vìta. Buï (V;+; �) vektorový prostor nad tìlesem (T;+; �).

Neh» v

1

; : : : ;v

m

;w

1

; : : : ;w

n

jsou takové vektory z V, ¾e je spl-

nìno v

1

; : : : ;v

m

2 hw

1

; : : : ;w

n

i a vektory v

1

; : : : ;v

m

jsou pøi-

tom lineárnì nezávislé. Pak platí m � n a pøi vhodném pøeèís-

lování vektorù w

1

; : : : ;w

n

platí rovnì¾

hw

1

; : : : ;w

n

i = hv

1

; : : : ;v

m

;w

m+1

; : : : ;w

n

i:

Dùkaz se provede indukí vzhledem k m s vyu¾itím posled-

ního tvrzení z minulé kapitoly.

Buï (V;+; �) vektorový prostor nad tìlesem (T;+; �). Øek-

neme, ¾e koneèná posloupnost u

1

;u

2

; : : : ;u

n

vektorù zV je báze

vektorového prostoru (V;+; �), jestli¾e

� vektory u

1

;u

2

; : : : ;u

n

jsou lineárnì nezávislé a pøitom

� vektory u

1

;u

2

; : : : ;u

n

generují elý prostorV, o¾ znamená,

¾e hu

1

;u

2

; : : : ;u

n

i = V.

Poznamenejme ale, ¾e odnikud neplyne, ¾e by v daném vektoro-

vém prostoru musela nìjaká báze existovat, ani ¾e by snad mìla

být jen jediná, pokud existuje.



Pøíklady. Neh» (T;+; �) je tìleso. Vidìli jsme, ¾e pak kar-

tézská monina T

n

= f(s

1

; s

2

; : : : ; s

n

) j s

1

; s

2

; : : : ; s

n

2 Tg spolu

s pøirozenì de�novanými operaemi sèítání + a skalárního ná-

sobení � tvoøí vektorový prostor (T

n

;+; �) nad tìlesem (T;+; �).

Pak vektory

e

1

= (1; 0; 0; : : : ; 0; 0);

e

2

= (0; 1; 0; : : : ; 0; 0);

e

3

= (0; 0; 1; : : : ; 0; 0);

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

e

n

= (0; 0; 0; : : : ; 0; 1)

oèividnì tvoøí bázi vektorového prostoru (T

n

;+; �). Øíkáme, ¾e

je to kanoniká báze prostoru (T

n

;+; �). Existuje ale mnoho

jinýh bází. Kupøíkladu následujíí vektory

f

1

= (1; 1; 1; : : : ; 1; 1);

f

2

= (0; 1; 1; : : : ; 1; 1);

f

3

= (0; 0; 1; : : : ; 1; 1);

: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :

f

n

= (0; 0; 0; : : : ; 0; 1)

tvoøí rovnì¾ bázi vektorového prostoru (T

n

;+; �).

Buï opìt (T;+; �) tìleso. Vidìli jsme také, ¾e pak okruh po-

lynomù (T [x℄;+; �) tvoøí vektorový prostor nad tìlesem (T;+; �).

Tento vektorový prostor ale nemá ¾ádnou bázi. Opravdu, pokud

by nìjaká báze tohoto prostoru existovala, byla by to koneèná

posloupnost polynomù f

1

; f

2

; : : : ; f

m

z T [x℄, která by kromì ji-

ného mìla tu vlastnost, ¾e by pomoí lineárníh kombinaí ge-

nerovala elou mno¾inu T [x℄. Ve skuteènosti zde ale platí, ¾e

hf

1

; f

2

; : : : ; f

m

i 6= T [x℄. Staèí si toti¾ v¹imnout stupòù poly-

nomù f

1

; f

2

; : : : ; f

m

. Existuje jistì pøirozené èíslo n takové, ¾e

st(f

1

) � n, st(f

2

) � n, . . . , st(f

m

) � n. To ale znamená ¾e pak

pro ka¾dý polynom g z hf

1

; f

2

; : : : ; f

m

i platí st(g) � n. Polynomy

f

1

; f

2

; : : : ; f

m

tedy negenerují elou mno¾inu T [x℄.



Tvrzení. Neh» (V;+; �) je nenulový vektorový prostor nad

tìlesem (T;+; �). Existuje-li koneèná podmno¾ina M � V ta-

ková, ¾e hMi = V, pak z ka¾dé podmno¾inyN � V s vlastností,

¾e hNi = V, lze vybrat nìjakou bázi prostoru (V;+; �).

Dùkaz. Uká¾eme nejprve, ¾e pokud hNi = V, pak za pøed-

pokladu existene koneèné podmno¾iny M � V s vlastností,

¾e hMi = V, existuje koneèná podmno¾ina L � N taková, ¾e

hLi = V. Pro ka¾dý vektor u 2 M toti¾ máme u 2 hNi, tak¾e

podle posledního tvrzení z minulé kapitoly existuje pøirozené

èíslo n, vektory v

1

; : : : ;v

n

2 N a prvky t

1

; : : : ; t

n

2 T takové, ¾e

u = t

1

�v

1

+ � � �+t

n

�v

n

. Vyberme pro ka¾dý vektor u 2M takové

vektory v

1

; : : : ;v

n

2 N a sestavme ze v¹eh tìhto vybranýh

vektorù mno¾inu L. Pak L � N a L je koneèná mno¾ina, nebo»

mno¾ina M je koneèná. Naví odtud plyne, ¾e M � hLi, tak¾e

hMi � hLi. Ponìvad¾ hMi = V, znamená to, ¾e hLi = V.

Uká¾eme dále, ¾e pro ka¾dou koneènou podmno¾inu L�V

splòujíí hLi = V platí, ¾e z ní lze vybrat bázi prostoru (V;+; �).

Ponìvad¾ V 6= fog, musí být L 6= ; a také L 6= fog. Vypi¹me

vektory mno¾iny L do posloupnosti w

1

;w

2

; : : : ;w

k

. Jsou-li tyto

vektory lineárnì nezávislé, pak ji¾ tvoøí bázi prostoru (V;+; �).

Jsou-li naopak lineárnì závislé, pak k > 1 a podle úvodního tvr-

zení této kapitoly existuje index j 2 f1; 2; : : : ; kg takový, ¾e vek-

tor w

j

je lineární kombinaí zbývajííh vektorù této posloup-

nosti. To ale znamená, ¾e w

j

2 hw

1

; : : : ;w

j�1

;w

j+1

; : : : ;w

k

i,

tak¾e máme hw

1

;w

2

; : : : ;w

k

i = hw

1

; : : : ;w

j�1

;w

j+1

; : : : ;w

k

i.

Je tedy mo¾né z mno¾iny generátorù L vektor w

j

vy¹krtnout,

ani¾ se zmìní podprostor, který tato mno¾ina generuje. Opaku-

jeme-li tento postup nìkolikrát, nakone dostaneme vybranou

podposloupnost vektorù, tedy podrobnìji øeèeno, zùstanou nám

indexy i

1

; i

2

; : : : ; i

`

2 f1; 2; : : : ; kg splòujíí i

1

< i

2

< � � � < i

`

takové, ¾e bude platit hw

1

;w

2

; : : : ;w

k

i = hw

i

1

;w

i

2

; : : : ;w

i

`

i a

pøitom vektoryw

i

1

;w

i

2

; : : : ;w

i

`

budou ji¾ lineárnì nezávislé. Bu-

dou tedy tyto vektory tvoøit bázi vektorového prostoru (V;+; �).



Vìta. Neh» (V;+; �) je nenulový vektorový prostor nad

tìlesem (T;+; �). Tvoøí-li posloupnosti vektorù f

1

; f

2

; : : : ; f

m

a

g

1

;g

2

; : : : ;g

n

dvì báze vektorového prostoru (V;+; �), pak platí

rovnost m = n.

Dùkaz. Podle de�nie pojmu báze vektorového prostoru jsou

vektory f

1

; f

2

; : : : ; f

m

lineárnì nezávislé a pøitom f

1

; f

2

; : : : ; f

m

2

hg

1

;g

2

; : : : ;g

n

i. Podle Steinitzovy vìty o výmìnì tedy platí, ¾e

m � n. Podobnì ale vektory g

1

;g

2

; : : : ;g

n

jsou lineárnì nezá-

vislé a pøitom g

1

;g

2

; : : : ;g

n

2 hf

1

; f

2

; : : : ; f

m

i. Tak¾e opìt podle

Steinitzovy vìty o výmìnì platí, ¾e n � m. Celkem tedy m = n.

Ve tvrzení pøedházejíím této poslední vìtì jsme vidìli, ¾e

ka¾dý nenulový vektorový prostor, který je generován nìjakou

koneènou mno¾inou vektorù, má také nìjakou bázi. V poslední

vìtì jsme dále vidìli, ¾e pak v¹ehny báze takového prostoru

mají stejný poèet vektorù. Mù¾eme tedy zavést následujíí po-

jem. Je-li (V;+; �) nenulový vektorový prostor nad tìlesem

(T;+; �), který obsahuje koneènou podmno¾inu M � V tako-

vou, ¾e hMi = V, a který tudí¾ má i nìjakou bázi, pak poèet n

vektorù kterékoliv báze tohoto prostoru se nazývá dimenze vek-

torového prostoru (V;+; �). O prostoru (V;+; �) samotném pak

øíkáme, ¾e je to vektorový prostor koneèné dimenze. Mezi

takové prostory øadíme i nulový vektorový prostor (fog;+; �),

jeho¾ dimenzi klademe rovnu 0.

Pøíklad. Buï (T;+; �) tìleso a n pøirozené èíslo. Pak z prv-

ního z pøedhozíh pøíkladù plyne, ¾e dimenze vektorového pro-

storu (T

n

;+; �) je rovna n.

Tvrzení. Neh» (V;+; �) je nenulový vektorový prostor ko-

neèné dimenze n nad tìlesem (T;+; �). Neh» v

1

;v

2

; : : : ;v

m

jsou

lineárnì nezávislé vektory z V. Pak m � n a existují vektory

w

m+1

; : : : ;w

n

2 V takové, ¾e posloupnost vektorù v

1

;v

2

; : : : ;v

m

,

w

m+1

; : : : ;w

n

tvoøí bázi vektorového prostoru (V;+; �).



Dùkaz. Neh» w

1

;w

2

; : : : ;w

n

je nìjaká báze vektorového

prostoru (V;+; �). Pak v

1

;v

2

; : : : ;v

m

2 hw

1

;w

2

; : : : ;w

n

i. Podle

Steinitzovy vìty o výmìnì je tedy m � n a pøi vhodném pøe-

èíslování vektorù w

1

;w

2

; : : : ;w

n

platí, ¾e hw

1

;w

2

; : : : ;w

n

i =

hv

1

;v

2

; : : : ;v

m

;w

m+1

; : : : ;w

n

i. Podle pøedhozího tvrzení to

ov¹em znamená, ¾e z vektorù v

1

;v

2

; : : : ;v

m

;w

m+1

; : : : ;w

n

lze

vybrat bázi prostoru (V;+; �). Ponìvad¾ tìhto vektorù je ale

jenom n, podle pøedhozí vìty musí tyto vektory samy u¾ tvoøit

bázi vektorového prostoru (V;+; �).

Neh» (V;+; �) je nenulový vektorový prostor nad tìlesem

(T;+; �). Øekneme, ¾e vektory v

1

;v

2

; : : : ;v

m

zV tvoøíminimál-

ní mno¾inu generátorù prostoru (V;+; �), jestli¾e tento pro-

stor generují, tedy splòují hv

1

;v

2

; : : : ;v

m

i = V, av¹ak pro ka¾-

dou podmno¾inu M � fv

1

;v

2

; : : : ;v

m

g, M 6= fv

1

;v

2

; : : : ;v

m

g

je ji¾ hMi 6= V. Dále øekneme, ¾e vektory w

1

;w

2

; : : : ;w

n

z V

tvoøímaximální lineárnì nezávislou posloupnost vektorù

v prostoru (V;+; �), jsou-li tyto vektory lineárnì nezávislé, av¹ak

pro kterýkoliv vektor z 2 V vektory w

1

;w

2

; : : : ;w

n

; z jsou ji¾

lineárnì závislé. Dodejme, ¾e v této situai musí ov¹em vektor z

být lineární kombinaí vektorù w

1

;w

2

; : : : ;w

n

. Tak¾e pak vek-

toryw

1

;w

2

; : : : ;w

n

rovnì¾ generují elý prostor (V;+; �). Odtud

a z pøedhozíh výsledkù potom plyne následujíí hrakterizae

bází vektorového prostoru (V;+; �).

Dùsledek. Buï (V;+; �) nenulový vektorový prostor nad

tìlesem (T;+; �). Pak pro libovolnou posloupnost u

1

;u

2

; : : : ;u

n

vektorù z V jsou následujíí tøi podmínky ekvivalentní:

(i) u

1

;u

2

; : : : ;u

n

tvoøí minimální mno¾inu generátorù prostoru

(V;+; �),

(ii) u

1

;u

2

; : : : ;u

n

tvoøí maximální lineárnì nezávislou posloup-

nost vektorù v prostoru (V;+; �),

(iii) u

1

;u

2

; : : : ;u

n

je báze prostoru (V;+; �).



Ka¾dý podprostor vektorového prostoru koneèné dimenze je

sám prostorem koneèné dimenze:

Tvrzení. Buï (V;+; �) vektorový prostor koneèné dimenze n

nad tìlesem (T;+; �). Pak pro ka¾dý podprostor W � V platí,

¾e prostor (W;+; �) sám je koneèné dimenze, a je-li m jeho di-

menze, pak m � n, pøièem¾ m = n právì tehdy, kdy¾ W = V.

Dùkaz. Je-li W = fog, není o dokazovat. Pøedpokládejme

tedy, ¾eW 6= fog. Podle pøedhozího tvrzení ¾ádná posloupnost

lineárnì nezávislýh vektorù z W nemù¾e mít víe ne¾ n vek-

torù. Vyberme lineárnì nezávislou posloupnost w

1

;w

2

; : : : ;w

m

vektorù z W tak, aby jejih poèet m byl nejvy¹¹í mo¾ný. Pak

ov¹em m � n a pøitom w

1

;w

2

; : : : ;w

m

zøejmì tvoøí maximální

lineárnì nezávislou posloupnost vektorù v podprostoruW, tak¾e

jde o bázi prostoru (W;+; �). Má tedy tento prostor koneènou

dimenzi m. Pøitom zmínìnou bázi lze doplnit dal¹ími vektory

z V na bázi elého prostoru (V;+; �). Je-li ov¹emm = n, pak ji¾

w

1

;w

2

; : : : ;w

m

musí být bází prostoru (V;+; �), tak¾e W = V.

Tvrzení. Neh» (V;+; �) je nenulový vektorový prostor ko-

neèné dimenze nad tìlesem (T;+; �) a neh» vektory f

1

; f

2

; : : : ; f

n

pøedstavují nìkterou bázi tohoto prostoru. Pak pro ka¾dý vek-

tor u 2 V existují jednoznaènì urèené prvky s

1

; s

2

; : : : ; s

n

2 T

takové, ¾e u = s

1

�f

1

+ s

2

�f

2

+ � � � + s

n

�f

n

.

Poznámka. Prvky s

1

; s

2

; : : : ; s

n

se pak nazývají souøadnie

vektoru u v bázi f

1

; f

2

; : : : ; f

n

.

Dùkaz. Existene prvkù s

1

; s

2

; : : : ; s

n

plyne z faktu, ¾e vek-

tory f

1

; f

2

; : : : ; f

n

generují prostor (V;+; �). Jejih jednoznaènost

plyne z lineární nezávislosti vektorù f

1

; f

2

; : : : ; f

n

následujíí úva-

hou. Neh» t

1

; t

2

; : : : ; t

n

2 T jsou obenì jakékoliv prvky takové,

¾e u = t

1

�f

1

+ t

2

�f

2

+ � � �+ t

n

�f

n

. Odeètením odtud dostáváme, ¾e

o = (s

1

� t

1

) � f

1

+ (s

2

� t

2

) � f

2

+ � � �+ (s

n

� t

n

) � f

n

. To znamená,

¾e s

1

� t

1

= 0, s

2

� t

2

= 0, . . . , s

n

� t

n

= 0, tak¾e máme s

1

= t

1

,

s

2

= t

2

, . . . , s

n

= t

n

.



Neh» je¹tì jednou (V;+; �) je nenulový vektorový prostor ko-

neèné dimenze n nad tìlesem (T;+; �) a neh» f

1

; f

2

; : : : ; f

n

je nì-

která jeho báze. Neh» r 2 T je libovolný prvek a neh» u;v 2 V

jsou libovolné dva vektory. Neh» s

1

; s

2

; : : : ; s

n

, resp. t

1

; t

2

; : : : ; t

n

jsou souøadnie vektoru u, resp. v v bázi f

1

; f

2

; : : : ; f

n

. Pak

s

1

+ t

1

; s

2

+ t

2

; : : : ; s

n

+ t

n

jsou souøadnie vektoru u+ v a

r�s

1

; r�s

2

; : : : ; r�s

n

jsou souøadnie vektoru r�u;

obojí ov¹em opìt v bázi f

1

; f

2

; : : : ; f

n

. Z této skuteènosti je pa-

trno, ¾e zobrazení

{

f

1

;f

2

;:::;f

n

: V �! T

n

pøiøazujíí ka¾dému vektoru u 2 V uspoøádanou n-tii jeho sou-

øadni (s

1

; s

2

; : : : ; s

n

) v bázi f

1

; f

2

; : : : ; f

n

je bijekí mno¾iny vek-

torù V na kartézskou moninu T

n

, která pøitom zahovává ope-

rae sèítání + i vnìj¹ího skalárního násobení � ve vektorovýh

prostoreh (V;+; �) a (T

n

;+; �). V tomto smyslu je tedy zob-

razení {

f

1

;f

2

;:::;f

n

izomor�smem vektorového prostoru (V;+; �) na

vektorový prostor (T

n

;+; �). Oba tyto prostory jsou nad tìlesem

(T;+; �) a je takto mo¾no na nì hledìt jako na dvì kopie jednoho

a tého¾ vektorového prostoru. Pøesnì bude pojem izomor�smu

dvou vektorovýh prostorù nad tým¾ tìlesem zaveden pozdìji.


