Baze a dimenze vektorovych prostort

Bud (V,+,:) vektorovy prostor nad télesem (7', +,-). Necht
ui, us, ..., U, je konetnd posloupnost vektort z V. Existuji-li
prvky si, So, ..., s, € T, z nichz alespon jeden je riizny od nuly 0,
takové, ze s1-uy + S9-us + - - - + s,-u,, = 0, fekneme, ze vektory
uy, Us, ..., U, jsou linedrné zavislé. Tedy konecna posloupnost
vektort z V je linedrné zavisla, existuje-li linedrni kombinace
téchto vektort s koeficienty z T, jez nejsou vsechny nulové, ta-
kové, ze vysledkem této linearni kombinace je nulovy vektor.

Je-li n = 1, tedy mame-li co do ¢inéni s posloupnosti skla-
dajici se pouze z jediného vektoru u z V, pak uvedena definice
dava, ze vektor u je linearné zavisly pravé tehdy, kdyz u = o.
Pro n > 1 se hodi nasledujici kritérium.

Tvrzeni. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad télesem
(T, +, ). Posloupnost vektort uy, uy,...,u, z V, kde n > 1, je
linedrné zavisla pravé tekdy, kdyz existuje index ¢ € {1,2,...,n}
takovy, ze vektor u; je linearni kombinaci vektort uy, ..., u;_1,
Wiyr1,...,Up.

Dukaz. Jsou-li vektory ug, uo,...,u, linedrné zavislé, exis-
tuji prvky si, so,...,s, € T, z nichz alespon jeden je nenulovy,
takové, ze s1-u;+s9-us+- - -+8,-u, = 0. Necht i € {1,2,...,n}je
takovy index, Ze s; # 0. Pak odtud plyne, ze u; = (—5;1-51)-u1—|—

-+ (—851'8¢—1)'ui—1 + (—Si_l'SiJrl)'U-iJrl + -+ (_Si_l'sn)'un-

Naopak je-li vektor u; linearni kombinaci vektora uy, ..., u;_q,
Wii1,-..,U,, pak existuji prvky ti,...,¢;_1,t;41,...,t, € T ta-
kOVé, ze u; = tl-ul—l—- : '—I—ti_l-ui_1+ti+1'ui+1—|—' : —I—tnun Odtud
plyne, ze t;-u;+- - -—I—t,-_l-ui_l—l—(—1)-ui—|—ti+1-ui+1+- c+t,u, =
o, pricemz koeficient u u; je —1, ¢ili je nenulovy.

Poznamenejme, ze obsahuje-li naptiklad posloupnost vektort
ui, Us,...,u, z V nulovy vektor o anebo obsahuje-li tato po-
sloupnost dvakrat tentyz vektor, pak je linedrné zavisla.



Bud (V,+,-) opét vektorovy prostor nad télesem (7', +,-).
Neni-li posloupnost vektori uy,us,...,u, z V linedrné zavisla,
rekneme, ze tato posloupnost je linearné nezavisla. Jinak re-
¢eno, vektory ug, uo, ..., u, jsou linearné nezavislé, jestlize pro
libovolna sq, s9, ..., s, € T splaujici s;-u;+s2-us+- - -+5,-u, = 0
plati, ze s1 = sy =--- =5, = 0.

Poznamenejme, ze je-li uy, uo,...,u, linedrné nezavisla po-
sloupnost vektort z V, pak kazda podposloupnost vybrana z této
posloupnosti je rovnéz linedrné nezavisla.

Je-li M C V kone¢nd podmnozina, M = {uy,uy,...,u,},
pak misto znaceni (M) pro podprostor generovany mnozinou M,
jenz byl predmétem studia v minulé kapitole, piSeme strucné jen
(ug, ug, ..., u,). Plati nasledujici Steinitzova véta o vymeéné.

Véta. Bud (V,+, ) vektorovy prostor nad télesem (7,4, -).
Necht vy, ..., vy, Wi, ..., W, jsou takové vektory z V, ze je spl-
néno vi,..., vy, € (wy,...,w,) a vektory vi,...,v,, jsou pri-
tom linedrné nezavislé. Pak plati m < n a pri vhodném precis-
lovani vektortd wy, ..., w, plati rovnéz

(Wi, ooy W) = (Vi ooy Vi, W1y« ey W)

Dukaz se provede indukci vzhledem k m s vyuzitim posled-
niho tvrzeni z minulé kapitoly.

Bud (V,+,-) vektorovy prostor nad télesem (7, +,-). Rek-
neme, ze konec¢na posloupnost uy, us, ..., u, vektori z V je baze
vektorového prostoru (V, +, ), jestlize

e vektory uy, ug, ..., u, jsou linedrné nezavislé a pritom
e vektory uy, ug, ..., u, generuji cely prostor V, coz znamena,
ze (uj,ug,...,u,) = V.

Poznamenejme ale, Ze odnikud neplyne, ze by v daném vektoro-
vém prostoru musela né€jaka baze existovat, ani ze by snad méla
byt jen jedind, pokud existuje.



Priklady. Necht (T, +,-) je té€leso. Vidéli jsme, ze pak kar-
tézskd mocnina T" = {(s1, S2,...,5,) | s1,82,...,8, € T} spolu
s prirozené definovanymi operacemi sc¢itani + a skalarniho néa-
sobeni - tvoti vektorovy prostor (7", 4+, -) nad télesem (7', +, ).
Pak vektory

er = (1,0,0,...,0,0),
e; =(0,1,0,...,0,0),
es = (0,0,1,...,0,0),
e, = (0,0,0,...,0,1)

o¢ividné tvoii bazi vektorového prostoru (1, +,-). Rikdme, ze
je to kanonickd baze prostoru (7™, +, ). Existuje ale mnoho
jinych bazi. Kuptikladu nasledujici vektory

fi=(1,1,1,...,1,1),
f,=(0,1,1,...,1,1),
f; =(0,0,1,...,1,1),

tvori rovnéz bazi vektorového prostoru (77, +, ).

Bud opét (7', +, -) téleso. Vidéli jsme také, ze pak okruh po-
lynomu (7'[z], +, -) tvori vektorovy prostor nad télesem (77, 4+, -).
Tento vektorovy prostor ale nemé zadnou bazi. Opravdu, pokud
by néjaka baze tohoto prostoru existovala, byla by to konecna
posloupnost polynomt fi, fo, ..., fin z T[], kterd by kromé ji-
ného meéla tu vlastnost, ze by pomoci linedrnich kombinaci ge-
nerovala celou mnozinu 7T'[z|. Ve skutecnosti zde ale plati, ze
(f1, foy .-, fm) # Tlz]. Staci si totiz vS8imnout stupni poly-
nomu fi, fo, ..., fm. Existuje jisté prirozené cislo n takové, ze
st(f1) < m, st(fo) <mn, ..., st(fin) < n. To ale znamena Ze pak
pro kazdy polynom g z (f1, fa, . .., fm) platist(g) < n. Polynomy
f1, fay - - -, fm tedy negeneruji celou mnozinu T'[x].



Tvrzeni. Necht (V,+, ) je nenulovy vektorovy prostor nad
télesem (7, +,-). Existuje-li konetnd podmnozina M C V ta-
kové, ze (M) =V, pak z kazdé podmnoziny N C V s vlastnosti,
ze (N) = V|, Ize vybrat néjakou bazi prostoru (V,+, ).

Dikaz. Ukazeme nejprve, ze pokud (N) = V| pak za pred-
pokladu existence konecné podmnoziny M C V s vlastnosti,
ze (M) = V, existuje konecna podmnozina L C N takova, ze
(L) = V. Pro kazdy vektor u € M totiz mame u € (N), takze
podle posledniho tvrzeni z minulé kapitoly existuje prirozené
¢islo n, vektory vyi,...,v, € N a prvky t1,...,t, € T takové, ze
u=+t;vi+---+t,v,. Vyberme pro kazdy vektor u € M takové
vektory vi,...,v, € N a sestavme ze vSech téchto vybranych
vektortt mnozinu L. Pak L C N a L je kone¢na mnozina, nebot
mnozina M je konec¢né. Navic odtud plyne, ze M C (L), takze
(M) C (L). Ponévadz (M) = V, znamena to, ze (L) = V.

Ukéazeme dale, ze pro kazdou kone¢nou podmnozinu L CV
spliwujici (L) = V plati, Ze z ni 1ze vybrat bazi prostoru (V, +, -).
Ponévadz V # {o}, musi byt L # () a také L # {o}. Vypisme
vektory mnoziny L do posloupnosti wi, w, ..., wg. Jsou-li tyto
vektory linedrné nezavislé, pak jiz tvori bazi prostoru (V,+, ).
Jsou-li naopak linearné zavislé, pak k£ > 1 a podle ivodniho tvr-
zeni této kapitoly existuje index 7 € {1,2, ..., k} takovy, ze vek-
tor w; je linedrni kombinaci zbyvajicich vektori této posloup-
nosti. To ale znamena, ze w; € (Wy,...,Wj_1,Wji1,..., Wg),
takze mame (Wi, Wo,...,Wg) = (Wi,...,Wj_1,Wji1,..., W).
Je tedy mozné z mnoziny generatori L vektor w; vySkrtnout,
aniz se zméni podprostor, ktery tato mnozina generuje. Opaku-
jeme-li tento postup nékolikrat, nakonec dostaneme vybranou
podposloupnost vektort, tedy podrobneéji feceno, zlistanou nam

indexy 41, 149,...,%¢ € {1,2,...,k} spliujici i1 < iy < -+ < 4y
takové, ze bude platit (wy, wo, ..., W) = (W;, W;,,...,W;,) a
pritom vektory w;, , w;,, ..., w;, budou jiz linedrné nezavislé. Bu-

dou tedy tyto vektory tvorit bazi vektorového prostoru (V, 4+, -).



Véta. Necht (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor nad
télesem (7', +, ). Tvofi-li posloupnosti vektora f,fo, ..., f, a
g1,82,.. ., 8, dvé baze vektorového prostoru (V, 4+, -), pak plati
rovnost m = n.

Dtikaz. Podle definice pojmu baze vektorového prostoru jsou
vektory fi, f, ..., f, linedrné nezavislé a pritom fi,fy, ..., £, €
(1,89, -,8n). Podle Steinitzovy véty o vyméné tedy plati, ze
m < n. Podobné ale vektory gi,g2,...,8, jsou linearné neza-
vislé a pfitom g1, 82,...,8, € (fi,f, ..., f,). Takze opét podle
Steinitzovy véty o vymeéne plati, ze n < m. Celkem tedy m = n.

Ve tvrzeni predchazejicim této posledni vété jsme vidéli, ze
kazdy nenulovy vektorovy prostor, ktery je generovan néjakou
kone¢nou mnozinou vektort, mé také ne€jakou bazi. V posledni
veté jsme dale vidéli, ze pak vSechny baze takového prostoru
maji stejny pocet vektori. Mizeme tedy zavést nasledujici po-
jem. Je-li (V,+,:) nenulovy vektorovy prostor nad télesem
(T, +,-), ktery obsahuje kone¢nou podmnozinu M C V tako-
vou, ze (M) = V, a ktery tudiz ma i néjakou bazi, pak pocet n
vektori kterékoliv baze tohoto prostoru se nazyva dimenze vek-
torového prostoru (V,+,-). O prostoru (V, +, -) samotném pak
rikame, Ze je to vektorovy prostor kone¢né dimenze. Mezi
takové prostory radime i nulovy vektorovy prostor ({o},+,-),
jehoz dimenzi klademe rovnu 0.

Priklad. Bud (7, +,-) téleso a n prirozené ¢islo. Pak z prv-
niho z predchozich prikladi plyne, ze dimenze vektorového pro-
storu (1", +, -) je rovna n.

Tvrzeni. Necht (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor ko-
necné dimenze n nad télesem (7', +, ). Necht vy, vo, ..., v, jsou
linearné nezavislé vektory z V. Pak m < n a existuji vektory
Winal, ..., Wy € V takové, ze posloupnost vektort vy, vo, ..., vy,
Wi, - - -y Wy, tvori bazi vektorového prostoru (V,+, ).



Dikaz. Necht wq,wy,...,w, je néjaka baze vektorového
prostoru (V, +, ). Pak vi,va, ..., v, € (w1, wy,...,w,). Podle
Steinitzovy véty o vymeéné je tedy m < n a pri vhodném pre-

¢islovani vektori wi, wo, ..., w, plati, ze (W, Wa,...,W,) =
(V1,V2y« oy Vi, Wit 1, - - -, Wy ). Podle predchoziho tvrzeni to
ovSem znamena, ze z vektorl vi,vo, ..., Vy, Wiat, ..., W, lze

vybrat bazi prostoru (V, -+, ). Ponévadz téchto vektori je ale
jenom n, podle predchozi véty musi tyto vektory samy uz tvorit
bézi vektorového prostoru (V,+, ).

Necht (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor nad télesem
(T, +, -). Rekneme, Ze vektory vi, va, . . ., v, z V tvoii minimal-
ni mnozinu generatort prostoru (V,+, ), jestlize tento pro-
stor generuji, tedy spliuji (vy,vs,...,v,) = V, avsak pro kaz-
dou podmnozinu M C {vi,va, ..., v}, M # {vi,ve, ..., vy}
je jiz (M) # V. Daéle fekneme, ze vektory wi,wo,...,w, z V
tvori maximalni linearné nezavislou posloupnost vektort
v prostoru (V, +, +), jsou-li tyto vektory linedrné nezavislé, avsak
pro kterykoliv vektor z € V vektory wy, wo,..., w,,z jsou jiz
linearné zavislé. Dodejme, ze v této situaci musi ovSsem vektor z
byt linedrni kombinaci vektort wy, wo, ..., w,. Takze pak vek-
tory wi, wa, ..., W, rovnéz generuji cely prostor (V, 4+, -). Odtud
a z predchozich vysledk potom plyne nasledujici chrakterizace
bazi vektorového prostoru (V,+, ).

Disledek. Bud (V,+,:) nenulovy vektorovy prostor nad
télesem (7, +,-). Pak pro libovolnou posloupnost uy, uy, ..., u,
vektortd z V jsou nasledujici t¥i podminky ekvivalentni:

(i) ug,ug, ..., u, tvori minimalni mnozinu generatoru prostoru
(V: +: '):
(i) uy,uy, ..., u, tvori maximalni linedrné nezavislou posloup-

nost vektort v prostoru (V,+,-),
(iii) uy,ug,...,u, je baze prostoru (V,+,-).



Kazdy podprostor vektorového prostoru konecné dimenze je
sam prostorem konecné dimenze:

Tvrzeni. Bud (V,+, ) vektorovy prostor koneéné dimenze n
nad télesem (7, +, ). Pak pro kazdy podprostor W C V plati,
ze prostor (W, +, ) sdm je kone¢né dimenze, a je-li m jeho di-
menze, pak m < n, pricemz m = n pravé tehdy, kdyz W = V.

Dikaz. Je-li W = {o}, neni co dokazovat. Pfedpoklddejme
tedy, ze W # {o}. Podle predchoziho tvrzeni zddna posloupnost
linearné nezavislych vektortt z W nemiize mit vice nez n vek-
torti. Vyberme linedrné nezavislou posloupnost wi, wo, ..., w,,
vektorti z W tak, aby jejich pocet m byl nejvyssi mozny. Pak
ovSem m < n a pritom wi, wo, ..., W,, ziejmé tvori maximalni
linearné nezavislou posloupnost vektort v podprostoru W, takze
jde o bézi prostoru (W, +, ). M4 tedy tento prostor konecnou
dimenzi m. Pritom zminénou béazi lze doplnit dalsimi vektory
z V na bazi celého prostoru (V, +, ). Je-li ovsem m = n, pak jiz
W1, Wa, ..., W, musi byt bazi prostoru (V,+,-), takze W = V.

Tvrzeni. Necht (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor ko-
necné dimenze nad télesem (7, +, -) a necht vektory fi,f, ..., f,
predstavuji nékterou bazi tohoto prostoru. Pak pro kazdy vek-
tor u € V existuji jednoznacné urcené prvky si,s9,...,5, € T
takové, ze u = Sl'fl + 82-f2 + -+ Sn'fn.

Poznamka. Prvky sq, s, ..., s, se pak nazyvaji souradnice
vektoru u v bazi fi,fy,... . f,.

Dukaz. Existence prvki sq, so,...,s, plyne z faktu, ze vek-
tory f1, f5, . .., £, generuji prostor (V, +, -). Jejich jednoznacnost
plyne z linearni nezavislosti vektort fy, fs, . . ., £, nasledujici tva-
hou. Necht ¢, t9,...,t, € T jsou obecné jakékoliv prvky takové,
zeu = t-fi +to-fs+ - - +1¢,f,. Odectenim odtud dostavame, ze
o= (s1—t1) - fi+(sg—tg)-fo+--+ (s, —t,) - f,,. To znamen4,
S Sl—tl == 0, Sg—tg :0, ...,Sn—tn == 0, takze mame S1 :tl,
ngtg, ce ey Sn:tn.



Necht jesté jednou (V, +, -) je nenulovy vektorovy prostor ko-

ne¢né dimenze n nad télesem (7', +, -) a necht i, f5, ..., f, je né-
ktera jeho baze. Necht r € T je libovolny prvek a necht u,v € V
jsou libovolné dva vektory. Necht sq, s9, ..., sy, resp. t1,to, ..., t,
jsou souradnice vektoru u, resp. v v bazi fi,fs, ..., f,. Pak
s1+t1,89+ 19, ..., s, +1t, jsou souradnice vektoru u+v a
r-s1,T-S9,...,r-S, jsou souradnice vektoru r-u,
oboji ovsem opét v bazi f,fs, ..., f,. Z této skutecnosti je pa-

trno, ze zobrazeni
. mn
[:flaf27"'7fn : V T

prirazujici kazdému vektoru u € V usporadanou n-tici jeho sou-
fadnic (s1, S, ..., s,) v bazi fi, fs, ... £, je bijekci mnoziny vek-
tortt V na kartézskou mocninu 7", ktera pritom zachovava ope-
race sCitani + i vnéjsiho skalarniho nasobeni - ve vektorovych
prostorech (V,+,-) a (T",+,-). V tomto smyslu je tedy zob-
razeni [:fl,f%'__’fn izomorfismem vektorového prostoru (V, +, ) na
vektorovy prostor (7™, +, -). Oba tyto prostory jsou nad télesem
(T, +, -) a je takto mozno na né hledét jako na dvé kopie jednoho
a téhoz vektorového prostoru. Presné bude pojem izomorfismu
dvou vektorovych prostort nad tymz télesem zaveden pozdéji.



