
Hodnost mati
e

Ne
h»

A = (a

ij

)

i=1;:::;m; j=1;:::;n

je mati
e typu m=n nad tìlesem (T;+; �). Pak øádky mati
e A

mù¾eme 
hápat jako uspoøádané n-ti
e prvkù z T , a tedy jako

prvky vektorového prostoru (T

n

;+; �). Øádky mati
e A potom

generují jistý podprostor ve vektorovém prostoru (T

n

;+; �). Di-

menze tohoto podprostoru generovaného øádky mati
e A se na-

zývá øádková hodnost mati
e A. Podobnì sloup
e mati
e A

lze 
hápat jako uspoøádané m-ti
e prvkù z T , a tedy jako prvky

vektorového prostoru (T

m

;+; �). Dimenze podprostoru vektoro-

vého prostoru (T

m

;+; �) generovaného sloup
i mati
e A se pak

nazývá sloup
ová hodnost mati
e A. V dal¹ím textu této ka-

pitoly ale uká¾eme, ¾e obì tyto dimenze jsou si rovny, èím¾ ob-

dr¾íme pojem hodnosti mati
e A.

Buï znovu A = (a

ij

) mati
e typu m=n nad tìlesem (T;+; �).

Pak ka¾dá z následují
í
h modi�ka
í mati
e A se nazývá ele-

mentární øádková úprava mati
e A:

(i) vynásobení i-tého øádku mati
e A prvkem r pro nìkterá

i 2 f1; : : : ;mg a r 2 T , r 6= 0,

(ii) pøiètení k i-tému øádku mati
eA j-tého øádku mati
eA vy-

násobeného prvkem r pro nìkterá i; j 2 f1; : : : ;mg, i 6= j,

a r 2 T .

K elementárním øádkovým úpravám mati
e A bývá nìkdy té¾

poèítána výmìna i-tého a j-tého øádku mati
e A pro nìkterá

i; j 2 f1; : : : ;mg, i 6= j. Tuto úpravu lze ale získat slo¾ením nì-

kolika úprav typu (i) a (ii): nejprve se j-tý øádek pøiète k i-tému,

pak se i-tý øádek odeète od j-tého, potom se znovu j-tý øádek

pøiète k i-tému a nakone
 se j-tý øádek vynásobí prvkem �1.

Zamìníme-li v¹ude v pøed
hozím odstav
i slovo \øádek" slo-

vem \sloupe
" a èíslo m èíslem n, dostaneme podobnì de�ni
i

toho, 
o jsou elementární sloup
ové úpravy mati
e A.
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Ne
h» A = (a

ij

) a B = (b

ij

) jsou dvì mati
e tého¾ typu m=n

nad tìlesem (T;+; �) takové, ¾e mati
e B vznikla z mati
e A

koneènou posloupností elementární
h øádkový
h úprav. Pak pí-

¹eme A � B a øíkáme, ¾e mati
e A a B jsou øádkovì ekviva-

lentní. Ponìvad¾ ke ka¾dé elementární øádkové úpravì existuje

elementární úprava, který je k ní inverzní v tom smyslu, ¾e pøe-

vede upravenou mati
i zpìt do pùvodního tvaru, je rela
e �

symetri
ká a 
elkem je to ekvivalen
e na mno¾inì v¹e
h mati


typu m=n nad tìlesem (T;+; �).

Analogi
kou úvahu je mo¾no vést i pro elementární sloup
ové

úpravy mati
.

Tvrzení. Elementárními øádkovými úpravami dané mati
e

A = (a

ij

) typu m=n nad tìlesem (T;+; �) se nemìní podprostor

vektorového prostoru (T

n

;+; �) generovaný øádky mati
e A. Ne-

mìní se tak ani øádková hodnost mati
e A.

Dùkaz. Podle posledního tvrzení z kapitoly o vektorový
h

prostore
h je podprostor vektorového prostoru (T

n

;+; �) gene-

rovaný øádky mati
e A roven mno¾inì v¹e
h lineární
h kombi-

na
í tì
hto øádkù. Je ale evidentní, ¾e mno¾ina v¹e
h lineární
h

kombina
í øádkù mati
e A se nezmìní provedením kterékoliv

elementární øádkové úpravy mati
e A.

Tvrzení. Elementárními øádkovými úpravami dané mati
e

A = (a

ij

) typu m=n nad tìlesem (T;+; �) se nemìní sloup
ová

hodnost mati
e A.

Poznámka. Mù¾e se ale zmìnit podprostor vektorového pro-

storu (T

m

;+; �) generovaný sloup
i mati
e A.

Dùkaz. V¹imneme si nejprve, ¾e elementární øádkové úpravy

mati
e A nemají vliv na lineární závislost èi nezávislost vybra-

ný
h posloupností sloup
ù mati
eA. Oznaème a

1

; a

2

; : : : ; a

n

jed-

notlivé sloup
e mati
e A. Proveïme kteroukoliv zvolenou ele-

mentární øádkovou úpravu s mati
í A, èím¾ vznikne mati
e A

0

,
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a oznaème a

0

1

; a

0

2

; : : : ; a

0

n

sloup
e této nové mati
e A

0

. Vyberme

libovolnì indexy j

1

; j

2

; : : : ; j

k

2 f1; 2; : : : ; ng, j

1

< j

2

< � � � < j

k

,

a prvky s

1

; s

2

; : : : ; s

k

2 T . Oznaème je¹tì 0 nulový sloupe
 o m

slo¾ká
h. Z de�ni
e elementární
h øádkový
h úprav je evidentní,

¾e pak platí s

1

�a

j

1

+ s

2

�a

j

2

+ � � � + s

1

�a

j

k

= 0 právì tehdy, kdy¾

platí s

1

�a

0

j

1

+ s

2

�a

0

j

2

+ � � � + s

1

�a

0

j

k

= 0. To ukazuje, ¾e sloup
e

a

j

1

; a

j

2

; : : : ; a

j

k

jsou lineárnì nezávislé právì tehdy, kdy¾ sloup
e

a

0

j

1

; a

0

j

2

; : : : ; a

0

j

k

jsou lineárnì nezávislé. Sloup
ová hodnost ma-

ti
e A je ale de�nována jako dimenze podprostoru v (T

m

;+; �)

generovaného sloup
i mati
e A, a tedy jako poèet vektorù báze

tohoto podprostoru. Podle jednoho z tvrzení pøed
hozí kapitoly

lze takovou bázi a

j

1

; a

j

2

; : : : ; a

j

k

vybrat ze sloup
ù a

1

; a

2

; : : : ; a

n

mati
e A. Po provedenní elementární
h øádkový
h úprav ov¹em

v nové mati
i A

0

zùstanou odpovídají
í sloup
e a

0

j

1

; a

0

j

2

; : : : ; a

0

j

k

lineárnì nezávislé a generují tudí¾ v (T

m

;+; �) podprostor stejné

dimenze. Jiná lineárnì nezávislá posloupnost mají
í ví
e sloup
ù

pøitom mezi sloup
i a

0

1

; a

0

2

; : : : ; a

0

n

mati
e A

0

vzniknout nemohla.

Obì mati
e A i A

0

tedy mají stejnou sloup
ovou hodnost.

Buï opìt A = (a

ij

) mati
e typu m=n nad tìlesem (T;+; �).

Øekneme, ¾e mati
e A je ve s
hodovitém tvaru, jsou-li v ní

shora dolù nejprve nenulové øádky, pokud mati
e takové øádky

obsahuje, a a¾ za nimi jsou nulové øádky, má-li mati
e takové,

a jestli¾e ka¾dý nenulový øádek (vyjma prvního) zaèíná zleva

nìkolika nulami, pøièem¾ ka¾dý dal¹í nenulový øádek má tì
hto

nul vlevo ví
e ne¾ øádek jemu pøed
házejí
í. První nenulový pr-

vek zleva v ka¾dém nenulovém øádku se nazývá hlavní prvek

tohoto øádku. Je jasné, ¾e nenulové øádky mati
e A ve s
hodovi-

tém tvaru jsou lineárnì nezávislé (¾ádný z ni
h není mo¾no zís-

kat jako lineární kombina
i ostatní
h). Je tedy poèet nenulový
h

øádkù mati
e A ve s
hodovitém tvaru roven øádkové hodnosti

této mati
e. Øekneme dále, ¾e mati
e A je v Gauss-Jordanovì

tvaru, je-li ve s
hodovitém tvaru, je-li pøitom ka¾dý hlavní pr-
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vek roven 1, a je-li naví
 ka¾dý hlavní prvek jediným nenulovým

prvkem ve sloup
i, ve kterém le¾í (tedy ka¾dý hlavní prvek má

ve svém sloup
i nejen pod sebou, ale i nad sebou samé nuly).

Tvrzení. Ka¾dou mati
i A = (a

ij

) typu m=n nad tìlesem

(T;+; �) lze pøevést koneènou posloupností elementární
h øád-

kový
h úprav na mati
i ve s
hodovitém tvaru, pøípadnì a¾ na

mati
i v Gauss-Jordanovì tvaru.

Dùkaz. Pøi hledání s
hodovitého tvaru postupujeme induk
í

vzhledem k poètu nenulový
h øádkù mati
e A. Je-li A nulová

mati
e, je ji¾ ve s
hodovitém tvaru. Je-li mati
e A nenulová,

vybereme první nenulový sloupe
 zleva. Pøípadným pøehozením

øádkù do
ílíme toho, aby v tomto sloup
i byl první prvek shora

nenulový. Potom odeèítáním vhodný
h násobkù prvního øádku

od následují
í
h øádkù dosáhneme toho, ¾e v tomto prvním ne-

nulovém sloup
i budou pod prvním nenulovým prvkem shora

ji¾ samé nuly. Byl-li zmínìný nenulový sloupe
 posledním sloup-


em mati
e, je takto získaná mati
e ji¾ ve s
hodovitém tvaru.

V opaèném pøípadì, odmyslíme-li si nyní z takto vzniklé mati
e

její první øádek, dostaneme mati
i, která bude mít ménì nenulo-

vý
h øádkù (nulové øádky se uvedenými úpravami nezmìnily).

Podle indukèního pøedpokladu lze tedy tuto zmen¹enou mati
i

pøevést elementárními øádkovými úpravami na s
hodovitý tvar

(nulové sloup
e vlevo, který
h bude ví
e ne¾ v 
elé mati
i, se pøi-

tom nezmìní). Tak¾e pak i pùvodní mati
i A lze takto pøevést

na s
hodovitý tvar.

Aby
hom od s
hodovitého tvaru pøe¹li ke Gauss-Jordanovu

tvaru, je-li daná mati
e nenulová, je tøeba zprvu ka¾dý nenulový

øádek vynásobit inverzním prvkem k hlavnímu prvku le¾í
ímu

v tomto øádku. Poté odeèítáním vhodný
h násobkù daného ne-

nulového øádku od øádkù le¾í
í
h nad ním do
ílíme toho, ¾e ve

sloup
i nad hlavním prvkem tohoto øádku budou samé nuly. To

se provede pro ka¾dý nenulový øádek mati
e vyjma prvního.
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Dùsledek. Pro ka¾dou mati
i A = (a

ij

) typu m=n nad tìle-

sem (T;+; �) platí, ¾e její øádková hodnost je rovna její sloup
ové

hodnosti.

Dùkaz. Podle pøed
hozího tvrzení lze mati
i A elemen-

tárními øádkovými úpravami pøevést na Gauss-Jordanùv tvar.

Ne
h» k je poèet nenulový
h øádkù v tomto tvaru. Potom je

mo¾né pøehazováním sloup
ù pøemístit sloup
e obsahují
í hlavní

prvky doleva, tak¾e vlevo nahoøe vznikne jednotková mati
e E

k

.

Je dále jasné, ¾e pak je mo¾no odèítáním vhodný
h násobkù prv-

ní
h k sloup
ù od zbývají
í
h sloup
ù v¹e
hny tyto následují
í

sloup
e uèinit nulovými sloup
i. Takto pou¾itím nejprve elemen-

tární
h øádkový
h a poté i sloup
ový
h úprav pøejde mati
eA do

tvaru, kdy na hlavní diagonále bude první
h k prvkù rovný
h 1

a v¹e
hny ostatní prvky mati
e budou rovny 0. Mati
e tohoto

tvaru má ov¹em øádkovou i sloup
ovou hodnost rovnu k. Ponì-

vad¾ u¾ víme, ¾e elementární øádkové úpravy nemìní øádkovou

ani sloup
ovou hodnost mati
e, a toté¾ ov¹em platí i pro elemen-

tární sloup
ové úpravy, je takté¾ øádková i sloup
ová hodnost

vý
hozí mati
e A rovna k.

Nyní jsme tedy v situa
i, kdy mù¾eme pro ka¾dou mati
i

A = (a

ij

) typu m=n nad tìlesem (T;+; �) de�novat hodnost

mati
e A jako spoleènou hodnotu øádkové a sloup
ové hodnosti

mati
e A.
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