Hodnost matice

Necht
e A = (aij)i=t1,..m, j=1,.n

je matice typu m/n nad télesem (T, +,-). Pak fadky matice A
mizeme chapat jako usporadané n-tice prvka z T, a tedy jako
prvky vektorového prostoru (7™, +,-). Radky matice A potom
generuji jisty podprostor ve vektorovém prostoru (7", +, -). Di-
menze tohoto podprostoru generovaného radky matice A se na-
zyva Ffadkova hodnost matice A. Podobné sloupce matice A
lze chapat jako usporddané m-tice prvki z T, a tedy jako prvky
vektorového prostoru (7™, +, -). Dimenze podprostoru vektoro-
vého prostoru (7™, +,-) generovaného sloupci matice A se pak
nazyva sloupcova hodnost matice A. V dalsim textu této ka-
pitoly ale ukazeme, ze obé tyto dimenze jsou si rovny, ¢imz ob-
drzime pojem hodnosti matice A.

Bud znovu A = (a;;) matice typu m/n nad télesem (T, +,-).
Pak kazda z nasledujicich modifikaci matice A se nazyva ele-
mentarni radkova tprava matice A:

(i) vynasobeni i-tého fadku matice A prvkem r pro nékterd
ie{l,....m} areT,r#0,

(i) pricteni k i-tému fadku matice A j-tého radku matice A vy-
nasobeného prvkem r pro nékterd i,j € {1,...,m}, i # j,
arel.

K elementarnim radkovym upravam matice A byva nékdy téz
pocitana vymeéna ¢-tého a j-tého radku matice A pro néktera
i,7 € {l,...,m}, i # j. Tuto Gpravu lze ale ziskat slozenim né-
kolika tiprav typu (i) a (ii): nejprve se j-ty radek pricte k i-tému,
pak se i-ty radek odecte od j-tého, potom se znovu j-ty radek
pricte k i-tému a nakonec se j-ty radek vynasobi prvkem —1.
Zameénime-li vSude v predchozim odstavci slovo “radek” slo-
vem “sloupec” a c¢islo m ¢islem n, dostaneme podobné definici
toho, co jsou elementarni sloupcové apravy matice A.
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Necht A = (a;j) a B = (b;;) jsou dvé matice téhoz typu m/n
nad télesem (7', +,-) takové, Ze matice B vznikla z matice A
kone¢nou posloupnosti elementarnich radkovych tprav. Pak pi-
seme A ~ B a rikdme, ze matice A a B jsou radkoveé ekviva-
lentni. Ponévadz ke kazdé elementarni radkové tpraveé existuje
elementarni Gprava, ktery je k ni inverzni v tom smyslu, ze pre-
vede upravenou matici zpét do puvodniho tvaru, je relace ~
symetricka a celkem je to ekvivalence na mnoziné vsech matic
typu m/n nad télesem (7', +,-).

Analogickou tivahu je mozno vést i pro elementarni sloupcové
upravy matic.

Tvrzeni. Elementarnimi radkovymi Gpravami dané matice
A = (a;;) typu m/n nad télesem (T, +, -) se neméni podprostor
vektorového prostoru (7™, +, ) generovany radky matice A. Ne-
meéni se tak ani radkova hodnost matice A.

Dukaz. Podle posledniho tvrzeni z kapitoly o vektorovych
prostorech je podprostor vektorového prostoru (7", +,-) gene-
rovany radky matice A roven mnoziné vSech linearnich kombi-
naci téchto radkt. Je ale evidentni, ze mnozina vsech linearnich
kombinaci radki matice A se nezméni provedenim kterékoliv
elementarni radkové tpravy matice A.

Tvrzeni. Elementarnimi radkovymi Gpravami dané matice
A = (a;j) typu m/n nad télesem (7', +,-) se neméni sloupcova
hodnost matice A.

Poznamka. Miize se ale zménit podprostor vektorového pro-
storu (T™, 4, -) generovany sloupci matice A.

Dtkaz. Vsimneme si nejprve, ze elementarni radkoveé tpravy
matice A nemaji vliv na linearni zavislost ¢i nezavislost vybra-
nych posloupnosti sloupcti matice A. Oznac¢me ay, as, . . ., a, jed-
notlivé sloupce matice A. Provedme kteroukoliv zvolenou ele-
mentarni fadkovou tpravu s matici A, ¢imz vznikne matice A/,



a oznaCme aj, a, ..., a), sloupce této nové matice A". Vyberme
libovolné indexy j1, jo,-- -,k € {1,2,...,n}, 1 < jo < -+ < Jg,
a prvky si, s, ..., S € T. Oznacme jesté 0 nulovy sloupec o m
slozkach. Z definice elementarnich radkovych tprav je evidentni,
ze pak plati sj-aj, + s2-aj, + - -- + s1-a;, = 0 pravé tehdy, kdyz
plati si-a) + sp-aj, + -+ + s;-a), = 0. To ukazuje, Ze sloupce

a;,aj,,...,a; jsou linedrné nezavislé prave tehdy, kdyz sloupce
aj,aj,...,aj jsou linedrné nezdvislé. Sloupcova hodnost ma-

tice A je ale definovana jako dimenze podprostoru v (77, +, -)
generovaného sloupci matice A, a tedy jako pocet vektori baze
tohoto podprostoru. Podle jednoho z tvrzeni predchozi kapitoly

Ize takovou bézi a; , a;,, ..., a; vybrat ze sloupct a;, ay,...,a,

matice A. Po provedenni elementarnich radkovych tprav ovsem
, o . / ) ’ e’ 7 / ! !

v nové matici A’ zistanou odpovidajici sloupce a;j ,a;,, ..., a;

linedrné nezavislé a generuji tudiz v (T, +, -) podprostor stejné
dimenze. Jina linearné nezavisla posloupnost majici vice sloupcii
pritom mezi sloupci aj, a5, . .., a/, matice A’ vzniknout nemohla.
Obé matice A i A’ tedy maji stejnou sloupcovou hodnost.

Bud opét A = (a;;) matice typu m/n nad télesem (7', +,-).
Rekneme, 7ze matice A je ve schodovitém tvaru, jsou-li v ni
shora dolt nejprve nenulové radky, pokud matice takové radky
obsahuje, a az za nimi jsou nulové radky, ma-li matice takové,
a jestlize kazdy nenulovy fadek (vyjma prvniho) zacina zleva
nekolika nulami, pficemz kazdy dalsi nenulovy radek ma téchto
nul vlevo vice nez radek jemu predchazejici. Prvni nenulovy pr-
vek zleva v kazdém nenulovém radku se nazyva hlavni prvek
tohoto radku. Je jasné, ze nenulové radky matice A ve schodovi-
tém tvaru jsou linedrné nezavislé (zadny z nich neni mozno zis-
kat jako linearni kombinaci ostatnich). Je tedy pocet nenulovych
radkid matice A ve schodovitém tvaru roven radkové hodnosti
této matice. Rekneme déle, Ze matice A je v Gauss-Jordanoveé
tvaru, je-li ve schodovitém tvaru, je-li pritom kazdy hlavni pr-



vek roven 1, a je-li navic kazdy hlavni prvek jedinym nenulovym
prvkem ve sloupci, ve kterém lezi (tedy kazdy hlavni prvek ma
ve svém sloupci nejen pod sebou, ale i nad sebou samé nuly).

Tvrzeni. Kazdou matici A = (a;;) typu m/n nad télesem
(T, +,-) lze prevést konecnou posloupnosti elementarnich rad-
kovych tprav na matici ve schodovitém tvaru, pfipadné az na
matici v Gauss-Jordanové tvaru.

Dtkaz. Pri hledani schodovitého tvaru postupujeme indukci
vzhledem k poctu nenulovych radkt matice A. Je-li A nulova
matice, je jiz ve schodovitém tvaru. Je-li matice A nenulovi,
vybereme prvni nenulovy sloupec zleva. Pripadnym prehozenim
radkt docilime toho, aby v tomto sloupci byl prvni prvek shora
nenulovy. Potom odec¢itanim vhodnych nasobkt prvniho radku
od nésledujicich radki dosahneme toho, ze v tomto prvnim ne-
nulovém sloupci budou pod prvnim nenulovym prvkem shora
jiz. samé nuly. Byl-li zminény nenulovy sloupec poslednim sloup-
cem matice, je takto ziskana matice jiz ve schodovitém tvaru.
V opacném pripadé, odmyslime-li si nyni z takto vzniklé matice
jeji prvni radek, dostaneme matici, ktera bude mit méné nenulo-
vych fadkt (nulové fadky se uvedenymi Gpravami nezménily).
Podle induk¢éniho predpokladu lze tedy tuto zmensenou matici
prevést elementarnimi radkovymi pravami na schodovity tvar
(nulové sloupce vlevo, kterych bude vice nez v celé matici, se pii-
tom nezméni). Takze pak i ptivodni matici A lze takto prevést
na schodovity tvar.

Abychom od schodovitého tvaru presli ke Gauss-Jordanovu
tvaru, je-li dand matice nenulova, je tfeba zprvu kazdy nenulovy
radek vynasobit inverznim prvkem k hlavnimu prvku lezicimu
v tomto radku. Poté odecitanim vhodnych nasobki daného ne-
nulového radku od radku lezicich nad nim docilime toho, ze ve
sloupci nad hlavnim prvkem tohoto radku budou samé nuly. To
se provede pro kazdy nenulovy radek matice vyjma prvniho.



Disledek. Pro kazdou matici A = (a;;) typu m/n nad téle-
sem (T, +, -) plati, Ze jeji fadkova hodnost je rovna jeji sloupcové
hodnosti.

Dukaz. Podle predchoziho tvrzeni lze matici A elemen-
tarnimi radkovymi tpravami prevést na Gauss-Jordandv tvar.
Necht k£ je pocet nenulovych radkt v tomto tvaru. Potom je
mozné prehazovanim sloupcii premistit sloupce obsahujici hlavni
prvky doleva, takze vlevo nahore vznikne jednotkova matice Ej.
Je dale jasné, ze pak je mozno odc¢itanim vhodnych nasobkt prv-
nich k sloupcti od zbyvajicich sloupcti vSechny tyto nasledujici
sloupce ucinit nulovymi sloupci. Takto pouzitim nejprve elemen-
tarnich radkovych a poté i sloupcovych tuprav prejde matice A do
tvaru, kdy na hlavni diagonale bude prvnich k prvka rovnych 1
a vSechny ostatni prvky matice budou rovny 0. Matice tohoto
tvaru ma ovsem radkovou i sloupcovou hodnost rovnu k. Poné-
vadz uz vime, ze elementarni radkové tipravy neméni radkovou
ani sloupcovou hodnost matice, a totéz ovsem plati i pro elemen-
tarni sloupcové upravy, je taktéz radkova i sloupcova hodnost
vychozi matice A rovna k.

Nyni jsme tedy v situaci, kdy mizeme pro kazdou matici
A = (aij) typu m/n nad télesem (T, +,-) definovat hodnost
matice A jako spolec¢nou hodnotu radkové a sloupcové hodnosti
matice A.



