Koreny polynomu

Necht (R,+,-) je komutativni okruh. Necht f € R[z] je poly-
nom, pricemsz

f=a, 7" +ap_ 12"+ - + a1z + ay,
kde n € NU {0} a ag,a1,...,a,-1,a, € R, a necht ¢ € R je
libovolny prvek. Pak prvek

fle) = anc + an1” ' 4+ arc + ag
lezici mnoziné R se nazyva hodnota polynomu f v prvku c.
Je-li pfitom splnéno f(c) = 0, pak prvek ¢ se nazyva kofen
polynomu f.

Tvrzeni. Je-li (R, +,-) komutativni okruh, pak pro libovolné
dva polynomy f, g € R[z] a pro libovolny prvek ¢ € R plati

(f +9)(c)=flc)+g(c) a (fg)(c)=Fflc)-g(c)

Dikaz. Prvni rovnost je zfejma. Ovérime druhou rovnost.
Necht tedy f = apz™ + ap_12™ 1+ --- + ayz + ag a necht
g = bya" + b,_1z" ' + -« + biz + by. Potom ovsem mame
g =Rhpmine™ "+ hpin12™ "4+ -+ hiz + hy, kde pro kazdé
ke{0,1,....m+n—1,m+n}je hy = Zf:o a; b_;. Takze

(f-9)(€) = Panan™ ™ 4+ Py 1" -+ hye + hy,

kde hg, hi,..., hmin_1, hmen jsou prvky z R uvedeného tvaru.
Na druhé strané

fc)-gle) = (ame™ + am_1c™ 4 -+ arc + ag)-

(bncn + bn_lcn_l + e blc + bo)

m4+n k m+n k
= E E a; by = E ( E a; bk_i> F
k=0 i=0 k=0 =0

= hm+ncm+n + hm+n—lcm+n_1 + -+ hic+ h07

kde hg, h1, ..., hipan—1, himan jsou tytéz prvky z R jako vyse.



Disledek. Necht (R,+,-) je komutativni okruh a necht
f € R[x] je polynom. Pak prvek ¢ € R je kofenem polynomu f
pravé tehdy, kdyz (xz — ¢) | f.

Dikaz. Necht nejprve ¢ € R je korenem polynomu f, takze
f(c) = 0. Podle véty o déleni polynomu se zbytkem existuji
polynomy ¢,r € R[z] takové, ze f = (x — ¢)-q + r, pfiCemz
st(r) < 1, takze r je konstantni polynom. Upravou dostévame,
zer = f — (z — ¢)-q, odkud s vyuzitim predchoziho tvrzeni
vyplyva, ze r = r(c) = f(c) — (¢ —c)-q(c) = 0. To ale znamen4,
ze f=(x—c)g,dili (x—c)| f.

Necht naopak (z — ¢) | f. Pak ovSem f = (z — ¢)-h pro jisty
polynom h € R[z], odkud podle ptedchoziho tvrzeni plyne, Ze
f(c) = (¢ —¢)-h(c) = 0. Je tedy ¢ kofenem polynomu f.

Necht znovu (R, +,-) je komutativni okruh, necht f € R[z]
je nenulovy polynom a necht ¢ € R je koten polynomu f. Necht
dale k je prirozené cislo. Pak fekneme, ze c¢ je koten polynomu f
nasobnosti k, jestlize (x — ¢)¥| f, aviak (z — )1} f.

Poznamenejme, ze pro kazdy korfen ¢ € R nenulového po-
lynomu f takové prirozené cislo k existuje, nebot podle pred-
choziho dusledku v takovém pripadé pfinejmensim (z — ¢)| f,
pricemz soucasné podle véty o déleni polynomi se zbytkem pro
kazdé prirozené ¢islo £ > st(f) mame (z — c)’)f. Skutecng
tomu tak je, nebot (z — c)g je pak polynom stupné ¢ s vedoucim
koeficientem 1, takze pokud ¢ > st(f), je pri déleni polynomu f
polynomem (z —c)’ polynom f sdm zbytkem po tomto déleni. Je
tedy touto definici opravdu pro kazdy koren ¢ € R nenulového
polynomu f € R[x] stanovena jeho nasobnost k, coz je konec¢né
prirozené cislo.



Véta. Necht (R,+,-) je obor integrity a necht f € R|z] je
nenulovy polynom stupné n = st(f), n > 0. Pak polynom f
ma jen konecny pocet korent, a pocitame-li pritom kazdy koren
tolikrat, kolik je jeho nasobnost, plati, Ze polynom f ma nejvyse
n korent.

Dukaz. Pocitejme kazdy kotren polynomu f tolikrat, kolik je
jeho néasobnost. Pripustme, ze by pri tomto pohledu mél poly-
nom f vice nez n kotrent. Pak bychom mohli vybrat ¢ vzajemné

ruznych kotreni cq, ..., ¢ polynomu f s nasobnostmi ki, ...,k
tak, aby bylo k1 4+ - -+ + k; > n. Pak bychom podle definice na-
sobnosti kotfent méli (z —c))* | f, ..., (x —co)* | f. Lze ukazat,

7e odtud plyne (z — c1)*-...-(z —c)* | f. Je-li (R,+,-) téleso,
pak tato skutecnost plyne primo z faktu, ze potom okruh poly-
nomu (R[z],+,-) je okruhem s jednozna¢nym rozkladem. Je-li
(R, +, ) pouze obor integrity, potom lze ditkaz této skutecnosti
provést indukci vzhledem k ¢islu k; + - - - + ky. To ale znamen4,
7e pak f = (z—cy)-. .. (x—cp)kw pro jisty nenulovy polynom
w € R[z]. To ale nenf mozné, nebot (x — cy)*-...-(z — ¢,)¥ je
polynom stupné k; + --- + k; s vedoucim koeficientem 1, takze
bychom pak méli n = st(f) = ki+---+ke+st(w) > ki +---+ky,
nebot st(w) > 0. To odporuje predpokladu, ze k1 + - - - + k¢ > n.
Tim je dokazano tvrzeni véty.

Necht (R, +,-) je komutativni okruh a necht f € R[z] je
polynom. Definujeme zobrazeni

pf : R— R vztahem (Vcé€ R)(pr(c) = f(c)).

Zobrazeni p; se nazyva polynomicka funkce urcend polyno-
mem f.



Disledek. Necht (R, +,-) je nekone¢ny obor integrity. Pak
pro libovolné dva polynomy f, g € R[z] plati

f=9 <= pr=p,.

Dikaz. Je-li f = g, pak ovSem p; = p,. Pfedpokladejme
naopak, ze p; = p,, takze pro kazdé ¢ € R plati f(c) = g(c).
Uvazme polynom f — g. Uvedeny predpoklad pak znamena, ze
pro kazdé ¢ € R mame (f — g)(c) = f(c) — g(c) = 0, takze
polynom f — g ma nekonecné mnoho korentl, nebot jsou jimi
vSechny prvky z R. Podle predchozi véty pak ale f — g musi byt
nulovy polynom, takze f = g.

Bez predpokladu nekonec¢nosti oboru integrity (R, +, -) pred-
chozi dusledek neplati. Napriklad pro konecné téleso (Zs,+, ),
piseme-li Zy = {0, 1}, nulovy polynom a polynom z? + x uréuji
tutéz polynomickou funkci.

Bud dale (R, +, -) téleso. Pak (R, +, ) se nazyva algebraicky
uzaviené téleso, jestlize kazdy nekonstantni polynom z R[z] ma
alespon jeden koren v R.

Véta. Pro libovolné téleso (R, +,-) jsou nasledujici pod-
minky ekvivalentni:

— (R, +, ) je algebraicky uzaviené téleso.

— Ireducibilni polynomy v R[x] jsou pravé polynomy stupné 1.

— Kazdy nekonstantni polynom z R|[z] lze vyjadfit ve tvaru
soucinu polynomi stupné 1.

— Kazdy nenulovy polynom z R[z] stupné n mé pravé n ko-
rend v R, pocitame-li kazdy koten tolikrat, kolik je jeho
nasobnost.

Dukaz. Fakt, ze prvni z uvedenych podminek méa za na-
sledek druhou, plyne z prvniho disledku této kapitoly. Skutec-
nosti, ze ze druhé podminky plyne treti, ze treti podminky plyne
ctvrta, a ze ctvrté podminky plyne zase prvni, jsou ziejmé.



Nasledujici fakt, ktery zformulujeme bez dikazu, byva tra-
di¢cné oznacovan jako zakladni véta algebry.

Véta. Téleso (C,+, ) vSech komplexnich ¢isel je algebraicky
uzavriené.

Zakladni véta algebry jinymi slovy ik, ze ireducibilnimi po-
lynomy v C[z] jsou pravé polynomy stupné 1.

Polynomy stupné 1 se nazyvaji linearni, polynomy stupné 2
jsou kvadratické a polynomy stupné 3 se nazyvaji kubické.

Téleso (R,+,:) vSech redlnych ¢isel neni algebraicky uza-
viené, jak plyne z dale uvedené véty. K jejimu dikazu potre-
bujeme nasledujici poznatek:

Tvrzeni. Je-li f € R[z] libovolny polynom a je-li ¢ € C
kotfen polynomu f, potom také c¢islo ¢ komplexné sdruzené k c
je kofenem polynomu f.

Dukaz. Je-li f konstantni polynom nebo je-li ¢ € R, pak
neni co dokazovat. Predpokladejme tedy dale, ze polynom f je
nekonstantni a ze ¢ € C — R. Necht

1
f=ayx" +a,_12""" + -+ arx + ay,

kde n € N a ag,a1,...,a,-1,a, € R. Ponévadz c je koren poly-
nomu f, takze f(c) = 0, mame a,,c"+a,_1c" "1+ - -+ajc+ag = 0.
Prechodem ke komplexné sdruzenym cislim odtud plyne, ze

anc" + ap_1c" 1+ - +ajc+ag = 0. PondvadZ pritom zobra-
zeni ~ : C — C prirazujici kazdému komplexnimu cislu z ¢islo z
k nému komplexné sdruzené je homomorfismem télesa (C, +, -)
na né samotné a ponévadz ag, ai,...,a,_1,a, € R, vychazi od-
tud, Ze a,¢" + ap_1¢" '+ -+ a;¢ + ag = 0. To ale znamen3,
ze také f(¢) = 0, takze rovnéz ¢ je kofenem polynomu f.



Véta. Ireducibilnimi polynomy v R[z]| jsou pravé linedrni
polynomy a kvadratické polynomy nemajici redlné koteny.

Dtkaz. Kazdy linearni polynom nad télesem je ireducibilni.
Rovnéz kazdy kvadraticky polynom nad télesem vsSech redlnych
¢isel nemajici realné koteny je ireducibilni, nebot takovy poly-
nom nelze ziskat jako soucin dvou linearnich polynomi s real-
nymi koeficienty.

Necht naopak f € R[z] je ireducibilni polynom nad R. Pak f
je nekonstantni polynom a podle zakladni véty algebry tedy ma
kofen ¢ € C, takze f(c) = 0. Jestlize ¢ € R, pak podle prvniho
dusledku v této kapitole mame (z—c) | f, takze f = (x —c)-h pro
jisty nenulovy polynom h € R[z]. Ponévadz ale f je ireducibilni
polynom nad R, musi h byt konstantni polynom, takze potom
polynom f sam je linearni. Jestlize ovsem ¢ € C—RR, pak uvazme
¢islo ¢ komplexné sdruzené k c. Potom jisté ¢ # ¢. Z predcho-
ziho tvrzeni vime, ze pak také ¢ je kofenem polynomu f, takze
f(¢) = 0. Protoze f € R[z] C C[z], opét podle prvniho disledku
v této kapitole mame (z —c) | f a také (z—7¢) | f. Ponévadz ¢ # ¢,
podobné jako v ditkazu prvni véty této kapitoly odtud plyne, ze
(z—c)-(x—2)|f. Oviem (z —c)-(x —¢) = 2* — (c+¢)x +cc, kde
c+¢,cc € R, takze (z —c¢)-(x —¢) je kvadraticky polynom z R|z]
nemajici redlné koteny. Protoze pfitom (z—c)-(x —¢) | f, existuje
nenulovy polynom ¢ € R[z] takovy, ze f = (x—c)-(z—¢)-t. Poné-
vadz ale f je ireducibilni polynom nad R, musi ¢ byt konstantni
polynom. To ukazuje, ze tentokrat je f kvadraticky polynom bez
realnych kotent.



