
Koøeny polynomù

Ne
h» (R;+; �) je komutativní okruh. Ne
h» f 2 R[x℄ je poly-

nom, pøièem¾
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libovolný prvek. Pak prvek
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le¾í
í mno¾inì R se nazývá hodnota polynomu f v prvku 
.

Je-li pøitom splnìno f(
) = 0, pak prvek 
 se nazývá koøen

polynomu f .

Tvrzení. Je-li (R;+; �) komutativní okruh, pak pro libovolné

dva polynomy f; g 2 R[x℄ a pro libovolný prvek 
 2 R platí

(f + g)(
) = f(
) + g(
) a (f �g)(
) = f(
) � g(
):

Dùkaz. První rovnost je zøejmá. Ovìøíme druhou rovnost.
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jsou prvky z R uvedeného tvaru.

Na druhé stranì
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jsou tyté¾ prvky z R jako vý¹e.



Dùsledek. Ne
h» (R;+; �) je komutativní okruh a ne
h»

f 2 R[x℄ je polynom. Pak prvek 
 2 R je koøenem polynomu f

právì tehdy, kdy¾ (x� 
) j f .

Dùkaz. Ne
h» nejprve 
 2 R je koøenem polynomu f , tak¾e

f(
) = 0. Podle vìty o dìlení polynomù se zbytkem existují

polynomy q; r 2 R[x℄ takové, ¾e f = (x � 
)�q + r, pøièem¾

st(r) < 1, tak¾e r je konstantní polynom. Úpravou dostáváme,

¾e r = f � (x � 
)�q, odkud s vyu¾itím pøed
hozího tvrzení

vyplývá, ¾e r = r(
) = f(
)� (
� 
)�q(
) = 0. To ale znamená,

¾e f = (x� 
)�q, èili (x� 
) j f .

Ne
h» naopak (x � 
) j f . Pak ov¹em f = (x � 
)�h pro jistý

polynom h 2 R[x℄, odkud podle pøed
hozího tvrzení plyne, ¾e

f(
) = (
� 
)�h(
) = 0. Je tedy 
 koøenem polynomu f .

Ne
h» znovu (R;+; �) je komutativní okruh, ne
h» f 2 R[x℄

je nenulový polynom a ne
h» 
 2 R je koøen polynomu f . Ne
h»

dále k je pøirozené èíslo. Pak øekneme, ¾e 
 je koøen polynomu f

násobnosti k, jestli¾e (x� 
)

k

j f , av¹ak (x� 
)

k+1

6 j f .

Poznamenejme, ¾e pro ka¾dý koøen 
 2 R nenulového po-

lynomu f takové pøirozené èíslo k existuje, nebo» podle pøed-


hozího dùsledku v takovém pøípadì pøinejmen¹ím (x � 
) j f ,

pøièem¾ souèasnì podle vìty o dìlení polynomù se zbytkem pro

ka¾dé pøirozené èíslo ` > st(f) máme (x � 
)

`

6 j f . Skuteènì

tomu tak je, nebo» (x� 
)

`

je pak polynom stupnì ` s vedou
ím

koe�
ientem 1, tak¾e pokud ` > st(f), je pøi dìlení polynomu f

polynomem (x�
)

`

polynom f sám zbytkem po tomto dìlení. Je

tedy touto de�ni
í opravdu pro ka¾dý koøen 
 2 R nenulového

polynomu f 2 R[x℄ stanovena jeho násobnost k, 
o¾ je koneèné

pøirozené èíslo.



Vìta. Ne
h» (R;+; �) je obor integrity a ne
h» f 2 R[x℄ je

nenulový polynom stupnì n = st(f), n � 0. Pak polynom f

má jen koneèný poèet koøenù, a poèítáme-li pøitom ka¾dý koøen

tolikrát, kolik je jeho násobnost, platí, ¾e polynom f má nejvý¹e

n koøenù.

Dùkaz. Poèítejme ka¾dý koøen polynomu f tolikrát, kolik je

jeho násobnost. Pøipus»me, ¾e by pøi tomto pohledu mìl poly-

nom f ví
e ne¾ n koøenù. Pak by
hom mohli vybrat ` vzájemnì

rùzný
h koøenù 
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j f . Lze ukázat,

¾e odtud plyne (x� 
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� : : : �(x� 


`
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`

j f . Je-li (R;+; �) tìleso,

pak tato skuteènost plyne pøímo z faktu, ¾e potom okruh poly-

nomù (R[x℄;+; �) je okruhem s jednoznaèným rozkladem. Je-li

(R;+; �) pouze obor integrity, potom lze dùkaz této skuteènosti

provést induk
í vzhledem k èíslu k
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+ � � �+ k

`

. To ale znamená,

¾e pak f = (x�
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� : : : �(x�
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�w pro jistý nenulový polynom

w 2 R[x℄. To ale není mo¾né, nebo» (x � 
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`

)

k

`

je

polynom stupnì k

1

+ � � � + k

`

s vedou
ím koe�
ientem 1, tak¾e

by
hom pak mìli n = st(f) = k

1

+ � � �+k

`

+st(w) � k

1

+ � � �+k

`

,

nebo» st(w) � 0. To odporuje pøedpokladu, ¾e k

1

+ � � �+k

`

> n.

Tím je dokázáno tvrzení vìty.

Ne
h» (R;+; �) je komutativní okruh a ne
h» f 2 R[x℄ je

polynom. De�nujeme zobrazení

}

f

: R! R vztahem (8
 2 R)(}

f

(
) = f(
)):

Zobrazení }

f

se nazývá polynomi
ká funk
e urèená polyno-

mem f .



Dùsledek. Ne
h» (R;+; �) je nekoneèný obor integrity. Pak

pro libovolné dva polynomy f; g 2 R[x℄ platí

f = g () }

f

= }

g

:

Dùkaz. Je-li f = g, pak ov¹em }

f

= }

g

. Pøedpokládejme

naopak, ¾e }

f

= }

g

, tak¾e pro ka¾dé 
 2 R platí f(
) = g(
).

Uva¾me polynom f � g. Uvedený pøedpoklad pak znamená, ¾e

pro ka¾dé 
 2 R máme (f � g)(
) = f(
) � g(
) = 0, tak¾e

polynom f � g má nekoneènì mnoho koøenù, nebo» jsou jimi

v¹e
hny prvky z R. Podle pøed
hozí vìty pak ale f � g musí být

nulový polynom, tak¾e f = g.

Bez pøedpokladu nekoneènosti oboru integrity (R;+; �) pøed-


hozí dùsledek neplatí. Napøíklad pro koneèné tìleso (Z

2

;+; �),

pí¹eme-li Z

2

= f0; 1g, nulový polynom a polynom x

2

+ x urèují

tuté¾ polynomi
kou funk
i.

Buï dále (R;+; �) tìleso. Pak (R;+; �) se nazývá algebrai
ky

uzavøené tìleso, jestli¾e ka¾dý nekonstantní polynom z R[x℄ má

alespoò jeden koøen v R.

Vìta. Pro libovolné tìleso (R;+; �) jsou následují
í pod-

mínky ekvivalentní:

{ (R;+; �) je algebrai
ky uzavøené tìleso.

{ Iredu
ibilní polynomy vR[x℄ jsou právì polynomy stupnì 1.

{ Ka¾dý nekonstantní polynom z R[x℄ lze vyjádøit ve tvaru

souèinu polynomù stupnì 1.

{ Ka¾dý nenulový polynom z R[x℄ stupnì n má právì n ko-

øenù v R, poèítáme-li ka¾dý koøen tolikrát, kolik je jeho

násobnost.

Dùkaz. Fakt, ¾e první z uvedený
h podmínek má za ná-

sledek druhou, plyne z prvního dùsledku této kapitoly. Skuteè-

nosti, ¾e ze druhé podmínky plyne tøetí, ze tøetí podmínky plyne

ètvrtá, a ze ètvrté podmínky plyne zase první, jsou zøejmé.



Následují
í fakt, který zformulujeme bez dùkazu, bývá tra-

diènì oznaèován jako základní vìta algebry.

Vìta. Tìleso (C ;+; �) v¹e
h komplexní
h èísel je algebrai
ky

uzavøené.

Základní vìta algebry jinými slovy øíká, ¾e iredu
ibilními po-

lynomy v C [x℄ jsou právì polynomy stupnì 1.

Polynomy stupnì 1 se nazývají lineární, polynomy stupnì 2

jsou kvadrati
ké a polynomy stupnì 3 se nazývají kubi
ké.

Tìleso (R ;+; �) v¹e
h reálný
h èísel není algebrai
ky uza-

vøené, jak plyne z dále uvedené vìty. K jejímu dùkazu potøe-

bujeme následují
í poznatek:

Tvrzení. Je-li f 2 R [x℄ libovolný polynom a je-li 
 2 C

koøen polynomu f , potom také èíslo 
 komplexnì sdru¾ené k 


je koøenem polynomu f .

Dùkaz. Je-li f konstantní polynom nebo je-li 
 2 R , pak

není 
o dokazovat. Pøedpokládejme tedy dále, ¾e polynom f je

nekonstantní a ¾e 
 2 C � R . Ne
h»

f = a
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2 R . Ponìvad¾ 
 je koøen poly-

nomu f , tak¾e f(
) = 0, máme a

n
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= 0.

Pøe
hodem ke komplexnì sdru¾eným èíslùm odtud plyne, ¾e

a
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+ � � � + a

1


+ a

0

= 0. Ponìvad¾ pøitom zobra-

zení : C ! C pøiøazují
í ka¾dému komplexnímu èíslu z èíslo z

k nìmu komplexnì sdru¾ené je homomor�smem tìlesa (C ;+; �)

na nì samotné a ponìvad¾ a

0

; a

1

; : : : ; a

n�1

; a

n

2 R , vy
hází od-

tud, ¾e a

n




n

+ a

n�1




n�1

+ � � � + a

1


 + a

0

= 0. To ale znamená,

¾e také f(
) = 0, tak¾e rovnì¾ 
 je koøenem polynomu f .



Vìta. Iredu
ibilními polynomy v R [x℄ jsou právì lineární

polynomy a kvadrati
ké polynomy nemají
í reálné koøeny.

Dùkaz. Ka¾dý lineární polynom nad tìlesem je iredu
ibilní.

Rovnì¾ ka¾dý kvadrati
ký polynom nad tìlesem v¹e
h reálný
h

èísel nemají
í reálné koøeny je iredu
ibilní, nebo» takový poly-

nom nelze získat jako souèin dvou lineární
h polynomù s reál-

nými koe�
ienty.

Ne
h» naopak f 2 R [x℄ je iredu
ibilní polynom nad R . Pak f

je nekonstantní polynom a podle základní vìty algebry tedy má

koøen 
 2 C , tak¾e f(
) = 0. Jestli¾e 
 2 R , pak podle prvního

dùsledku v této kapitole máme (x�
) j f , tak¾e f = (x�
)�h pro

jistý nenulový polynom h 2 R [x℄. Ponìvad¾ ale f je iredu
ibilní

polynom nad R , musí h být konstantní polynom, tak¾e potom

polynom f sám je lineární. Jestli¾e ov¹em 
 2 C �R , pak uva¾me

èíslo 
 komplexnì sdru¾ené k 
. Potom jistì 
 6= 
. Z pøed
ho-

zího tvrzení víme, ¾e pak také 
 je koøenem polynomu f , tak¾e

f(
) = 0. Proto¾e f 2 R [x℄ � C [x℄, opìt podle prvního dùsledku

v této kapitole máme (x�
) j f a také (x�
) j f . Ponìvad¾ 
 6= 
,

podobnì jako v dùkazu první vìty této kapitoly odtud plyne, ¾e

(x� 
)�(x� 
) j f . Ov¹em (x� 
)�(x� 
) = x

2

� (
+ 
)x+ 

, kde


+ 
; 

 2 R , tak¾e (x� 
)�(x�
) je kvadrati
ký polynom z R [x℄

nemají
í reálné koøeny. Proto¾e pøitom (x�
)�(x�
) j f , existuje

nenulový polynom t 2 R [x℄ takový, ¾e f = (x�
)�(x�
)�t. Ponì-

vad¾ ale f je iredu
ibilní polynom nad R , musí t být konstantní

polynom. To ukazuje, ¾e tentokrát je f kvadrati
ký polynom bez

reálný
h koøenù.


