Bud A = (a;j) ¢tvercova matice fadu n > 1 nad komutativnim
okruhem (R, +, ). Pro zvolené indexy 7,5 € {1,2,...,n} oznac-
me A;; ¢tvercovou matici fddu n — 1, kterd vznikne z matice A
vynechanim jejiho ¢-tého radku a j-tého sloupce. Pak prvek
okruhu (R, +,-) R

Aip = (=1)" - |4y

se nazyva algebraicky doplnék prvku a;; v matici A.

Vztah uvedeny v nasledujici vété se nazyva Laplacetv roz-
voj determinantu |A| podle i-tého fadku matice A.

Véta. Bud A = (a;j) Ctvercova matice fadu n > 1. Pak pro
libovolny fadkovy index i € {1,2,...,n} plati
|Al = aj1 - Ain + aiz - Aig + -+ + @iy - A
Poznamka. Analogicky vztah plati také pro sloupcové in-
dexy. To znamena, ze je mozno provést stejnym zptisobem La-
placetv rozvoj determinantu také podle nékterého sloupce. To
opét plyne z tvrzeni o determinantech transponovanych matic.

Dikaz. Pro libovolné indexy 4,7 € {1,2,...,n} ozna¢me
Ay) matici radu n, kterd vznikne z matice A tak, ze v i-tém
fadku matice A ponechame pouze prvek a;; a ostani prvky to-
hoto radku nahradime nulami. Pak opakovanou aplikaci jednoho
z drivejsich tvrzeni o determinantu matice, jejiz nektery radek
lze zapsat jako soucet néjakych dvou radki, dostavame

Al = AV + A9 4 -+ |AD).

Zvolme nyni index j € {1,2,...,n} a zkoumejme determinant
\Agi)|. Prehodme v matici Agi) i-ty tadek s (i — 1)-nim fadkem,
potom (i — 1)-ni fadek s (¢ —2)-hym fadkem, atd., az nakonec
druhy fadek s prvnim radkem. Tim se piivodné i-ty fadek ma-
tice A;l) ocitne na pozici prvniho radku a radky, které mu pi-
vodné predchéazely, se objevi v nezménéném poradi az za nim.



Provedme dale podobnou operaci se sloupci takto vzniklé ma-
tice. Tedy prehodme j-ty sloupec s (j — 1)-nim sloupcem, po-
tom (j — 1)-ni sloupec s (j — 2)-hym sloupcem, atd., az nakonec
druhy sloupec s prvnim sloupcem. Matici, ktera takto nakonec
vznikne, oznacme symbolem /_lgz). Pri transformaci matice A;l)
na matici flgi) bylo provedeno celkem ¢+ j — 2 zmén spocivajicich
v prehozeni dvou radkii nebo dvou sloupcii, takze podle prislusné-

ho drive uvedeného tvrzeni pro determinanty téchto matic plati
(i) A1)

A = (=1)"*7 - A7,

A(4)

Pifitom v matici Aj

(i
j
se prvek a;; objevi zcela vlevo nahofe a
v prvnim fadku napravo od néj budou samé nuly. Kromé toho

h/ ’ /h v/dk /h 1 t- A(Z) o_
po vynechani prvniho radku a prvniho sloupce matice 4, zi
stane pravé matice A;;. Aplikujme nyni definici determinantu
na determinant |/_1(Z)| V této definici se ovSsem uplatni pouze ty
permutace o € Sn, pro néz o(1) = 1, nebot jinak pfislusny clen
determinantu \A | obsahuje nulovy ¢initel z prvniho fadku ma-

tice Aj a je tudiz roven nule. Permutace o € S, s vlastnosti
o(1) = 1 lze ov8em chépat jako permutace mnoziny {2,...,n}.
Chéapeme-li tato cisla jednou jako radkové indexy a podruhe
jako sloupcové indexy, jedna se o ty radky a sloupce matice A

v nichZ je pravé uloZena matice A;;. Navic pro paritu o(o) ta—
kové permutace o neni podstatné, chapeme-li ji jako permutaci
mnoziny {1,2,...,n} nebo {2,...,n}. To ale ukazuje, Ze cleny
determinantu \Agi)\ odpovidajici permutacim o € S, s vlast-
nosti o(1) = 1 jsou pravé souciny prvku a;; s libovolnymi cleny
determinantu |A;;|. Takze dostavame

AD| = ag; - | Ayl.

Dosazenim z této rovnosti do predchoziho vztahu a jeho nasled-
nym pouzitim v Gvodnim vyjadieni determinantu |A| na po-
catku tohoto ditkazu obdrzime dokazovanou rovnost.



Bud A = (a;;) Etvercovd matice fddu n > 1. Rekneme, Ze
tato matice A je v polorozpadlém tvaru, existuje-li index
k e {1,2,...,n—1} takovy, ze budto a;; = 0 pro vSechna
it =k+1,...,n a 3 =1,...,k, anebo a;; = 0 pro vSechna
1 =1,...,k a g =k+1,...,n. Zavedeme-li ctvercové matice
B = (aj)i=1,..k j=1,.k & C = (aij)i=k+1,..n, j=k+1,..n & dale ma-
tice F' = (aij)i=1,. & j=k+1,.n & G = (Qij)izk+1,..n,j=1,.k Dak
takovou matici A lze schematicky psat v jednom ze tvari

B F B O
A_(O C’> nebo A—<G C’>’

kde O predstavuje nulovou matici, pokazdé odpovidajiciho typu.

Tvrzeni. Je-li A= (a;j) ¢tvercova matice fadu n v jednom
z polorozpadlych tvart tak, jak byly popsany vyse, pak pro jeji
determinant plati |A| = |B]| - |C].

Dukaz. Predpokladejme napiiklad, Ze a;; = 0 pro vSechna
t=k+1,...,n a 3 =1,...,k. Uvazme libovolnou permutaci
o € S, aji odpovidajici ¢len p(0) - a1 4(1):@24(2)" - - - *Gn o (n) deter-
minantu |A]. Je-li zde pro nékteré i € {k + 1,...,n} splnéno
o(i) € {1,...,k}, pak a;,; = 0, takze dotycny clen deter-
minantu |A| je roven nule. Staéi tedy uvazovat pouze ty per-
mutace o € S, které pro kazdé i € {k + 1,...,n} splhuji
o(i) € {k+1,...,n}. Tyto permutace pak ale také pro kazdé
ie{l,..., k}splhujio(i) € {1,...,k}. To jsou pak ovsem pravé
permutace tvaru o = pon, kde p je libovolnd permutace mnozi-
ny {1,...,k} an jelibovolnd permutace mnoziny {k+1,...,n}.
Prislusny ¢len determinantu |A| lze pak zapsat ve tvaru

p(o) "A10(1)'A20(2)" - - - "Ano(n)

= @(Q) "Q1g(1)" - - -k (k) " @(77) "+ 1n(k+1)" - - - "Qup(n),
nebot z kapitoly o permutacich vime, ze p(gon) = (o) - p(n).
Vidime tedy, ze ¢leny determinantu |A|, které je tfeba uvazovat,
jsou praveé souciny libovolného ¢lenu determinantu |B| s libovol-
nym Clenem determinantu |C|. To ukazuje, ze |A| = |B| - |C]|.



Nasleduje Cauchyova véta.

Véta. Pro kazdé dveé c¢tvercové matice A = (a;;) a B = (bij)
stejného Ffadu n plati [A-B| = |A]| - |B].

Duikaz. Sestavme ¢tvercovou matici H radu 2n tvaru

A O
i a)
kde O je nulova ¢tvercova natice radu n a —FE je opacné matice
k jednotkové matici E radu n. Pak podle predchoziho tvrzeni
vime, ze |H| = |A| - |B|. Upravujme nyni matici H tak, aby na
misté, kde v ni ptivodné byla matice A, vznikla nulova matice O.
Toho lze dosdhnout pri¢itanim vhodnych nasobki poslednich n
radkt matice H, tedy radki matice (—E B), k jejim prvnim
n radkim, tedy k radkim matice (A O). Podle jednoho z dri-
véjsich tvrzeni vime, Ze se témito ipravami neméni hodnota de-

terminantu |H|. VSimnéme si podrobné, jaké Gpravy s matici H
je treba udélat. Matici H lze detailné vypsat ve tvaru

(all a2 ... Qaip 0 0 0\
asy G ... az, 0O O 0
H_ ap1 QAp2 ... app, O 0 ... O
—1 0 ... 0 bll blg R bln
o -1 ... 0 b21 b22 ce bgn
\ 0 0 ... =1 by bup ... by

Nyni, aby se pro zvoleny index i € {1,2,...,n} objevily v i-tém
radku matice H na prvnich n pozicich nuly, je treba k nému
pri¢ist (n 4+ 1)-ni fadek matice H vynasobeny prvkem a;, dale
(n + 2)-hy radek matice H vynasobeny prvkem a;2, atd., az na-
konec 2n-ty radek matice H vynasobeny prvkem a;,. Timto zp-
sobem se ovSem soucasné na misté pivodné nulové matice O



v matici H objevi nova ctvercovd matice C' radu n. Takze po
provedeni vSech popsanych tprav obdrzime ¢tvercovou matici K

radu 2n tvaru
O C
K- <_ ) B) |

Pritom pro determinant této matice plati |K| = |H|. Zvolme
kromé indexui € {1,2,...,n} déleindex j € {1,2,...,n} a zjis-
téme, jaky prvek c;; se objevi v matici C' v jejim ¢-tém fadku a
J-tém sloupci. Tedy urceme, jaky prvek se po vyse specifikova-
nych tpravich objevi v i-tém fadku a v (n + j)-tém sloupci ma-
tice K. Pijde ziejmeé o prvek c;; = a;1-b1j + aj2-baj +- - - + @iy by
To ale znamend, ze C' = A - B. Podotknéme, Zze pak tedy mame
|IC| = |A-B|. Prehodime-li nakonec v matici K prvni radek
s (n+ 1)-nim raddkem, druhy fadek s (n + 2)-hym fadkem, atd.,
az n-ty radek s 2n-tym radkem, obdrzime ¢tvercovou matici L
radu 2n v polorozpadlém tvaru

—F B
L= :

(o)
Ponévadz jsme provedli celkem n popsanych vymeén radkd, pro
determinanty matic K a L plati |K| = (—1)"-|L|. Déale podobné
jako na zacatku podle tvrzeni predchézejiciho této vété vime, ze
L| = |-FE]-|C| = (-1)"|C|, takze |L| = (—=1)"|A-B|. Odtud
a z predchozi rovnosti nakonec plyne, ze |K| = |A-B|. Protoze
|K| = |H| a vidéli jsme, ze |H| = |A| - |B|, dostavame tak, ze
|A-B| = [A] - B



