
Buï A = (a

ij

) ètver
ová mati
e øádu n > 1 nad komutativním

okruhem (R;+; �). Pro zvolené indexy i; j 2 f1; 2; : : : ; ng oznaè-

me A

ij

ètver
ovou mati
i øádu n� 1, která vznikne z mati
e A

vyne
háním jejího i-tého øádku a j-tého sloup
e. Pak prvek

okruhu (R;+; �)

b

A

ij

= (�1)

i+j

� jA

ij

j

se nazývá algebrai
ký doplnìk prvku a

ij

v mati
i A.

Vztah uvedený v následují
í vìtì se nazývá Lapla
eùv roz-

voj determinantu jAj podle i-tého øádku mati
e A.

Vìta. Buï A = (a

ij

) ètver
ová mati
e øádu n > 1. Pak pro

libovolný øádkový index i 2 f1; 2; : : : ; ng platí

jAj = a

i1

�

b

A

i1

+ a

i2

�

b

A

i2

+ � � �+ a

in

�

b

A

in

:

Poznámka. Analogi
ký vztah platí také pro sloup
ové in-

dexy. To znamená, ¾e je mo¾no provést stejným zpùsobem La-

pla
eùv rozvoj determinantu také podle nìkterého sloup
e. To

opìt plyne z tvrzení o determinante
h transponovaný
h mati
.

Dùkaz. Pro libovolné indexy i; j 2 f1; 2; : : : ; ng oznaème

A

(i)

j

mati
i øádu n, která vznikne z mati
e A tak, ¾e v i-tém

øádku mati
e A pone
háme pouze prvek a

ij

a ostaní prvky to-

hoto øádku nahradíme nulami. Pak opakovanou aplika
í jednoho

z døívìj¹í
h tvrzení o determinantu mati
e, její¾ nìkterý øádek

lze zapsat jako souèet nìjaký
h dvou øádkù, dostáváme

jAj = jA

(i)

1

j+ jA

(i)

2

j+ � � �+ jA

(i)

n

j:

Zvolme nyní index j 2 f1; 2; : : : ; ng a zkoumejme determinant

jA

(i)

j

j. Pøehoïme v mati
i A

(i)

j

i-tý øádek s (i� 1)-ním øádkem,

potom (i� 1)-ní øádek s (i� 2)-hým øádkem, atd., a¾ nakone


druhý øádek s prvním øádkem. Tím se pùvodnì i-tý øádek ma-

ti
e A

(i)

j

o
itne na pozi
i prvního øádku a øádky, které mu pù-

vodnì pøed
házely, se objeví v nezmìnìném poøadí a¾ za ním.



Proveïme dále podobnou opera
i se sloup
i takto vzniklé ma-

ti
e. Tedy pøehoïme j-tý sloupe
 s (j� 1)-ním sloup
em, po-

tom (j� 1)-ní sloupe
 s (j� 2)-hým sloup
em, atd., a¾ nakone


druhý sloupe
 s prvním sloup
em. Mati
i, která takto nakone


vznikne, oznaème symbolem

�

A

(i)

j

. Pøi transforma
i mati
e A

(i)

j

na mati
i

�

A

(i)

j

bylo provedeno 
elkem i+j�2 zmìn spoèívají
í
h

v pøehození dvou øádkù nebo dvou sloup
ù, tak¾e podle pøíslu¹né-

ho døíve uvedeného tvrzení pro determinanty tì
hto mati
 platí

jA

(i)

j

j = (�1)

i+j

� j

�

A

(i)

j

j:

Pøitom v mati
i

�

A

(i)

j

se prvek a

ij

objeví z
ela vlevo nahoøe a

v prvním øádku napravo od nìj budou samé nuly. Kromì toho

po vyne
hání prvního øádku a prvního sloup
e mati
e

�

A

(i)

j

zù-

stane právì mati
e A

ij

. Aplikujme nyní de�ni
i determinantu

na determinant j

�

A

(i)

j

j. V této de�ni
i se ov¹em uplatní pouze ty

permuta
e � 2 S

n

, pro nì¾ �(1) = 1, nebo» jinak pøíslu¹ný èlen

determinantu j

�

A

(i)

j

j obsahuje nulový èinitel z prvního øádku ma-

ti
e

�

A

(i)

j

a je tudí¾ roven nule. Permuta
e � 2 S

n

s vlastností

�(1) = 1 lze ov¹em 
hápat jako permuta
e mno¾iny f2; : : : ; ng.

Chápeme-li tato èísla jednou jako øádkové indexy a podruhé

jako sloup
ové indexy, jedná se o ty øádky a sloup
e mati
e

�

A

(i)

j

,

v ni
h¾ je právì ulo¾ena mati
e A

ij

. Naví
 pro paritu }(�) ta-

kové permuta
e � není podstatné, 
hápeme-li ji jako permuta
i

mno¾iny f1; 2; : : : ; ng nebo f2; : : : ; ng. To ale ukazuje, ¾e èleny

determinantu j

�

A

(i)

j

j odpovídají
í permuta
ím � 2 S

n

s vlast-

ností �(1) = 1 jsou právì souèiny prvku a

ij

s libovolnými èleny

determinantu jA

ij

j. Tak¾e dostáváme

j

�

A

(i)

j

j = a

ij

� jA

ij

j:

Dosazením z této rovnosti do pøed
hozího vztahu a jeho násled-

ným pou¾itím v úvodním vyjádøení determinantu jAj na po-

èátku tohoto dùkazu obdr¾íme dokazovanou rovnost.



Buï A = (a

ij

) ètver
ová mati
e øádu n > 1. Øekneme, ¾e

tato mati
e A je v polorozpadlém tvaru, existuje-li index

k 2 f1; 2; : : : ; n� 1g takový, ¾e buïto a

ij

= 0 pro v¹e
hna

i = k + 1; : : : ; n a j = 1; : : : ; k, anebo a

ij

= 0 pro v¹e
hna

i = 1; : : : ; k a j = k + 1; : : : ; n. Zavedeme-li ètver
ové mati
e

B = (a

ij

)

i=1;:::;k; j=1;:::;k

a C = (a

ij

)

i=k+1;:::;n; j=k+1;:::;n

a dále ma-

ti
e F = (a

ij

)

i=1;:::;k; j=k+1;:::;n

a G = (a

ij

)

i=k+1;:::;n; j=1;:::;k

, pak

takovou mati
i A lze s
hemati
ky psát v jednom ze tvarù

A =

�

B F

O C

�

nebo A =

�

B O

G C

�

;

kde O pøedstavuje nulovoumati
i, poka¾dé odpovídají
ího typu.

Tvrzení. Je-li A = (a

ij

) ètver
ová mati
e øádu n v jednom

z polorozpadlý
h tvarù tak, jak byly popsány vý¹e, pak pro její

determinant platí jAj = jBj � jCj.

Dùkaz. Pøedpokládejme napøíklad, ¾e a

ij

= 0 pro v¹e
hna

i = k + 1; : : : ; n a j = 1; : : : ; k. Uva¾me libovolnou permuta
i

� 2 S

n

a jí odpovídají
í èlen }(�) �a

1�(1)

�a

2�(2)

� : : : �a

n�(n)

deter-

minantu jAj. Je-li zde pro nìkteré i 2 fk + 1; : : : ; ng splnìno

�(i) 2 f1; : : : ; kg, pak a

i �(i)

= 0, tak¾e dotyèný èlen deter-

minantu jAj je roven nule. Staèí tedy uva¾ovat pouze ty per-

muta
e � 2 S

n

, které pro ka¾dé i 2 fk + 1; : : : ; ng splòují

�(i) 2 fk + 1; : : : ; ng. Tyto permuta
e pak ale také pro ka¾dé

i 2 f1; : : : ; kg splòují �(i) 2 f1; : : : ; kg. To jsou pak ov¹em právì

permuta
e tvaru � = % Æ �, kde % je libovolná permuta
e mno¾i-

ny f1; : : : ; kg a � je libovolná permuta
e mno¾iny fk+1; : : : ; ng.

Pøíslu¹ný èlen determinantu jAj lze pak zapsat ve tvaru

}(�) �a

1�(1)

�a

2�(2)

� : : : �a

n�(n)

= }(%) � a

1 %(1)

� : : : �a

k %(k)

� }(�) � a

k+1 �(k+1)

� : : : �a

n �(n)

;

nebo» z kapitoly o permuta
í
h víme, ¾e }(% Æ �) = }(%) � }(�).

Vidíme tedy, ¾e èleny determinantu jAj, které je tøeba uva¾ovat,

jsou právì souèiny libovolného èlenu determinantu jBj s libovol-

ným èlenem determinantu jCj. To ukazuje, ¾e jAj = jBj � jCj.



Následuje Cau
hyova vìta.

Vìta. Pro ka¾dé dvì ètver
ové mati
e A = (a

ij

) a B = (b

ij

)

stejného øádu n platí jA�Bj = jAj � jBj.

Dùkaz. Sestavme ètver
ovou mati
i H øádu 2n tvaru

H =

�

A O

�E B

�

;

kde O je nulová ètver
ová nati
e øádu n a �E je opaèná mati
e

k jednotkové mati
i E øádu n. Pak podle pøed
hozího tvrzení

víme, ¾e jHj = jAj � jBj. Upravujme nyní mati
i H tak, aby na

místì, kde v ní pùvodnì byla mati
eA, vznikla nulová mati
e O.

Toho lze dosáhnout pøièítáním vhodný
h násobkù poslední
h n

øádkù mati
e H, tedy øádkù mati
e

�

�E B

�

, k jejím prvním

n øádkùm, tedy k øádkùm mati
e

�

A O

�

. Podle jednoho z døí-

vìj¹í
h tvrzení víme, ¾e se tìmito úpravami nemìní hodnota de-

terminantu jHj. V¹imnìme si podrobnì, jaké úpravy s mati
í H

je tøeba udìlat. Mati
i H lze detailnì vypsat ve tvaru

H =

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

�
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: : : b
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0 �1 : : : 0 b

21

b
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.

.

.

.

.

.
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.
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: : : b
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C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

:

Nyní, aby se pro zvolený index i 2 f1; 2; : : : ; ng objevily v i-tém

øádku mati
e H na první
h n pozi
í
h nuly, je tøeba k nìmu

pøièíst (n+1)-ní øádek mati
e H vynásobený prvkem a

i1

, dále

(n+2)-hý øádek mati
e H vynásobený prvkem a

i2

, atd., a¾ na-

kone
 2n-tý øádek mati
eH vynásobený prvkem a

in

. Tímto zpù-

sobem se ov¹em souèasnì na místì pùvodnì nulové mati
e O



v mati
i H objeví nová ètver
ová mati
e C øádu n. Tak¾e po

provedení v¹e
h popsaný
h úprav obdr¾íme ètver
ovou mati
iK

øádu 2n tvaru

K =

�

O C

�E B

�

:

Pøitom pro determinant této mati
e platí jKj = jHj. Zvolme

kromì indexu i 2 f1; 2; : : : ; ng dále index j 2 f1; 2; : : : ; ng a zjis-

tìme, jaký prvek 


ij

se objeví v mati
i C v jejím i-tém øádku a

j-tém sloup
i. Tedy urèeme, jaký prvek se po vý¹e spe
i�kova-

ný
h úpravá
h objeví v i-tém øádku a v (n+ j)-tém sloup
i ma-

ti
e K. Pùjde zøejmì o prvek 


ij

= a

i1

�b

1j

+a

i2

�b

2j

+ � � �+a

in

�b

nj

.

To ale znamená, ¾e C = A �B. Podotknìme, ¾e pak tedy máme

jCj = jA�Bj. Pøehodíme-li nakone
 v mati
i K první øádek

s (n+1)-ním øádkem, druhý øádek s (n+2)-hým øádkem, atd.,

a¾ n-tý øádek s 2n-tým øádkem, obdr¾íme ètver
ovou mati
i L

øádu 2n v polorozpadlém tvaru

L =

�

�E B

O C

�

:

Ponìvad¾ jsme provedli 
elkem n popsaný
h výmìn øádkù, pro

determinanty mati
 K a L platí jKj = (�1)

n

� jLj. Dále podobnì

jako na zaèátku podle tvrzení pøed
házejí
ího této vìtì víme, ¾e

jLj = j�Ej � jCj = (�1)

n

� jCj, tak¾e jLj = (�1)

n

� jA�Bj. Odtud

a z pøed
hozí rovnosti nakone
 plyne, ¾e jKj = jA�Bj. Proto¾e

jKj = jHj a vidìli jsme, ¾e jHj = jAj � jBj, dostáváme tak, ¾e

jA�Bj = jAj � jBj.


