Linearni zobrazeni

Necht (V,+,:) a (W, +, -) jsou dva vektorové prostory nad tymz
télesem (7', +,-). Necht f : V — W je zobrazeni spliujici na-
sledujici podminky:

(Vu, v e V)(f(ut+v) = f(u) + f(v)),
(Vs e T)(Vu € V)(f(su) =s-f(u)).

Pak f se nazyva linearni zobrazeni nebo téz homomorfis-
mus vektorového prostoru (V,+,-) do vektorového prostoru
(W, +,-). Je pfitom zFejmé, ze uvedené dvé podminky lze na-
hradit jedinou podminkou:

(Vs,t € T)(Vu,v € V)(f(su+tv)=s-f(u)+t-f(v)).

Ponévadz linearni zobrazeni f zminénych vektorovych prostori
je soucasné homomorfismem grupy (V,+) do grupy (W,+),
z kapitoly o homomorfismech grup vime, zZe pak jsou splieny
rovnéz podminky:

flo)=0 a (VueV)(f(-u) = —f(u)).

Je-li takové linearni zobrazeni f vektorovych prostori (V,+, )
a (W, +,:) soucCasné bijekci mnoziny V na mnozinu W, pak
rikdme, ze f je izomorfismus vektorového prostoru (V,+, )
na vektorovy prostor (W, +,-).

Poznamenejme jesté, ze ackoliv u obou vektorovych prostort
(V,+,:) i (W, +,+) uzivame tychz symboli + a - pro ozna-
Ceni operaci sc¢itani vektor a vnéjsiho skalarniho nasobeni, je
to jenom kviili notacni jednoduchosti a nevyplyva z toho zadny
jiny vztah mezi témito operacemi v riznych prostorech nezli ten,
ktery je dan vyse uvedenymi definicnimi podminkami linedrniho
zobrazeni, resp. izomorfismu vektorovych prostori. Stejna po-
znamka se tyka rovnéz nulovych vektort o v obou vektorovych
prostorech.



Priklad. Necht (T, +,-) je té€leso a necht m, n jsou prirozena
¢isla splinujici m < n. Potom zobrazeni h : T" — T dané pro
kazda sq, s9,s3,...,5, € T predpisem

h((51a52783,"'a5n)) —
(1 83+ 830+ 80, Sat 830+ 8y, S5+t 5, .
8wt sny)

je o¢ividné linedrnim zobrazenim vektorového prostoru (7", +, -)
do vektorového prostoru (17, +,-).

Tvrzeni. Necht (U, +,:), (V,+,:) a (W, +, ) jsou vektorové
prostory nad télesem (7, +,-)anecht f: U >V ag: V- W
jsou linearni zobrazeni vektorovych prostort. Potom slozené zob-
razeni go f : U — W je rovnéz linedrni zobrazeni prislusnych
vektorovych prostori.

Dikaz. Necht s,z € T jsou libovolné prvky a necht u,v € U
jsou libovolné vektory. Pak vychazi

(go f)(su+tv)=g(f(su+tv))=g(s-f(u)+t-f(v))
=s-g(f(n) +t-g(f(v)) =s-(gof)(u) +1-(gof)(v),

coz bylo treba oveérit.

Diikaz tohoto tvrzeni byl obdobny diikazu analogického tvr-
zeni pro homomorfismy grup. Rovnéz nasledujici tvrzeni se do-
kaze podobné jako odpovidajici tvrzeni o izomorfismech grup.

Tvrzeni. Necht (V,+,:)a (W, +,-) jsou vektorové prostory
nad télesem (7, +, ) a necht f : V — W je izomorfismus téchto
vektorovych prostorii. Potom inverzni zobrazeni f~1: W — V
je rovnéz izomorfismem téchto vektorovych prostort.

Necht (V,+,:) a (W, +, ) jsou vektorové prostory nad tymz
télesem a necht f: V — W je linearni zobrazeni. Pak pro libo-
volnou podmnozinu M C V klademe f(M) = {f(u)| u e M}.
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Podotknéme, ze jsme tak mimo jiné téz definovali, co je f(U)
pro libovolny podprostor U vektorového prostoru (V, +,-).

Tvrzeni. Necht (V,+,-)a (W, +,-) jsou vektorové prostory
nad télesem (7', +,-) a necht f : V — W je linearni zobra-
zeni téchto vektorovych prostori. Pak pro kazdy podprostor U
vektorového prostoru (V,+,-) je f(U) podprostor ve vektoro-
vém prostoru (W, +,-). Je-li M C V podmnozina takova, ze
U = (M), pak plati, ze f(U) = (f(M)).

Dikaz. Predné pro nulové vektory mame o = f(o), takze
o € f(U). Déle pro libovolné vektory x,y € f(U) existuji vek-
tory u, v € U takové, ze x = f(u) ay = f(v). Odtud pak plyne,
ze x +y = f(u)+ f(v) = f(u+v), takze x +y € f(U). Je-li
navic s € T libovolny prvek, pak s-x = s-f(u) = f(s-u), takze
rovnéz s-x € f(U). Je tedy f(U) podprostor ve (W, +,-).

Necht M C V je podmnozina takové, ze U = (M). Stejné
jako vyse pro libovolny vektor x € f(U) existuje vektor u € U
takovy, ze x = f(u). Podle posledniho tvrzeni z kapitoly o vek-
torovych prostorech pak ale existuji prirozené cislo n, prvky
S1,89,...,8, € T a vektory vi,ve,...,v, € M takové, ze u =
$1-Vi+S9-Vo+- - -+5,-v,. Ponévadz f je linedrni zobrazeni, plyne
odtud, ze x = f(u) = f(s1-vi+s2Va+---+5,-vy) = s1-f(v1) +
so-f(va)+---+su-f(vy). To ale znamend, ze x € (f(M)). Takze
plati, 7e £(U) = (f(M)).

Necht (V,+,:) a (W, +, ) jsou vektorové prostory nad tymz
télesem a necht f: V — W je linearni zobrazeni. Pak mnozina
vektori Ker f = {u € V| f(u) = o} se nazyvé jadro linearniho
zobrazeni f.

Tvrzeni. Necht (V,+,:) a (W, +,-) jsou vektorové prostory
nad télesem (7', +,-) a necht f : V — W je linearni zobrazeni
téchto vektorovych prostort. Pak jadro Ker f tohoto linearniho
zobrazeni f je podprostor vektorového prostoru (V, 4+, -). Navic
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plati, ze zobrazeni f je prosté pravé tehdy, kdyz Ker f = {o}.

Dikaz. Pro nulové vektory mame f(0) = o, takze o € Ker f.
Déle pro libovolné vektory u,v € Ker f plati, ze f(u) = o a
f(v) = o, odkud plyne, ze f(u+v) = f(u)+ f(v) =040 = o,
takze u + v € Ker f. Je-li dale s € T libovolny prvek, pak
rovnéz f(s-u) = s-f(u) = s-0 = o, takze také s-u € Ker f. Je
tedy Ker f podprostor ve (V,+,-).

Je-li zobrazeni f prosté, pak ovsem Ker f = {o}. Necht na-
opak Ker f = {o}. Pak pro libovolné dva vektory u,v € V
takové, ze f(u) = f(v), plati, ze f(u—v) = f(u) — f(v) = o,
takze u — v € Ker f, ¢ili u — v = 0, a tedy u = v. Je tedy
zobrazeni f prosté.

Budeme se dale vénovat linedrnim zobrazenim vektorovych
prostori kone¢né dimenze. Necht tedy (V,+,-) a (W, +, ) jsou
vektorové prostory konec¢nych dimenzi nad tymz télesem a necht
f: V= W je linearni zobrazeni. Pak obraz f(V) prostoru V
pri tomto zobrazeni je podle predposledniho tvrzeni podprosto-
rem ve vektorovém prostoru (W, +,-) a je to podprostor ko-
necné dimenze. Dimenze tohoto podprostoru f(V) se nazyva
hodnost linearniho zobrazeni f. Podobné jadro Ker f tohoto
linearniho zobrazeni je podle posledniho tvrzerni podprostorem
ve vektorovém prostoru (V,+,-) a je to ovSsem podprostor ko-
necné dimenze. Dimenze podprostoru Ker f se nazyva defekt
linedrniho zobrazeni f.

Priklad. Necht (7,+,") je téleso a necht m,n jsou pfiro-
zend Cisla splnujici m < n. Uvazme znovu linearni zobrazeni h
vektorového prostoru (7", -) do vektorového prostoru (774, -)
popsané v predchozim prikladu. Pak zobrazeni h je ocividné sur-
jektivni, ¢ili A(T") = T™, takze hodnost zobrazeni h je rovna m.
Je-li m = n, pak jadro tohoto linedrniho zobrazeni h je zfejmé
Ker h = {o}, takze defekt zobrazeni h je roven 0. Je-li ovSem
m < n, pak jadrem Ker h tohoto zobrazeni h je podprostor
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v (T"+, ) generovany naptiklad vektory

;=1(0,...,0,—-1,0,...,0,1,0,...,0
& (W—/ —— H,_)

m—1 1—1 n—m—i
prot=1,2,...,n—m. Tyto vektory jsou ale linedrné nezavislé,
takze tvori bazi podprostoru Ker h. Je tedy defekt zobrazeni h
roven n — m.

Véta. Necht (V,+,-) a (W, +,-) jsou vektorové prostory
nad télesem (77,4, -) kone¢nych dimenzi a necht f: V. — W je
linedrni zobrazeni. Pak pro dimenzi n prostoru (V,+,-) a pro
hodnost k a defekt ¢ linearniho zobrazeni f plati, ze k + ¢ = n.

Dikaz. Zvolme bazi wi, wo, ..., wy podprostoru f(V). Dale
zvolme vektory vi,vs, ..., vy € V tak, aby platilo f(vy) = wy,
f(ve) = wy, ..., f(Vk) = Wg. Zvolme také bazi uy,uy, ..., uy
podprostoru Ker f. Ukazeme, ze potom vektory vi,vo,..., Vi,
Uy, Uy, ..., us tvori dohromady béazi prostoru (V,+,-).

Necht tedy x € V je libovolny vektor. Pak f(x) € f(V),
takze existuji prvky ti,ta,...,tx € T takové, ze f(x) = t;-wy +
to-wo + -+ + tp-wy. Polozme y = t1-vy + to-vo 4+ -+ + - Vp.
Pak ovsem f(x) = f(y). Polozme dile z = x — y. Pak ale
f(z) = f(x) — f(y) = o, takze z € Ker f. Existuji tedy prvky
S1,89,...,8p € T takové, ze z = s1-uy+Sz-us+- - -+ sp-uy. Odtud
plyne, ze x = y+2z =t1-vi+1tavo+ - +1p- v+ S1-U; + S9-ug +
.-+ + sp-uy. To znamena, ze vektory vi, vo,..., Vg, Uy, Ug, ..., Uy
generuji cely prostor V.

Ukazeme dale, Ze jsou tyto vektory linearné nezavislé. Necht
tedy t1,t9,...,tp € T a s1,89,...,s¢ € T jsou takové prvky, ze
t1-vi+tavo+- -+t v+ sp-up+se-ug+- - -+ s-up = 0. Odtud
plyne, ze t1-vi+to-vo+- - -+t Vip = —S1-U; — So-Ug — - - - — Sy-Uy.
To ale znamena, ze t1-vi + ta-vo + -+ + tp-v € Ker f, takze
f(t1-vi+tevo+---+tg-vy) = 0. Neboli to znamena, ze t;-wy +
ty-wo + - -+ + tp-wy = 0. Ponévadz vektory wi, wo, ..., Wy jsou
linedrné nezavislé, plyne odtud, ze t; = to = --- = t = 0.
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Takto dostavame, ze s;-u; + s9-us + -+ + sp-uy = 0. Poné-

vadz také vektory uj,us,...,us jsou linedrné nezavislé, plyne
odtud téz, ze s1 = sy = - = s, = 0. Tvori tedy vektory
Vi,V2,..., Vg, U, Uy, . .., Uy bazi vektorového prostoru (V, +, -).

To ale znamena, ze k + ¢ = n.

Zakladni vyznam, pokud jde o linearni zobrazeni vektorovych
prostortt kone¢né dimenze, méa nasledujici fakt ozrejmujici moz-
nou rozmanitost téchto linedrnich zobrazeni.

Véta. Necht (V,+,:) a (W, +,:) jsou vektorové prostory
nad télesem (7, +,-) konefnych dimenzi. Necht dale vektory
g1,82, .. ., 8y, tvori bazi prostoru (V, +, -). Pak pro kazdou volbu
vektorti z1,zo,...,z, € W existuje jediné linedrni zobrazeni
f: V — W téchto vektorovych prostori takové, ze f(g1) = z1,

f(gQ):Z27"':f(gn):Zn-

Dukaz. Vime, ze pro kazdy vektor u € V existuji jedno-
znacné urcené prvky si,So,...,Ss, € T, nazyvané souradnice
vektoru u v bazi gi,89,...,8,, takové, ze plati u = s1-g; +
S9:go + - -+ + S,-8p. Definujme zobrazeni f : V. — W tak, ze
v této situaci kazdému takovému vektoru u priradime vektor
f(u) = s1-z1+5s9-29+- - -+ 8,2, z W. Pak se pfimo ovéri, ze f je
linearni zobrazeni, a je jasné, ze f spliuje predepsané podminky.

Necht naopak f : V — W je linearni zobrazeni takové, ze
f(g1) = z1, f(g2) = 22, ..., f(81) = 2. Pak pro libovolny
vektor u € V vyjadreny ve tvaru u = s1-g1 +S2:8o+ -+ + 5, 8n
stejné jako v predchozim odstavci plati, ze f(u) = s1-f(g1) +
sy-f(g2)+- -+ 5, f(8n) = 51°Z1+ 5222+ - - + 55,2y, To ukazuje,
ze linedrni zobrazeni f je takto urceno jednoznacné.

Je-li (V,+,:) vektorovy prostor nad télesem (7', +,-) a je-li
f: V — V linearni zobrazeni prostoru (V,+,-) do néj samot-
ného, pak rikdme,ze f je linearni transformace vektorového
prostoru (V,+, ).



