
Lineární zobrazení

Ne
h» (V;+; �) a (W;+; �) jsou dva vektorové prostory nad tým¾

tìlesem (T;+; �). Ne
h» f : V ! W je zobrazení splòují
í ná-

sledují
í podmínky:

(8u;v 2 V)(f(u+ v) = f(u) + f(v));

(8s 2 T )(8u 2 V)(f(s�u) = s �f(u)):

Pak f se nazývá lineární zobrazení nebo té¾ homomor�s-

mus vektorového prostoru (V;+; �) do vektorového prostoru

(W;+; �). Je pøitom zøejmé, ¾e uvedené dvì podmínky lze na-

hradit jedinou podmínkou:

(8s; t 2 T )(8u;v 2 V)(f(s�u+ t�v) = s �f(u) + t �f(v)):

Ponìvad¾ lineární zobrazení f zmínìný
h vektorový
h prostorù

je souèasnì homomor�smem grupy (V;+) do grupy (W;+),

z kapitoly o homomor�sme
h grup víme, ¾e pak jsou splòeny

rovnì¾ podmínky:

f(o) = o a (8u 2 V)(f(�u) = �f(u)):

Je-li takové lineární zobrazení f vektorový
h prostorù (V;+; �)

a (W;+; �) souèasnì bijek
í mno¾iny V na mno¾inu W, pak

øíkáme, ¾e f je izomor�smus vektorového prostoru (V;+; �)

na vektorový prostor (W;+; �).

Poznamenejme je¹tì, ¾e aèkoliv u obou vektorový
h prostorù

(V;+; �) i (W;+; �) u¾íváme tý
h¾ symbolù + a � pro ozna-

èení opera
í sèítání vektorù a vnìj¹ího skalárního násobení, je

to jenom kvùli notaèní jednodu
hosti a nevyplývá z toho ¾ádný

jiný vztah mezi tìmito opera
emi v rùzný
h prostore
h ne¾li ten,

který je dán vý¹e uvedenými de�nièními podmínkami lineárního

zobrazení, resp. izomor�smu vektorový
h prostorù. Stejná po-

známka se týká rovnì¾ nulový
h vektorù o v obou vektorový
h

prostore
h.
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Pøíklad. Ne
h» (T;+; �) je tìleso a ne
h» m;n jsou pøirozená

èísla splòují
í m � n. Potom zobrazení h : T

n

! T

m

dané pro

ka¾dá s

1

; s

2

; s

3

; : : : ; s

n

2 T pøedpisem

h

�

(s

1

; s

2

; s

3

; : : : ; s

n

)

�

=

(s

1

+ s

2

+ s

3

+ � � �+ s

n

; s

2

+ s

3

+ � � �+ s

n

; s

3

+ � � �+ s

n

; : : :

: : : ; s

m

+ � � �+ s

n

; )

je oèividnì lineárním zobrazením vektorového prostoru (T

n

;+; �)

do vektorového prostoru (T

m

;+; �).

Tvrzení. Ne
h» (U;+; �), (V;+; �) a (W;+; �) jsou vektorové

prostory nad tìlesem (T;+; �) a ne
h» f : U! V a g : V !W

jsou lineární zobrazení vektorový
h prostorù. Potom slo¾ené zob-

razení g Æ f : U ! W je rovnì¾ lineární zobrazení pøíslu¹ný
h

vektorový
h prostorù.

Dùkaz. Ne
h» s; t 2 T jsou libovolné prvky a ne
h» u;v 2 U

jsou libovolné vektory. Pak vy
hází

(g Æ f)(s�u+ t�v) = g(f(s�u+ t�v)) = g(s �f(u) + t �f(v))

= s � g(f(u)) + t � g(f(v)) = s � (g Æf)(u) + t � (g Æf)(v);


o¾ bylo tøeba ovìøit.

Dùkaz tohoto tvrzení byl obdobný dùkazu analogi
kého tvr-

zení pro homomor�smy grup. Rovnì¾ následují
í tvrzení se do-

ká¾e podobnì jako odpovídají
í tvrzení o izomor�sme
h grup.

Tvrzení. Ne
h» (V;+; �) a (W;+; �) jsou vektorové prostory

nad tìlesem (T;+; �) a ne
h» f : V !W je izomor�smus tì
hto

vektorový
h prostorù. Potom inverzní zobrazení f

�1

: W ! V

je rovnì¾ izomor�smem tì
hto vektorový
h prostorù.

Ne
h» (V;+; �) a (W;+; �) jsou vektorové prostory nad tým¾

tìlesem a ne
h» f : V !W je lineární zobrazení. Pak pro libo-

volnou podmno¾inu M � V klademe f(M) = ff(u) j u 2 Mg.
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Podotknìme, ¾e jsme tak mimo jiné té¾ de�novali, 
o je f(U)

pro libovolný podprostor U vektorového prostoru (V;+; �).

Tvrzení. Ne
h» (V;+; �) a (W;+; �) jsou vektorové prostory

nad tìlesem (T;+; �) a ne
h» f : V ! W je lineární zobra-

zení tì
hto vektorový
h prostorù. Pak pro ka¾dý podprostor U

vektorového prostoru (V;+; �) je f(U) podprostor ve vektoro-

vém prostoru (W;+; �). Je-li M � V podmno¾ina taková, ¾e

U = hMi, pak platí, ¾e f(U) = hf(M)i.

Dùkaz. Pøednì pro nulové vektory máme o = f(o), tak¾e

o 2 f(U). Dále pro libovolné vektory x;y 2 f(U) existují vek-

tory u;v 2 U takové, ¾e x = f(u) a y = f(v). Odtud pak plyne,

¾e x + y = f(u) + f(v) = f(u + v), tak¾e x + y 2 f(U). Je-li

naví
 s 2 T libovolný prvek, pak s�x = s �f(u) = f(s�u), tak¾e

rovnì¾ s�x 2 f(U). Je tedy f(U) podprostor ve (W;+; �).

Ne
h» M � V je podmno¾ina taková, ¾e U = hMi. Stejnì

jako vý¹e pro libovolný vektor x 2 f(U) existuje vektor u 2 U

takový, ¾e x = f(u). Podle posledního tvrzení z kapitoly o vek-

torový
h prostore
h pak ale existují pøirozené èíslo n, prvky

s

1

; s

2

; : : : ; s

n

2 T a vektory v

1

;v

2

; : : : ;v

n

2 M takové, ¾e u =

s

1

�v

1

+s

2

�v

2

+� � �+s

n

�v

n

. Ponìvad¾ f je lineární zobrazení, plyne

odtud, ¾e x = f(u) = f(s

1

�v

1

+s

2

�v

2

+ � � �+s

n

�v

n

) = s

1

�f(v

1

)+

s

2

�f(v

2

)+ � � �+s

n

�f(v

n

). To ale znamená, ¾e x 2 hf(M)i. Tak¾e

platí, ¾e f(U) = hf(M)i.

Ne
h» (V;+; �) a (W;+; �) jsou vektorové prostory nad tým¾

tìlesem a ne
h» f : V!W je lineární zobrazení. Pak mno¾ina

vektorù Ker f = fu 2 V j f(u) = og se nazývá jádro lineárního

zobrazení f .

Tvrzení. Ne
h» (V;+; �) a (W;+; �) jsou vektorové prostory

nad tìlesem (T;+; �) a ne
h» f : V ! W je lineární zobrazení

tì
hto vektorový
h prostorù. Pak jádro Ker f tohoto lineárního

zobrazení f je podprostor vektorového prostoru (V;+; �). Naví
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platí, ¾e zobrazení f je prosté právì tehdy, kdy¾ Ker f = fog.

Dùkaz. Pro nulové vektory máme f(o) = o, tak¾e o 2 Ker f .

Dále pro libovolné vektory u;v 2 Ker f platí, ¾e f(u) = o a

f(v) = o, odkud plyne, ¾e f(u+v) = f(u)+ f(v) = o+o = o,

tak¾e u + v 2 Ker f . Je-li dále s 2 T libovolný prvek, pak

rovnì¾ f(s�u) = s �f(u) = s�o = o, tak¾e také s�u 2 Ker f . Je

tedy Ker f podprostor ve (V;+; �).

Je-li zobrazení f prosté, pak ov¹em Ker f = fog. Ne
h» na-

opak Ker f = fog. Pak pro libovolné dva vektory u;v 2 V

takové, ¾e f(u) = f(v), platí, ¾e f(u� v) = f(u)� f(v) = o,

tak¾e u � v 2 Ker f , èili u � v = o, a tedy u = v. Je tedy

zobrazení f prosté.

Budeme se dále vìnovat lineárním zobrazením vektorový
h

prostorù koneèné dimenze. Ne
h» tedy (V;+; �) a (W;+; �) jsou

vektorové prostory koneèný
h dimenzí nad tým¾ tìlesem a ne
h»

f : V ! W je lineární zobrazení. Pak obraz f(V) prostoru V

pøi tomto zobrazení je podle pøedposledního tvrzení podprosto-

rem ve vektorovém prostoru (W;+; �) a je to podprostor ko-

neèné dimenze. Dimenze tohoto podprostoru f(V) se nazývá

hodnost lineárního zobrazení f . Podobnì jádro Ker f tohoto

lineárního zobrazení je podle posledního tvrzerní podprostorem

ve vektorovém prostoru (V;+; �) a je to ov¹em podprostor ko-

neèné dimenze. Dimenze podprostoru Ker f se nazývá defekt

lineárního zobrazení f .

Pøíklad. Ne
h» (T;+; �) je tìleso a ne
h» m;n jsou pøiro-

zená èísla splòují
í m � n. Uva¾me znovu lineární zobrazení h

vektorového prostoru (T

n

+; �) do vektorového prostoru (T

m

+; �)

popsané v pøed
hozím pøíkladu. Pak zobrazení h je oèividnì sur-

jektivní, èili h(T

n

) = T

m

, tak¾e hodnost zobrazení h je rovna m.

Je-li m = n, pak jádro tohoto lineárního zobrazení h je zøejmì

Kerh = fog, tak¾e defekt zobrazení h je roven 0. Je-li ov¹em

m < n, pak jádrem Kerh tohoto zobrazení h je podprostor
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v (T

n

+; �) generovaný napøíklad vektory

g

i

= (0; : : : ; 0

| {z }

m�1

;�1; 0; : : : ; 0

| {z }

i�1

; 1; 0; : : : ; 0

| {z }

n�m�i

)

pro i = 1; 2; : : : ; n�m. Tyto vektory jsou ale lineárnì nezávislé,

tak¾e tvoøí bázi podprostoru Kerh. Je tedy defekt zobrazení h

roven n�m.

Vìta. Ne
h» (V;+; �) a (W;+; �) jsou vektorové prostory

nad tìlesem (T;+; �) koneèný
h dimenzí a ne
h» f : V !W je

lineární zobrazení. Pak pro dimenzi n prostoru (V;+; �) a pro

hodnost k a defekt ` lineárního zobrazení f platí, ¾e k + ` = n.

Dùkaz. Zvolme báziw

1

;w

2

; : : : ;w

k

podprostoru f(V). Dále

zvolme vektory v

1

;v

2

; : : : ;v

k

2 V tak, aby platilo f(v

1

) = w

1

,

f(v

2

) = w

2

, . . . , f(v

k

) = w

k

. Zvolme také bázi u

1

;u

2

; : : : ;u

`

podprostoru Ker f . Uká¾eme, ¾e potom vektory v

1

;v

2

; : : : ;v

k

,

u

1

;u

2

; : : : ;u

`

tvoøí dohromady bázi prostoru (V;+; �).

Ne
h» tedy x 2 V je libovolný vektor. Pak f(x) 2 f(V),

tak¾e existují prvky t

1

; t

2

; : : : ; t

k

2 T takové, ¾e f(x) = t

1

�w

1

+

t

2

�w

2

+ � � � + t

k

�w

k

. Polo¾me y = t

1

�v

1

+ t

2

�v

2

+ � � � + t

k

�v

k

.

Pak ov¹em f(x) = f(y). Polo¾me dále z = x � y. Pak ale

f(z) = f(x) � f(y) = o, tak¾e z 2 Ker f . Existují tedy prvky

s

1

; s

2

; : : : ; s

`

2 T takové, ¾e z = s

1

�u

1

+s

2

�u

2

+ � � �+s

`

�u

`

. Odtud

plyne, ¾e x = y+ z = t

1

�v

1

+ t

2

�v

2

+ � � �+ t

k

�v

k

+ s

1

�u

1

+ s

2

�u

2

+

� � �+ s

`

�u

`

. To znamená, ¾e vektory v

1

;v

2

; : : : ;v

k

;u

1

;u

2

; : : : ;u

`

generují 
elý prostor V.

Uká¾eme dále, ¾e jsou tyto vektory lineárnì nezávislé. Ne
h»

tedy t

1

; t

2

; : : : ; t

k

2 T a s

1

; s

2

; : : : ; s

`

2 T jsou takové prvky, ¾e

t

1

�v

1

+ t

2

�v

2

+ � � �+ t

k

�v

k

+s

1

�u

1

+s

2

�u

2

+ � � �+s

`

�u

`

= o. Odtud

plyne, ¾e t

1

�v

1

+ t

2

�v

2

+ � � �+ t

k

�v

k

= �s

1

�u

1

�s

2

�u

2

�� � ��s

`

�u

`

.

To ale znamená, ¾e t

1

�v

1

+ t

2

�v

2

+ � � � + t

k

�v

k

2 Ker f , tak¾e

f(t

1

�v

1

+ t

2

�v

2

+ � � �+ t

k

�v

k

) = o. Neboli to znamená, ¾e t

1

�w

1

+

t

2

�w

2

+ � � � + t

k

�w

k

= o. Ponìvad¾ vektory w

1

;w

2

; : : : ;w

k

jsou

lineárnì nezávislé, plyne odtud, ¾e t

1

= t

2

= � � � = t

k

= 0.
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Takto dostáváme, ¾e s

1

�u

1

+ s

2

�u

2

+ � � � + s

`

�u

`

= o. Ponì-

vad¾ také vektory u

1

;u

2

; : : : ;u

`

jsou lineárnì nezávislé, plyne

odtud té¾, ¾e s

1

= s

2

= � � � = s

`

= 0. Tvoøí tedy vektory

v

1

;v

2

; : : : ;v

k

;u

1

;u

2

; : : : ;u

`

bázi vektorového prostoru (V;+; �).

To ale znamená, ¾e k + ` = n.

Základní význam, pokud jde o lineární zobrazení vektorový
h

prostorù koneèné dimenze, má následují
í fakt ozøejmují
í mo¾-

nou rozmanitost tì
hto lineární
h zobrazení.

Vìta. Ne
h» (V;+; �) a (W;+; �) jsou vektorové prostory

nad tìlesem (T;+; �) koneèný
h dimenzí. Ne
h» dále vektory

g

1

;g

2

; : : : ;g

n

tvoøí bázi prostoru (V;+; �). Pak pro ka¾dou volbu

vektorù z

1

; z

2

; : : : ; z

n

2 W existuje jediné lineární zobrazení

f : V!W tì
hto vektorový
h prostorù takové, ¾e f(g

1

) = z

1

,

f(g

2

) = z

2

, . . . , f(g

n

) = z

n

.

Dùkaz. Víme, ¾e pro ka¾dý vektor u 2 V existují jedno-

znaènì urèené prvky s

1

; s

2

; : : : ; s

n

2 T , nazývané souøadni
e

vektoru u v bázi g

1

;g

2

; : : : ;g

n

, takové, ¾e platí u = s

1

�g

1

+

s

2

�g

2

+ � � � + s

n

�g

n

. De�nujme zobrazení f : V ! W tak, ¾e

v této situa
i ka¾dému takovému vektoru u pøiøadíme vektor

f(u) = s

1

�z

1

+s

2

�z

2

+� � �+s

n

�z

n

zW. Pak se pøímo ovìøí, ¾e f je

lineární zobrazení, a je jasné, ¾e f splòuje pøedepsané podmínky.

Ne
h» naopak f : V ! W je lineární zobrazení takové, ¾e

f(g

1

) = z

1

, f(g

2

) = z

2

, . . . , f(g

n

) = z

n

. Pak pro libovolný

vektor u 2 V vyjádøený ve tvaru u = s

1

�g

1

+ s

2

�g

2

+ � � �+ s

n

�g

n

stejnì jako v pøed
hozím odstav
i platí, ¾e f(u) = s

1

�f(g

1

) +

s

2

�f(g

2

)+ � � �+s

n

�f(g

n

) = s

1

�z

1

+s

2

�z

2

+ � � �+s

n

�z

n

. To ukazuje,

¾e lineární zobrazení f je takto urèeno jednoznaènì.

Je-li (V;+; �) vektorový prostor nad tìlesem (T;+; �) a je-li

f : V ! V lineární zobrazení prostoru (V;+; �) do nìj samot-

ného, pak øíkáme,¾e f je lineární transforma
e vektorového

prostoru (V;+; �).
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