
Matie

Neh» (R;+; �) je okruh a neh»m;n jsou pøirozená èísla. Matie

typu m=n nad okruhem (R;+; �) vznikne, kdy¾ libovolnýh m�n

prvkù z R naskládáme do obdélníkového shematu o m øádíh

a n sloupíh. Formálnì se matie typu m=n nad okruhem

(R;+; �) de�nuje jako libovolné zobrazení

A : f1; 2; : : : ;mg � f1; 2; : : : ; ng ! R :

Oznaèíme-li pro ka¾dá i 2 f1; 2; : : : ;mg, j 2 f1; 2; : : : ; ng po-

moí a

ij

hodnotu v R, kterou zobrazení A pøiøazuje dvojii (i; j),

pak obvyklý zpùsob, jak se matie A zapisuje, je ve tvaru
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Pak prvek a

ij

le¾í v i-tém øádku a v j-tém sloupi matie A.

Struènìji se tato matie èasto zapisuje ve tvaru

A = (a

ij

)

i=1;:::;m; j=1;:::;n

anebo jen ve tvaruA = (a

ij

) s udáním, ¾e jde o matii typum=n.

Matii typu m=n, její¾ v¹ehny prvky jsou rovny nulovému

prvku 0 okruhu (R;+; �), znaèíme jako O

mn

anebo struènì jen

jako O a øíkáme, ¾e je to nulová matie.

Pøistoupíme k de�niím operaí s matiemi. Pro libovolné

dvì matie A = (a

ij

) a B = (b

ij

) tého¾ typu m=n nad okruhem

(R;+; �) de�nujeme jejih souèet A + B jako matii C = (

ij

)

typu m=n, kde pro ka¾dá i 2 f1; 2; : : : ;mg a j 2 f1; 2; : : : ; ng

je 

ij

= a

ij

+ b

ij

. Tak¾e lze psát, ¾e A+B = (a

ij

+ b

ij

).

Dále pro libovolnou matii A = (a

ij

) typu m=n nad okruhem

(R;+; �) a pro libovolný prvek  2 R de�nujeme násobek �A
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matie A prvkem  jako matii D = (d

ij

) typu m=n, kde pro

ka¾dá i 2 f1; 2; : : : ;mg a j 2 f1; 2; : : : ; ng je d

ij

= �a

ij

. Tak¾e

lze psát, ¾e �A = (�a

ij

).

Zejména mù¾eme k dané matii A = (a

ij

) uva¾ovat matii

(�1)�A, kterou znaèíme jako �A. (Zde 1 je jednotkový prvek

okruhu (R;+; �) a �1 je prvek k nìmu opaèný.) Víme toti¾, ¾e

pro libovolný prvek a 2 R platí (�1)�a = �(1�a) = �a. To zna-

mená, ¾e pak máme �A = (�a

ij

). O matii �A øíkáme, ¾e je to

matie opaèná k matii A. Je jasné, ¾e pak platí A+(�A) = O.

Oznaèíme-li symbolem Mat

mn

(R) mno¾inu v¹eh mati typu

m=n nad okruhem (R;+; �), pak sèítání mati je binární operaí

na mno¾inì Mat

mn

(R) a je zøejmý následujíí fakt.

Tvrzení. (Mat

mn

(R);+) je komutativní grupa.

Pro libovolnou matiiA = (a

ij

) typum=n a libovolnou matii

B = (b

jk

) typu n=p, obì nad okruhem (R;+; �), de�nujeme jejih

souèin A � B jako matii C = (

ik

) typu m=p, kde pro ka¾dá

i 2 f1; 2; : : : ;mg a k 2 f1; 2; : : : ; pg klademe



ik

=

n

X

j=1

a

ij

� b

jk

:

Takto de�nované násobení mati je asoiativní:

Tvrzení. Pro libovolnou matii A = (a

ij

) typu m=n, pro

libovolnou matii B = (b

jk

) typu n=p a pro libovolnou matii

C = (

k`

) typu p=q, v¹ehny nad okruhem (R;+; �), platí

A � (B � C) = (A � B) � C:

Dùkaz. Podle de�nie souèinu mati máme A �B = D, kde

D = (d

ik

) je matie typu m=p, pøièem¾ pro libovolná i; k máme

d

ik

=

P

n

j=1

a

ij

� b

jk

. Dále máme (A � B) � C = D � C = F , kde
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F = (f

i`

) je matie typu m=q, pøièem¾ pro libovolná i; ` máme

f

i`

=

p

X

k=1

d

ik

� 

k`

=

p

X

k=1

�

n

X

j=1

a

ij

� b

jk

�

� 

k`

:

Podobnì máme B � C = G, kde G = (g

j`

) je matie typu n=q,

pøièem¾ pro libovolná j; ` máme g

j`

=

P

p

k=1

b

jk

� 

k`

. Dále máme

A � (B � C) = A � G = H, kde H = (h

i`

) je matie typu m=q,

pøièem¾ pro libovolná i; ` máme

h

i`

=

n

X

j=1

a

ij

� g

j`

=

n

X

j=1

a

ij

�

�

p

X

k=1

b

jk

� 

k`

�

:

Odtud ov¹em s vyu¾itím distributivity a asoiativity násobení

v okruhu (R;+; �) pro libovolná i; ` dostáváme

h

i`

=

n

X

j=1

p

X

k=1

a

ij

� b

jk

� 

k`

=

p

X

k=1

n

X

j=1

a

ij

� b

jk

� 

k`

= f

i`

:

To znamená, ¾e H = F , o¾ bylo tøeba ukázat.

Násobení mati je dále distributivní vùèi sèítání mati:

Tvrzení. Pro libovolnou matii A = (a

ij

) typu m=n a pro

libovolné matie B = (b

jk

) a C = (

jk

), obì typu n=p, pøitom

v¹e nad okruhem (R;+; �), platí

A � (B + C) = A�B + A�C:

Pro libovolné matie F = (f

ij

) a G = (g

ij

), obì typu m=n,

a pro libovolnou matii H = (h

jk

) typu n=p, pøitom v¹ehny

matie nad okruhem (R;+; �), platí

(F +G) �H = F �H +G�H:

Dùkaz obou rovností se provede podobným zpùsobem jako

dùkaz pøedhozího tvrzení pøímým pou¾itím de�ni sèítání a

násobení mati s vyu¾itím distributivity v okruhu (R;+; �).
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Matie nad okruhem (R;+; �) majíí tý¾ poèet øádkù jako

sloupù, to znamenámatie typu n=n pro nìjaké pøirozené èíslo n

se nazývají ètverové matie øádu n. Je-li A = (a

ij

) taková

ètverová matie øádu n, pak o prvíh a

ii

pro i = 1; 2; : : : ; n

øíkáme, ¾e tvoøí hlavní diagonálu matie A.

Ètverovoumatii øádu n nad netriviálním okruhem (R;+; �),

v ní¾ v¹ehny prvky na hlavní diagonále jsou rovny jednotko-

vému prvku 1 zmínìného okruhu a v¹ehny ostatní prvky jsou

rovny nulovému prvku 0 tohoto okruhu, oznaèujeme symbolem

E

n

nebo kráte jen E. Máme tedy

E

n

=

0

B

B

B

B

B

�

1 0 0 : : : 0

0 1 0 : : : 0

0 0 1 : : : 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 0 : : : 1

1

C

C

C

C

C

A

;

kde je elkem n øádkù a n sloupù. O matii E

n

øíkáme, ¾e je to

jednotková matie øádu n. Bezprostøednì z de�nie násobení

mati toti¾ plyne, ¾e pro libovolnou matii A = (a

ij

) typu m=n

nad zmínìným okruhem (R;+; �) platí E

m

� A = A = A � E

n

.

V souladu s oznaèením zavedeným vý¹e symbolem Mat

nn

(R)

znaèíme mno¾inu v¹eh ètverovýh mati øádu n nad okruhem

(R;+; �). Pak vedle sèítání také násobení mati je binární operaí

na mno¾inì Mat

nn

(R) a je evidentní následujíí fakt.

Tvrzení. (Mat

nn

(R);+; �) je okruh.

Poznamenejme, ¾e je-li okruh (R;+; �) netriviální, pak by» by

tøeba byl sám komutativní, pro n > 1 okruh (Mat

nn

(R);+; �)

není komutativní a naví obsahuje dìlitele nuly:

Vezmìme napøíklad matii C

n

= (

ij

) øádu n, kde 

11

= 1

a 

ij

= 0 pro v¹ehny ostatní dvojie indexù i; j, a dále matii

D

n

= (d

ij

) øádu n, kde d

12

= 1 a d

ij

= 0 pro v¹ehny ostatní

dvojie indexù i; j. Pak C

n

�D

n

= D

n

, zatímo D

n

� C

n

= O

nn

.
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Mìjme matii

A =

0
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B
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typu m=n nad okruhem (R;+; �). Uva¾me matii A

>

typu n=m,

která vznikne z matie A zámìnou øádkù a sloupù, tedy matii

A

>

=

0

B

B
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OmatiiA

>

øíkáme, ¾e je to matie transponovaná k matiiA.

Pøímo z de�nie násobení mati pak plyne následujíí fakt:

Tvrzení. Je-li (R;+; �) komutativní okruh, pak pro libo-

volnou matii A = (a

ij

)

i=1;:::;m; j=1;:::;n

a pro libovolnou matii

B = (b

jk

)

j=1;:::;n; k=1;:::;p

, obì nad okruhem (R;+; �), platí

(A � B)

>

= B

>

� A

>

:

Dùkaz. Neh» A � B = F . Pak F = (f

ik

)

i=1;:::;m; k=1;:::;p

, kde

pro libovolná i; k je f

ik

=

P

n

j=1

a

ij

� b

jk

. Pøitom (A � B)

>

= F

>

,

kde F

>

= (f

ik

)

k=1;:::;p; i=1;:::;m

. Neh» dále B

>

�A

>

= G. Pak ponì-

vad¾ A

>

= (a

ij

)

j=1;:::;n; i=1;:::;m

a B

>

= (b

jk

)

k=1;:::;p; j=1;:::;n

, máme

G = (g

ki

)

k=1;:::;p; i=1;:::;m

, kde g

ki

=

P

n

j=1

b

jk

� a

ij

pro libovolné in-

dexy k; i. Vzhledem ke komutativitì násobení v okruhu (R;+; �)

odtud vyhází, ¾e f

ik

= g

ki

pro v¹ehny dvojie indexù k; i, tak¾e

F

>

= G. To bylo tøeba dokázat.
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