Matice

Necht (R, +, ) je okruh a necht m, n jsou ptirozena Cisla. Matice
typu m/n nad okruhem (R, +, -) vznikne, kdyz libovolnych m-n
prvkl z R naskladame do obdélnikového schematu o m tadcich
a n sloupcich. Formalné se matice typu m/n nad okruhem
(R, +, ) definuje jako libovolné zobrazeni

A:A{,2,....om}x{L,2,...,n} — R.

Oznac¢ime-li pro kazda i € {1,2,...,m}, 7 € {1,2,...,n} po-
moci a;; hodnotu v R, kterou zobrazeni A pfirazuje dvojici (¢, j),
pak obvykly zptsob, jak se matice A zapisuje, je ve tvaru

ail a2 ... A1p,

asi as ... ao2p,
A = A .

Am1 Am2 ... Qmnp

Pak prvek a;; lezi v i-tém fadku a v j-tém sloupci matice A.
Strucnéji se tato matice Casto zapisuje ve tvaru

A = (@ij)i=1,..m, j=1,..n
anebo jen ve tvaru A = (a;;) s udanim, ze jde o matici typu m/n.

Matici typu m/n, jejiz vSechny prvky jsou rovny nulovému
prvku 0 okruhu (R, +, ), znac¢ime jako O,,, anebo strucné jen
jako O a rikame, ze je to nulova matice.

Pristoupime k definicim operaci s maticemi. Pro libovolné
dvé matice A = (a;;) a B = (b;j) téhoz typu m/n nad okruhem
(R, +,-) definujeme jejich soucet A + B jako matici C' = (¢;;)
typu m/n, kde pro kazda i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n}
je Cij = Qg + b” Takze lze pSét, ze A + B = (aij + bzy)

Dale pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n nad okruhem
(R,+,-) a pro libovolny prvek ¢ € R definujeme nasobek c-A
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matice A prvkem c jako matici D = (d;;) typu m/n, kde pro
kazdd 1 € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} je dij = c-a;;. Takze
lze psat, ze c-A = (c-a;j).

Zejména mizeme k dané matici A = (a;j) uvazovat matici
(—1)-A, kterou znac¢ime jako —A. (Zde 1 je jednotkovy prvek
okruhu (R, +,-) a —1 je prvek k nému opacny.) Vime totiz, ze
pro libovolny prvek a € R plati (—1)-a = —(1-a) = —a. To zna-
mena, ze pak mame —A = (—a;;). O matici —A fikame, Ze je to
matice opa¢na k matici A. Je jasné, ze pak plati A+ (—A) = O.

Oznacime-li symbolem Mat,,,(R) mnozinu vSech matic typu
m/n nad okruhem (R, +, -), pak s¢itani matic je binarni operaci
na mnoziné Mat,,,(R) a je zfejmy nasledujici fakt.

Tvrzeni. (Mat,,,(R),+) je komutativni grupa.

Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n alibovolnou matici
B = (bjx) typu n/p, obé nad okruhem (R, +, -), definujeme jejich
soucin A - B jako matici C' = (¢;z) typu m/p, kde pro kazda
i€{l,2,...,m} a ke{l,2,...,p} klademe

n

Cik = E aij - bji.

j=1
Takto definované nasobeni matic je asociativni:

Tvrzeni. Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n, pro
libovolnou matici B = (bjx) typu n/p a pro libovolnou matici
C' = (cke) typu p/q, vSechny nad okruhem (R, +,-), plati

A-(B-C)=(A-B)-C.

Dtikaz. Podle definice sou¢inu matic mame A - B = D, kde
D = (d;i) je matice typu m/p, pficemz pro libovolna i, k mame
dir = 2?21%]' + bjj,. Déle mame (A-B)-C =D -C = F, kde



F = (fir) je matice typu m/q, pficemz pro libovolna 7, ¢ mame

p p n
fiu=) dix-cre = Z(Z ajj - bjk)  Che-
k=1 1 =1

k=

Podobné mame B - C' = G, kde G = (g;j¢) je matice typu n/q,
pfi¢emz pro libovolnd j,¢ mame gjp = > 1_; bjk - cge. Déle mame
A-(B-C)=A-G = H, kde H = (his) je matice typu m/q,

pricemz pro libovolna ¢,/ mame

n n p
hie = E aij * gje = E a;j - (E bjk'cld)-
j=1 j=1 k=1

Odtud ovsem s vyuzitim distributivity a asociativity nasobeni
v okruhu (R, +, ) pro libovolna i, ¢ dostavame

n P P n
hie=>_> aij-bjx-cee=Y_> aij-bjx-cre= fu.
J=1 k=1 k=1 j=1
To znamena, ze H = F', coz bylo treba ukazat.
Nasobeni matic je dale distributivni vci s¢itani matic:

Tvrzeni. Pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n a pro
libovolné matice B = (bjz) a C = (cjx), obé typu n/p, pritom
vSe nad okruhem (R, +, -), plati

A-(B+C)=AB+ AC.

Pro libovolné matice F' = (f;;) a G = (gi;j), obé typu m/n,
a pro libovolnou matici H = (h;;) typu n/p, pritom vsechny
matice nad okruhem (R, +,-), plati

(F+G)-H=F-H+G-H.

Dukaz obou rovnosti se provede podobnym zptisobem jako
diitkaz predchoziho tvrzeni primym pouzitim definic s¢itani a
nasobeni matic s vyuzitim distributivity v okruhu (R, +, -).
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Matice nad okruhem (R,+,-) majici tyz pocet radkia jako
sloupcii, to znamené matice typu n/n pro néjaké prirozené ¢islo n
se nazyvaji ¢tvercové matice radu n. Je-li A = (a;;) takova
¢tvercova matice radu n, pak o prvcich a; prot = 1,2,...,n
rikame, ze tvori hlavni diagonalu matice A.

Ctvercovou matici fadu n nad netrividlnim okruhem (R, +, +),
v niz vSechny prvky na hlavni diagonale jsou rovny jednotko-
vému prvku 1 zminéného okruhu a vSechny ostatni prvky jsou
rovny nulovému prvku 0 tohoto okruhu, oznacujeme symbolem
E,, nebo kratce jen E. Mame tedy

(100...0
010...0
E, = (001 0],
oo 1

kde je celkem n radki a n sloupci. O matici E,, rikame, ze je to
jednotkova matice radu n. Bezprostredné z definice nasobeni
matic totiz plyne, ze pro libovolnou matici A = (a;;) typu m/n
nad zminénym okruhem (R, +,-) plati £,,- A=A=A-E,.

V souladu s oznacenim zavedenym vyse symbolem Mat,,, (R)
znacime mnozinu vSech ¢tvercovych matic rddu n nad okruhem
(R, +, -). Pak vedle s¢itani také ndsobeni matic je bindrni operaci
na mnoziné Mat,,(R) a je evidentni nasledujici fakt.

Tvrzeni. (Mat,,(R),+,") je okruh.

Poznamenejme, Ze je-li okruh (R, 4, -) netrividlni, pak byt by
treba byl sdim komutativni, pro n > 1 okruh (Mat,,(R),+, )
neni komutativni a navic obsahuje délitele nuly:

Vezméme napiiklad matici C), = (¢;;) fadu n, kde ¢;1 = 1
a c¢;j = 0 pro vSechny ostatni dvojice indexti ¢, j, a dale matici
D, = (d;;) fddu n, kde dj3 = 1 a d;; = 0 pro vSechny ostatni
dvojice index1 ¢, 5. Pak C, - D,, = D,,, zatimco D,, - C,, = O,,,.
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Méjme matici

ail a2 ... A1p,

asi as ... ao2p,
A = A

Am1 am2 -.. Qmn

typu m/n nad okruhem (R, +, -). Uvazme matici AT typu n/m,
ktera vznikne z matice A zaménou radki a sloupci, tedy matici

ai;r a1 ... Qmi
AT . aijpg a2 ... Qm2
a1, a2 ... Qmp

O matici AT iikdme, Ze je to matice transponovana k matici A.

Ptrimo z definice nasobeni matic pak plyne nasledujici fakt:

Tvrzeni. Jeli (R,+,-) komutativni okruh, pak pro libo-
volnou matici A = (a;j)i=1,..m, j=1,..n @ pro libovolnou matici
B = (bjk)j=1...n k=1,..p, ob€ nad okruhem (R, +, -), plati

(A-B)T=BT. AT,

Dtikaz. Necht A- B = F. Pak F = (fix)i=1,..m k=1,..p, kde
pro libovolné i, k je fir = Z?Zl aij - bji. Pfitom (A- B)" = F,
kde F'' = (fir)k=1. p.i=1...m- Necht dale BT- AT = G. Pak poné-
vadz AT = (aij)j=1,.ni=1,.m & BT = (bjr)k=1,. p. j=1...n, Mame
G = (gki)k=1,..p,i=1,..m> kde gr; = D5 bjx - a;j pro libovolné in-
dexy k,i. Vzhledem ke komutativité nasobeni v okruhu (R, +, -)
odtud vychazi, ze f;; = gi; pro vSechny dvojice indexu k, 7, takze
FT = G. To bylo tfeba dokézat.



