
Mati
e lineární
h zobrazení

Ne
h» (V;+; �) a (W;+; �) jsou nenulové vektorové prostory ko-

neèný
h dimenzí n a m nad tìlesem (T;+; �), ne
h» posloupnosti

vektorù g
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; : : : ;g

n

2 V a h

1
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; : : : ;h

m

2 W tvoøí báze

tì
hto vektorový
h prostorù a ne
h» f : V !W je lineární zob-

razení mezi tìmito prostory. Ne
h» pro ka¾dé j 2 f1; 2; : : : ; ng

jsou prvky a

1j

; a

2j

; : : : ; a

mj

2 T souøadni
e vektoru f(g
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) v bázi

h

1
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, tak¾e platí f(g
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Pak mati
e A = (a

ij

)

i=1;:::;m; j=1;:::;n

typum=n nad (T;+; �) se na-

zývámati
e lineárního zobrazení f v bází
h g

1

;g

2

; : : : ;g

n

a

h

1

;h

2

; : : : ;h

m

. Je-li pøitom prostor (W;+; �) identi
ký s prosto-

rem (V;+; �), tak¾e f : V ! V je lineární transforma
e vektoro-

vého prostoru (V;+; �), a je-li dále báze h

1

;h

2

; : : : ;h

m

identi
ká

s bazí g

1

;g

2

; : : : ;g

n

tohoto prostoru, pak A = (a

ij

)

i=1;:::;n; j=1;:::;n

je ètver
ová mati
e øádu n nad (T;+; �) a nazývá se mati
e

lineární transforma
e f v bázi g

1

;g

2

; : : : ;g

n

.

Vìta. Ne
h» (V;+; �) a (W;+; �) jsou nenulové vektorové

prostory koneèný
h dimenzí nad tìlesem (T;+; �) a ne
h» po-

sloupnosti g

1

;g

2

; : : : ;g

n

a h

1

;h

2

; : : : ;h

m

tvoøí báze tì
hto vekto-

rový
h prostorù. Pak pøiøazení, v nìm¾ ka¾dému lineárnímu zob-

razení f : V!W odpovídá jeho mati
eA v bází
h g

1

;g

2

; : : : ;g

n

a h

1

;h
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; : : : ;h

m

, je vzájemnì jednoznaènou koresponden
í mezi

v¹emi lineárními zobrazeními f : V ! W a v¹emi mati
emi

A = (a

ij

) typu m=n nad (T;+; �).

Dùkaz. Mají-li dvì lineární zobrazení f; g : V!W stejnou

mati
i v uvedený
h bází
h, pak to znamená, ¾e f(g

1

) = g(g

1

),

f(g

2

) = g(g

2

), . . . , f(g

n

) = g(g

n

). Podle poslední vìty z minulé

kapitoly pak ale f a g jsou jedno a to stejné zobrazení. Je tedy

zmínìné pøiøazení prosté.

Vezmìme dále libovolnou mati
i A = (a

ij

) typu m=n nad

(T;+; �), a uva¾me vektory z

j

= a
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�h
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+ � � � + a

mj
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m
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pro v¹e
hna j 2 f1; 2; : : : ; ng. Pak podle poslední vìty z mi-

nulé kapitoly existuje lineární zobrazení f : V !W takové, ¾e

f(g

1

) = z

1

, f(g

2

) = z

2

, . . . , f(g

n

) = z

n

. Mati
í tohoto lineár-

ního zobrazení ve zmínìný
h bází
h je ov¹em mati
e A. Je tedy

popsaná koresponden
e opravdu vzájemnì jednoznaèná.

Tvrzení. Ne
h» (V;+; �) a (W;+; �) jsou nenulové vekto-

rové prostory koneèný
h dimenzí n a m nad tìlesem (T;+; �).

Ne
h» f : V !W je lineární zobrazení mezi tìmito prostory a

ne
h» A = (a

ij

) je mati
e tohoto lineárního zobrazení v bazí
h

g

1

;g

2

; : : : ;g
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a h
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zmínìný
h vektorový
h prostorù.

Ne
h» u je libovolný vektor z V, ne
h» x
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jsou sou-

øadni
e vektoru u v bázi g
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; : : : ;g
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a ne
h» y
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; : : : ; y
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jsou

souøadni
e vektoru f(u) v bázi h
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. Pak platí

0

B

B

�

y

1

y

2

.

.

.

y

m

1

C

C

A

= A �

0

B

B

�

x

1

x

2

.

.

.

x

n

1

C

C

A

:

Dùkaz. Máme u = x
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hází f(u) = x
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. Ponìvad¾ souèasnì f(u) =

y

1

�h

1
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m

, z jednoznaènosti souøadni
 vektoru

f(u) v bázi h

1

;h

2

; : : : ;h

m

a z de�ni
e násobení mati
 plyne do-

kazovaná rovnost.

Tvrzení. Ne
h» (U;+; �), (V;+; �) a (W;+; �) jsou nenu-

lové vektorové prostory koneèný
h dimenzí nad tìlesem (T;+; �)

a ne
h» f
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jsou báze

tì
hto vektorový
h prostorù. Ne
h» f : U! V a g : V !W

jsou lineární zobrazení vektorový
h prostorù, ne
h» A = (a

ij

)
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je mati
e zobrazení f v bází
h f
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a g
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ne
h» B = (b

hi

) je mati
e zobrazení g v bází
h g
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. Potom mati
e B �A je mati
í slo¾eného zobrazení

g Æ f : U!W v bází
h f
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Dùkaz. Podle de�ni
e mati
 lineární
h zobrazení pro ka¾dé

j 2 f1; 2; : : : ; ng máme (g Æ f)(f
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. Koe�
ienty v poslední

uvedené lineární kombina
i vektorù h

1

;h

2

; : : : ;h

k

jsou ov¹em

právì prvky j-tého sloup
e mati
e B � A. Je tedy tato mati
e

mati
í slo¾eného lineárního zobrazení g Æ f v uvedený
h bází
h.

Dùsledek. Ne
h» (V;+; �) a (W;+; �) jsou nenulové vek-

torové prostory koneèné dimenze nad tìlesem (T;+; �), ne
h»

g

1

;g

2

; : : : ;g

n

a h

1

;h

2

; : : : ;h

m

jsou báze tì
hto prostorù, ne
h»

f : V!W je izomor�smus tì
hto prostorù a ne
h» A je ma-

ti
e izomor�smu f v bází
h g

1

;g

2

; : : : ;g

n

a h

1

;h

2

; : : : ;h

m

. Pak

platí n = m, A je ètver
ová regulární mati
e a mati
e A

�1

k ní

inverzní je mati
í inverzního izomor�smu f

�1

: W ! V.

Dùkaz. Izomorfní vektorové prostory musí mít stejnou di-

menzi, tak¾e n = m a mati
e A je ètver
ová. Ne
h» dále B

je mati
e inverzního izomor�smu f

�1

v bází
h h

1

;h

2

; : : : ;h

m

a

g

1

;g

2

; : : : ;g

n

. Pak podle pøed
hozího tvrzení je mati
e A � B

mati
í slo¾eného zobrazení f Æ f

�1

, jím¾ je ale identi
ké zobra-

zení id

W

. Mati
í této identi
ké transforma
e prostoru (W;+; �)

v bázi h

1

;h

2

; : : : ;h

m

je ov¹em jednotková mati
e E

m

. Odtud

plyne, ¾e A �B = E

m

, tak¾e A je regulární mati
e a B = A

�1

.

Ne
h» (V;+; �) je nenulový vektorový prostor nad tìlesem

(T;+; �) a ne
h» f

1

; f

2

; : : : ; f

n

a g

1

;g
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; : : : ;g

n

jsou dvì báze tohoto
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prostoru. Ji¾ døíve jsme de�novali, 
o znamená, ¾e A je mati
e

pøe
hodu od báze f

1

; f

2

; : : : ; f

n

k bázi g

1

;g

2

; : : : ;g

n

. Nyní je na

místì si v¹imnout, ¾e A je takovou mati
í pøe
hodu právì tehdy,

kdy¾ A je mati
í identi
kého zobrazení id

V

na daném prostoru

vzhledem k bázím g

1

;g

2

; : : : ;g

n

a f

1

; f

2

; : : : ; f

n

(v tomto poøadí).

Dùsledek. Ne
h» (V;+; �) a (W;+; �) jsou nenulové pro-

story koneèný
h dimenzí n a m nad tìlesem (T;+; �). Ne
h»

f

1
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; : : : ; f
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a g
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jsou dvì báze prostoru (V;+; �) a

ne
h» h
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a k
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jsou dvì báze prostoru

(W;+; �). Ne
h» P je mati
e pøe
hodu od báze f

1

; f
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; : : : ; f

n

k bázi

g

1
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; : : : ;g
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a ne
h»Q je mati
e pøe
hodu od báze h
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;h
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; : : : ;h

m

k bázi k

1

;k
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; : : : ;k

m

. Ne
h» f : V ! W je lineární zobrazení

mezi uvedenými prostory, ne
h» A je mati
e zobrazení f v bá-

zí
h f

1

; f

2

; : : : ; f

n

a h

1

;h

2

; : : : ;h

m

a ne
h» B je mati
e zobrazení f

v bází
h g
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. Pak platí B = Q

�1
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Dùkaz. Ponìvad¾ f Æ id

V

= id

W

Æ f je toté¾ zobrazení f

a ponìvad¾ podle vý¹e uvedeného tvrzení o mati
i slo¾eného

lineárního zobrazení a podle komentáøe pøed
házejí
ího tomuto

dùsledku je A � P mati
í zobrazení f Æ id

V

a Q � B je mati
í

zobrazení id

W

Æ f , obojí v bazí
h g

1

;g
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; : : : ;g

n

a h

1

;h
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; : : : ;h

m

,

plyne odtud, ¾e A � P = Q � B, tak¾e B = Q

�1

�A � P .

Pùjde-li dále jen o lineární transforma
i jednoho vektorového

prostoru a o její mati
e ve dvou bází
h tohoto prostoru, pak se

formula
e posledního dùsledku zjednodu¹í následovnì:

Dùsledek. Ne
h» (V;+; �) je nenulový prostor koneèné di-

menze n nad tìlesem (T;+; �), ne
h» f

1

; f

2

; : : : ; f

n

a g

1

;g

2

; : : : ;g

n

jsou dvì báze tohoto prostoru a ne
h» P je mati
e pøe
hodu od

báze f

1

; f

2

; : : : ; f

n

k bázi g

1

;g

2

; : : : ;g

n

. Ne
h» f : V ! V je line-

ární transforma
e prostoru (V;+; �), ne
h» A je mati
e transfor-

ma
e f v bázi f

1

; f

2

; : : : ; f

n

a ne
h» B je mati
e transforma
e f

v bázi g

1

;g

2

; : : : ;g

n

. Pak platí B = P

�1

� A � P .
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