Matice linearnich zobrazeni

Necht (V,+,-) a (W, +, ) jsou nenulové vektorové prostory ko-
necnych dimenzi n a m nad télesem (7, +, -), necht posloupnosti
vektord gi,89,...,8, € V a hy,hy,... . h, € W tvori baze
téchto vektorovych prostori a necht f : V. — W je linearni zob-
razeni mezi témito prostory. Necht pro kazdé j € {1,2,...,n}
jsou prvky ayj, asj, . ..,am; € T soufadnice vektoru f(g;) v bazi
hl, h2, ceey hm, takze plati f(g]) = alj-h1+a2j-h2—|—' . -—I—amj-hm.
Pak matice A = (aij)i=1,..m, j=1...n typu m/n nad (T, +, -) se na-
zyva matice linearniho zobrazeni f v bazich g, g,...,8, a
hy, hy, ... hy,,. Je-li pfitom prostor (W, +, ) identicky s prosto-
rem (V,+,-), takze f : V — V je linedrni transformace vektoro-
vého prostoru (V, +, ), a je-li déle baze hy, hy, ..., h,, identické
s bazi g1, 82, . . ., 8n tohoto prostoru, pak A = (a;j)i=1,..n, j=1,.n
je ¢tvercova matice fadu n nad (7,4+,-) a nazyva se matice
linearni transformace f v bazi g, 8o, ..., ..

Véta. Necht (V,+,-) a (W,+,-) jsou nenulové vektorové
prostory kone¢nych dimenzi nad télesem (7', +,-) a necht po-
sloupnosti g1, 89,...,8, ahy, hy, ..., h,, tvori baze téchto vekto-
rovych prostori. Pak prirazeni, v némz kazdému linedrnimu zob-
razeni f: V — W odpovida jeho matice A v bazich g1, g2, ..., 8,
a hy,hs, ... h,,, je vzijemné jednoznacnou korespondenci mezi
vSemi linedrnimi zobrazenimi f: V — W a vSemi maticemi

A = (aj;) typu m/n nad (T, +,-).

Duikaz. Maji-li dvé linedrni zobrazeni f,g: V — W stejnou
matici v uvedenych bézich, pak to znamena, ze f(g1) = g(g1),
f(82) = 9(82), .., f(g:) = 9(8n). Podle posledni véty z minulé
kapitoly pak ale f a g jsou jedno a to stejné zobrazeni. Je tedy
zminéné prirazeni prosté.

Vezméme déle libovolnou matici A = (aj;) typu m/n nad
(T, +,+), a uvazme vektory z; = ajj-hy + agj-ha + -+ + ay;-hy,
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pro vsechna j € {1,2,...,n}. Pak podle posledni véty z mi-
nulé kapitoly existuje linedrni zobrazeni f : V — W takové, ze
f(g1) = z1, f(82) = z2, ..., f(8n) = z,. Matici tohoto linear-
niho zobrazeni ve zminénych béazich je ovsem matice A. Je tedy
popsana korespondence opravdu vzajemneé jednoznacna.

Tvrzeni. Necht (V,+,:) a (W, +,:) jsou nenulové vekto-
rové prostory kone¢nych dimenzi n a m nad télesem (7,4, ).
Necht f: V — W je linearni zobrazeni mezi témito prostory a
necht A = (a;j) je matice tohoto linedrniho zobrazeni v bazich
g21,82,...,8 a hy, hy, ... h,, zminénych vektorovych prostort.
Necht u je libovolny vektor z V, necht xq,zs,...,z, jsou sou-
radnice vektoru u v bazi g1, g2, . - -, 8, a necht y1, yo, ..., Yy, jsou
souradnice vektoru f(u) v bazi hy, hs, ..., h,,. Pak plati

Y1 T1
Y21 — 4. | %2
YUm Ln

Dukaz. Mame u = z1-g1 + ©2:go + - -+ + x,,°8,, takze vy-
chézi f(u) = z1-f(g1) + x2-f(82) + - -+ zpn-f(8n) = w1-(a11-hy +
agi-hy + - + ami-hy) + z2-(ar2-hy + ago-hy + -+ - + ao-hy,) +
R xn'(aln'hl + agyhy + -+ - + amnhm) = (all'«rl + a2 xa +
oo Ay )-hy 4 (ao10Ty + agerme 4+ -0 - + agyrxy)-ho + -0 +
(@m1-T1+ ama- T2+ - - + Ty ) -hy,. Ponévadz soucasné f(u) =
yi-hy +yo-ho 4+ - - - + y,,,-h,,, z jednoznacnosti souradnic vektoru
f(u) v béazi hy, hy, ... h,, az definice ndsobeni matic plyne do-
kazovana rovnost.

Tvrzeni. Necht (U,+,-), (V,+,:) a (W,+,:) jsou nenu-
lové vektorové prostory kone¢nych dimenzi nad télesem (7', +, -)
a necht fi,f,...,f,, g1,82,...,8n a hy,hy, ... hy jsou baze
téchto vektorovych prostortt. Necht f: U -V a g: V- W
jsou linearni zobrazeni vektorovych prostort, necht A = (a; )
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je matice zobrazeni f v bazich fi,f5,...,f, a g1,8,...,8n a
necht B = (by;) je matice zobrazeni g v bazich gi,82,...,8n a
hi, hy, ... h;. Potom matice B- A je matici slozeného zobrazeni
go f: U— W vbazich fi,f,...,f, ah;, hy, ... hy.

Dikaz. Podle definice matic linedrnich zobrazeni pro kazdé
J € {1727"'7n} mame (g © f)(fj) - g(f(fj)) - g(a’lj'gl +
agj82+ -+ amj8m) = a1j-9(81) +az;-g(82) +- - -+ am;-9(8m) =
ayj-(bri-hy + bar-hy + - - - 4 bgy-hy) + agj-(b1a-hy + byp-hy + - - - +
bra-hy) + - - 4 apyj- (b hy + bap-ha + - - 4 b)) = (brr-agy +
bia-agj+- - 4 biyamj)-hy + (bar-aj 4 baz-agj +- - - +bayy-@pnj) -hao +
-+ (bgr-ar; + br2-agj + - - - 4 bpm-amj)-hy. Koeficienty v posledni
uvedené linearni kombinaci vektort hy, hs, ..., h; jsou ovsem
pravé prvky j-tého sloupce matice B - A. Je tedy tato matice
matici slozeného linearniho zobrazeni g o f v uvedenych bazich.

Disledek. Necht (V,+,:) a (W,+,-) jsou nenulové vek-
torové prostory kone¢né dimenze nad télesem (7, +,-), necht
g1,82,...,8n a hy,hy, ... h,, jsou baze téchto prostori, necht
f: V=W je izomorfismus téchto prostori a necht A je ma-
tice izomorfismu f v bazich g1,8,...,8, a hy, hsy, ... h,,. Pak
plati n = m, A je étvercova regularni matice a matice A~ k ni
inverzni je matici inverzniho izomorfismu f~': W — V.

Dikaz. Izomorfni vektorové prostory musi mit stejnou di-
menzi, takze n = m a matice A je Ctvercova. Necht déle B
je matice inverzniho izomorfismu f~! v bazich hy, hy, ... h,, a
g1,89,...,8s. Pak podle predchoziho tvrzeni je matice A - B
matici slozeného zobrazeni f o f~1 jimz je ale identické zobra-
zeni idw. Matici této identické transformace prostoru (W, +, )
v bazi hy, hs, ..., h, je ovsem jednotkova matice E,,. Odtud
plyne, ze A B = E,,, takze A je regularni matice a B = A~L.

Necht (V,+,-) je nenulovy vektorovy prostor nad télesem
(T, +,-) anecht fi,f5, ... f, a gy, g, ..., 8, jsoudvé baze tohoto

3



prostoru. Jiz drive jsme definovali, co znamend, ze A je matice
prechodu od baze fi,fs, ..., f, k bazi g1,89,...,8,. Nyni je na
misté si v§imnout, ze A je takovou matici prechodu pravée tehdy,
kdyz A je matici identického zobrazeni idy na daném prostoru
vzhledem k bazim g1,8s,...,8, a f1,fs, ..., f, (v tomto poradi).

Disledek. Necht (V,+,-) a (W, +,-) jsou nenulové pro-
story konecnych dimenzi n a m nad télesem (7,+,). Necht
fi,f5,...,f, a g1,82,...,8, jsou dvé baze prostoru (V,+,:) a
necht hy,hy, ... . h, a ki, ko, ..., k, jsou dvé baze prostoru
(W, +, ). Necht P je matice prechodu od baze fi, s, . . ., f,, k bazi
g1,82,...,Ls anecht ) je matice prechodu od baze hy, hy, ... h,,
k bazi ki,ko,..., k. Necht f : V — W je linearni zobrazeni
mezi uvedenymi prostory, necht A je matice zobrazeni f v ba-
zich f1,f5, ..., f, ahy, hs, ... h,, anecht B je matice zobrazeni f
v bazich g1,82,...,8n a ki, ko, ..., k. Pakplati B = Q- A-P.

Diukaz. Ponévadz f oidy = idw o f je totéz zobrazeni f
a ponévadz podle vysSe uvedeného tvrzeni o matici slozeného
linedrniho zobrazeni a podle komentare predchéazejiciho tomuto
disledku je A - P matici zobrazeni f o idy a @) - B je matici
zobrazeni tdw o f, oboji v bazich g1,g2,...,8, a hy, ho, ..., hy,,
plyne odtud, ze A- P =Q - B, takize B=Q - A. P.

Pijde-li déle jen o linearni transformaci jednoho vektorového
prostoru a o jeji matice ve dvou bazich tohoto prostoru, pak se
formulace posledniho diisledku zjednodusi nasledovneé:

Disledek. Necht (V,+,:) je nenulovy prostor konecné di-
menze n nad télesem (7', +,-), necht f1, £, ..., f, a g1,82,...,8n
jsou dvé baze tohoto prostoru a necht P je matice prechodu od
baze fi,f5,...,f, k bazi g1,82,...,8,. Necht f : V — V je line-
arni transformace prostoru (V, 4+, -), necht A je matice transfor-
mace f v bazi fi,fs,...,f, a necht B je matice transformace f
v bézi g1,89,...,8,. Pak plati B=P71- A P.
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