
Okruhy a tìlesa

Budeme se zabývat strukturami se dvìma binárními operaemi.

Mìjme tedy mno¾inu R, na ní¾ jsou zadány dvì binární ope-

rae + a � . Takovou strukturu zapisujeme jako trojii (R;+; �).

Pøedpokládejme naví, ¾e tato struktura splòuje následujíí pod-

mínky:

(R;+) je komutativní grupa,

(R; �) je monoid,

platí následujíí distributivní zákony:

pro ka¾dá a; b;  2 R je splnìno

a � (b+ ) = a�b+ a� a (a+ b) �  = a�+ b�:

Pak struktura (R;+; �) se nazývá okruh. Operae +, resp. �

se pak nazývají sèítání, resp. násobení. Neutrální prvek grupy

(R;+) se potom nazývá nulový prvek daného okruhu a ozna-

èuje se symbolem 0. Inverzní prvek k prvku a 2 R v grupì (R;+)

se nazývá opaèný prvek k prvku a a oznaèuje se symbolem�a.

Pro libovolné dva prvky a; b 2 R budeme symbolem a� b ozna-

èovat prvek a+ (�b). Neutrální prvek monoidu (R; �) se nazývá

jednotkový prvek daného okruhu a oznaèuje se symbolem 1.

Pøíklady. Trojie (Z;+; �), (Q ;+; �), (R ;+; �), kde + a � jsou

obvyklé operae sèítání a násobení v rámi èíselnýh mno¾in,

jsou okruhy.

Pro libovolné n 2 N trojie (Z

n

;+; �), kde + a � jsou operae

sèítání a násobení zbytkovýh tøíd podle modulu n, je okruh.

Tvrzení. Buï (R;+; �) okruh. Pak pro libovolná a; b;  2 R

platí

a � 0 = 0 � a = 0;

a � (�b) = (�a) � b = �(a � b);

a � (b� ) = a�b� a� a (a� b) �  = a�� b�:
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Dùkaz. Ponìvad¾ 0 + 0 = 0, dostáváme a � 0 = a � (0 + 0) =

a�0+a�0. Pøiètením prvku�(a�0) k obìma stranám této rovnosti

obdr¾íme 0 = a�0. Obdobnì se zjistí, ¾e 0 = 0�a.

Ponìvad¾ b + (�b) = 0 a a � 0 = 0 podle pøedhozího, do-

stáváme 0 = a � 0 = a � (b + (�b)) = a�b + a�(�b). Pøiètením

prvku �(a�b) k obìma stranám této rovnosti obdr¾íme �(a�b) =

a�(�b). Obdobnì se zjistí, ¾e �(a�b) = (�a)�b.

Nakone a � (b � ) = a � (b + (�)) = a�b + a�(�) = a�b +

(�a�) = a�b � a� podle pøedhozího. Obdobnì se zjistí, ¾e

(a� b) �  = a�� b�.

Buï R = feg jednoprvková mno¾ina, na ní¾ jsou de�novány

binární operae + a � jediným mo¾ným zpùsobem, toti¾ tak, ¾e

e + e = e a e � e = e. Pak (R;+; �) je okruh, který se nazývá

triviální okruh. Platí v nìm 0 = e a 1 = e, tak¾e 0 = 1.

Ve skuteènosti pro libovolný okruh (R;+; �) platí, ¾e (R;+; �) je

triviální okruh právì tehdy, kdy¾ 0 = 1. Skuteènì, je-li 0 = 1,

pak pro libovolný prvek a 2 R platí, ¾e a = a � 1 = a � 0 = 0,

tak¾e R = f0g a (R;+; �) je tedy triviální okruh.

Buï (R;+; �) okruh. Je-li operae � na R komutativní, tedy

je-li (R; �) komutativní monoid, pak (R;+; �) se nazývá komu-

tativní okruh. V¹ehny doposud uvedené pøíklady okruhù byly

komutativní okruhy.

Buï (R;+; �) okruh. Platí-li pro nìjaké dva prvky a; b 2 R, ¾e

a 6= 0, b 6= 0, av¹ak a � b = 0, pak prvky a; b se nazývají dìlitelé

nuly v okruhu (R;+; �). Neobsahuje-li okruh (R;+; �) ¾ádné dì-

litele nuly, znamená to, ¾e mno¾inaR�f0g je uzavøená vzhledem

k operai � . Je-li naví okruh (R;+; �) netriviální, znamená to,

¾e (R�f0g; �) je monoid. Netriviální komutativní okruh (R;+; �)

neobsahujíí ¾ádné dìlitele nuly se nazývá obor integrity.

Pøíklady. V¹ehny vý¹e uvedené èíselné okruhy (Z;+; �),

(Q ;+; �), (R ;+; �) jsou obory integrity.
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Okruh zbytkovýh tøíd (Z

n

;+; �), kde n 2 N , je oborem inte-

grity právì tehdy, kdy¾ n je prvoèíslo.

Tvrzení. Netriviální komutativní okruh (R;+; �) je obor in-

tegrity právì tehdy, kdy¾ splòuje následujíí zákon o kráení:

( 8a 2 R � f0g )( 8b;  2 R )( a � b = a �  =) b =  ):

Dùkaz. Jsou-li a 2 R�f0g a b;  2 R taková, ¾e a �b = a �,

pak 0 = a�b� a� = a � (b� ). Je-li nyní (R;+; �) obor integrity,

neobsahuje ¾ádné dìlitele nuly, tak¾e b�  = 0, a tedy b = .

Je-li naopak (R;+; �) netriviální komutativní okruh, v nìm¾

platí zákon o kráení, pak pro libovolné prvky a; b 2 R takové,

¾e a 6= 0 a a �b = 0 platí a �b = 0 = a �0, tak¾e b = 0. Neobsahuje

tedy okruh (R;+; �) ¾ádné dìlitele nuly, èili jde o obor integrity.

Buï (R;+; �) netriviální okruh. Pak ka¾dý prvek a 2 R, který

je invertibilním prvkem monoidu (R; �), se nazývá jednotka

okruhu (R;+; �) a prvek k nìmu inverzní se znaèí symbolem a

�1

.

Jednou z obenì mnoha jednotek okruhu (R;+; �) je jeho jednot-

kový prvek 1. Podle posledního dùsledku z kapitoly o grupáh

mno¾ina v¹eh jednotek okruhu (R;+; �) je uzavøená vzhledem

k operai � a tvoøí vzhledem k této operai grupu.

Netriviální komutativní okruh (R;+; �), jeho¾ v¹ehny nenu-

lové prvky jsou jednotkami, se nazývá tìleso. Jinak øeèeno, ne-

triviální komutativní okruh (R;+; �) je tìlesem, jestli¾e mno¾ina

R� f0g je uzavøená vzhledem k operai � a pøitom (R� f0g; �)

tvoøí grupu. Je jasné, ¾e ka¾dé tìleso je oborem integrity.

Pøíklady. Okruhy (Q ;+; �), (R ;+; �) a (C ;+; �) v¹eh raio-

nálníh, reálnýh a komplexníh èísel jsou tìlesa.

Pro ka¾dé prvoèíslo p je okruh zbytkovýh tøíd (Z

p

;+; �) tì-

lesem. Plyne to z poslední vìty v kapitole o zbytkovýh tøídáh.

Vìta. Ka¾dý koneèný obor integrity je tìleso.

Dùkaz. Neh» (R;+; �) je koneèný obor integrity. Pak je to
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netriviální komutativní okruh. Vezmìmì libovolný prvek a 2

R�f0g. Pak mno¾ina fa �r j r 2 Rg má tý¾ poèet prvkù jako R,

nebo» v (R;+; �) platí zákon o kráení. Tak¾e R = fa �r j r 2 Rg.

Ponìvad¾ 1 2 R, existuje tedy prvek b 2 R takový, ¾e a � b = 1.

Je tedy ka¾dý prvek a 2 R � f0g jednotkou okruhu (R;+; �),

tak¾e (R;+; �) je tìleso.

Neh» (R;+; �) je okruh s nulovým prvkem 0 a s jednotkovým

prvkem 1 a neh» S � R je podmno¾ina splòujíí následujíí tøi

podmínky:

(8a; b 2 S)(a+ b 2 S & a � b 2 S);

0; 1 2 S;

(8a 2 S)(�a 2 S):

Pak øíkáme, ¾e S je podokruh okruhu (R;+; �). Potom toti¾

mno¾ina S je uzavøená vzhledem k operaím + a � a pøitom

trojie (S;+; �) je opìt okruh.

Je-li (R;+; �) tìleso a je-li S � R podokruh tohoto tìlesa

takový, ¾e je splnìna je¹tì následujíí podmínka:

(8a 2 S � f0g)(a

�1

2 S);

pak øíkáme, ¾e S je podtìleso tìlesa (R;+; �). Potom toti¾ tro-

jie (S;+; �) je sama tìlesem.

Pøíklady. Mno¾ina Z v¹eh elýh èísel je podokruhem tìles

(Q ;+; �), (R ;+; �) i (C ;+; �). Mno¾ina Q v¹eh raionálníh èísel

je podtìlesem tìles (R ;+; �) i (C ;+; �).

Neh» (R;+; �) a (S;#; �) jsou dva okruhy s jednotkovými

prvky 1 a 11 a neh» f : R ! S je zobrazení. Øekneme, ¾e f

je homomor�smus okruhu (R;+; �) do okruhu (S;#; �), jsou-li

splnìny následujíí podmínky:

(8a; b 2 R)(f(a+ b) = f(a)# f(b));
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(8a; b 2 R)(f(a � b) = f(a) � f(b));

f(1) = 11:

Ponìvad¾ pak f je homomor�smemgrupy (R;+) do grupy (S;+),

podle prvního tvrzení v kapitole o homomor�smeh grup potom

platí rovnì¾ podmínky

f(0) = 00 a (8a 2 R)(f(�a) = �f(a));

kde 0, resp. 00 jsou nulové prvky v okruzíh (R;+; �), resp. (S;#; �).

Pøíklady. Pro libovolné n 2 N je zobrazení h : Z ! Z

n

dané pro ka¾dé a 2 Z pøedpisem h(a) = [a℄

n

homomor�smem

okruhu (Z;+; �) do okruhu (Z

n

;+; �).

Zobrazení � : C ! C pøiøazujíí ka¾dému komplexnímu èíslu

z 2 C èíslo �z k nìmu komplexnì sdru¾ené je homomor�smem

okruhu (C ;+; �) do nìj samotného.

Pro skládání okruhovýh homomor�smù platí analogiké tvr-

zení jako pro skládání homomor�smù grup. ®ádáme-li, aby ho-

momor�smus okruhu (R;+; �) do okruhu (S;#; �) byl souèasnì

bijekí mno¾iny R na mno¾inu S, dostáváme pojem izomor�smu

tìhto dvou okruhù a mluvíme o izomorfníh okruzíh. Inverzní

zobrazení k takovému izomor�smu je pak rovnì¾ izomor�smem.

Obdobnou argumentaí jako v kapitole o podgrupáh a homo-

mor�smeh grup lze dokázat rovnì¾ následujíí fakt.

Tvrzení. Neh» (R;+; �) a (S;#; �) jsou okruhy a neh»

f : R ! S je homomor�smus okruhu (R;+; �) do okruhu (S;#; �).

Pak obraz f(R) pøi tomto homomor�smu je podokruh okruhu

(S;#; �).

Poznámka. V takové situai pak trojie (f(R);#; �) sama

je okruhem. Je-li zmínìný homomor�smus f naví prostým zob-

razením mno¾iny R do mno¾iny S, jde o bijeki mno¾iny R na

mno¾inu f(R), a tedy o izomor�smus okruhu (R;+; �) s okruhem

(f(R);#; �), který sám je podokruhem okruhu (S;#; �).
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