Okruhy a télesa

Budeme se zabyvat strukturami se dvéma binarnimi operacemi.
Méjme tedy mnozinu R, na niz jsou zadany dveé binarni ope-
race + a -. Takovou strukturu zapisujeme jako trojici (R, 4+, -).
Predpokladejme navic, ze tato struktura spliuje nasledujici pod-
minky:

(R, +) je komutativni grupa,
(R, -) je monoid,

plati nasledujici distributivni zakony:
pro kazda a,b,c € R je splnéno

a-(b+c)=ab+ac a (a+b) -c=ac+bc

Pak struktura (R, +,:) se nazyvad okruh. Operace +, resp. -
se pak nazyvaji sCitani, resp. nasobeni. Neutralni prvek grupy
(R, +) se potom nazyva nulovy prvek daného okruhu a ozna-
¢uje se symbolem 0. Inverzni prvek k prvkua € R v grupé (R, +)
se nazyva opac¢ny prvek k prvku a a oznacuje se symbolem —a.
Pro libovolné dva prvky a,b € R budeme symbolem a — b ozna-
¢ovat prvek a + (—b). Neutralni prvek monoidu (R, -) se nazyva
jednotkovy prvek daného okruhu a oznacuje se symbolem 1.

Priklady. Trojice (Z,+,-), (Q,+,-), (R, +,-), kde + a - jsou
obvyklé operace sc¢itani a nasobeni v ramci ¢iselnych mnozin,
jsou okruhy.

Pro libovolné n € N trojice (%, +, ), kde + a - jsou operace
s¢itani a nasobeni zbytkovych trid podle modulu n, je okruh.

Tvrzeni. Bud (R, +, ) okruh. Pak pro libovolné a,b,c € R
plati



Dikaz. Ponévadz 0+ 0 =0, dostavame a-0=a-(0+0) =
a-0+a-0. Pri¢tenim prvku —(a-0) k obéma stranam této rovnosti
obdrzime 0 = a-0. Obdobné se zjisti, ze 0 = 0-a.

Ponévadz b+ (—b) = 0 a a - 0 = 0 podle predchoziho, do-
stavame 0 = a -0 = a - (b+ (=b)) = a-b + a-(—b). Prictenim
prvku —(a-b) k obéma stranam této rovnosti obdrzime —(a-b) =
a-(—b). Obdobné se zjisti, ze —(a-b) = (—a)-b.

Nakoneca-(b—c¢) =a-(b+ (—c)) = ab+a(—c) = ab+
(—a-c) = a-b — a-c podle predchoziho. Obdobné se zjisti, ze
(@ —0b)-c=ac—bec.

Bud R = {e} jednoprvkova mnozina, na niz jsou definovany
bindrni operace + a - jedinym moznym zpusobem, totiz tak, ze
e+e=¢e ae-e=ec. Pak (R,+,") je okruh, ktery se nazyva
trividlni okruh. Plati v ném 0 = e a 1 = e, takze 0 = 1.
Ve skutecnosti pro libovolny okruh (R, +, ) plati, ze (R, +, ) je
trividlni okruh préaveé tehdy, kdyz 0 = 1. Skutecné, je-li 0 = 1,
pak pro libovolny prvek a € R plati,ze a =a-1 =a-0 =0,
takze R = {0} a (R, +, ) je tedy trividlni okruh.

Bud (R, +,-) okruh. Je-li operace - na R komutativni, tedy
je-li (R, ) komutativni monoid, pak (R, +,-) se nazyva komu-
tativni okruh. Vsechny doposud uvedené priklady okruhi byly
komutativni okruhy.

Bud (R, +, -) okruh. Plati-li pro né&jaké dva prvky a,b € R, 7e
a=#0,b+#0, avsak a-b = 0, pak prvky a, b se nazyvaji délitelé
nuly v okruhu (R, +,-). Neobsahuje-li okruh (R, +, -) zadné dé-
litele nuly, znamen4 to, Ze mnozina R—{0} je uzaviend vzhledem
k operaci -. Je-li navic okruh (R, +, ) netrividlni, znamena to,
ze (R—{0}, -) je monoid. Netrivialni komutativni okruh (R, +, -)
neobsahujici zddné délitele nuly se nazyva obor integrity.

Priklady. Vsechny vyse uvedené c¢iselné okruhy (Z,+,-),
(Q,+,-), (R,+,-) jsou obory integrity.
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Okruh zbytkovych tfid (Z,,+, ), kde n € N, je oborem inte-
grity prave tehdy, kdyz n je prvocislo.

Tvrzeni. Netrividlni komutativni okruh (R, +, ) je obor in-
tegrity pravé tehdy, kdyz spliiuje nasledujici zakon o kraceni:

(Vae R—{0})(Vb,ce R)(a-b=a-¢c = b=c).

Dikaz. Jsou-lia € R—{0} a b,c € R takova,Zze a-b=a-c,
pak 0 = a-b—a-c=a-(b—c). Je-li nyni (R, +, -) obor integrity,
neobsahuje zadné délitele nuly, takze b — c =0, a tedy b = c.

Je-li naopak (R, +,-) netrividlni komutativni okruh, v némz
plati zakon o kraceni, pak pro libovolné prvky a,b € R takové,
zea#0 aab=0platia-b =0 = a-0, takze b = 0. Neobsahuje
tedy okruh (R, +, -) zddné délitele nuly, ¢ili jde o obor integrity.

Bud (R, +, -) netrividlni okruh. Pak kazdy prvek a € R, ktery
je invertibilnim prvkem monoidu (R, ), se nazyva jednotka
okruhu (R, +, ) a prvek k nému inverzni se znaci symbolem a~!.
Jednou z obecné mnoha jednotek okruhu (R, +, -) je jeho jednot-
kovy prvek 1. Podle posledniho disledku z kapitoly o grupach
mnozina vSech jednotek okruhu (R, +,-) je uzaviena vzhledem

k operaci - a tvori vzhledem k této operaci grupu.

Netrividlni komutativni okruh (R, +, ), jehoz vSechny nenu-
lové prvky jsou jednotkami, se nazyva téleso. Jinak receno, ne-
trividlni komutativni okruh (R, +, -) je télesem, jestlize mnozina
R — {0} je uzaviend vzhledem k operaci - a pfitom (R — {0}, -)
tvori grupu. Je jasné, ze kazdé téleso je oborem integrity.

Priklady. Okruhy (Q,+,-), (R,+,-) a (C,+,+) vSech racio-
nalnich, redlnych a komplexnich cisel jsou télesa.

Pro kazdé prvocislo p je okruh zbytkovych tfid (Z,, +, ) té-
lesem. Plyne to z posledni véty v kapitole o zbytkovych tridach.

Véta. Kazdy konecny obor integrity je téleso.

Dikaz. Necht (R,+,-) je konecny obor integrity. Pak je to
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netrivialni komutativni okruh. Vezmémeé libovolny prvek a €
R—{0}. Pak mnozina {a-r | r € R} ma tyz pocet prvka jako R,
nebot v (R, 4, -) plati zdkon o kraceni. Takze R = {a-r | r € R}.
Ponévadz 1 € R, existuje tedy prvek b € R takovy, ze a - b = 1.
Je tedy kazdy prvek a € R — {0} jednotkou okruhu (R, +, "),
takze (R, +, ) je téleso.

Necht (R, +, -) je okruh s nulovym prvkem 0 a s jednotkovym
prvkem 1 a necht S C R je podmnozina splnujici nasledujici tii
podminky:

(Va,be S)(a+be S & a-be ),
0,1 €585,
(Va € S)(—a € S5).

Pak tikdame, Ze S je podokruh okruhu (R, +,-). Potom totiz
mnozina S je uzaviend vzhledem k operacim + a - a pritom
trojice (S, +, ) je opét okruh.

Je-li (R,+,-) téleso a je-li S C R podokruh tohoto télesa
takovy, ze je splnéna jesté nasledujici podminka:

(Vae S —{0})(at€S9),

pak fikame, ze S je podtéleso télesa (R, +, ). Potom totiz tro-
jice (S, +,-) je sama télesem.

Priklady. Mnozina Z vsech celych ¢isel je podokruhem téles
(Q,+,), (R,+,-) i (C,+,-). Mnozina Q vSech racionalnich ¢isel
je podtélesem téles (R, +,-) i (C, +,-).

Necht (R,+,:) a (S,#,*) jsou dva okruhy s jednotkovymi
prvky 1 a 1 a necht f : R — S je zobrazeni. Rekneme, ze f
je homomorfismus okruhu (R, +, ) do okruhu (S, #, ), jsou-li
splnény néasledujici podminky:

(Va,b € R)(f(a+b) = f(a)# [(b)),
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(Va,b € R)(f(a-b) = f(a) * f(b)),
f(1) =1.
Ponévadz pak f je homomorfismem grupy (R, 4) do grupy (.S, +),

podle prvniho tvrzeni v kapitole o homomorfismech grup potom
plati rovnéz podminky

f0)=0 a (VaeR)(f(-a)=—f(a)),
kde 0, resp. @ jsou nulové prvky v okruzich (R, +, ), resp. (.S, #, *).

Priklady. Pro libovolné n € N je zobrazeni h : Z — Z,
dané pro kazdé a € Z predpisem h(a) = [a], homomorfismem
okruhu (Z, +, -) do okruhu (Z,, +, ).

Zobrazeni ~: C — C prirazujici kazdému komplexnimu ¢islu
z € C cislo z k nému komplexné sdruzené je homomorfismem
okruhu (C, +, ) do néj samotného.

Pro sklddani okruhovych homomorfismu plati analogické tvr-
zeni jako pro sklddani homomorfismé grup. Zadame-li, aby ho-
momorfismus okruhu (R, +,-) do okruhu (S, #, *) byl soucasné
bijekci mnoziny R na mnozinu .S, dostavame pojem izomorfismu
téchto dvou okruhti a mluvime o izomorfnich okruzich. Inverzni
zobrazeni k takovému izomorfismu je pak rovnéz izomorfismem.
Obdobnou argumentaci jako v kapitole o podgrupach a homo-
morfismech grup lze dokazat rovnéz nasledujici fakt.

Tvrzeni. Necht (R,+,:) a (S, #,*) jsou okruhy a necht
f: R — S je homomorfismus okruhu (R, +, -) do okruhu (S, #, *).
Pak obraz f(R) pii tomto homomorfismu je podokruh okruhu
(S, #,%).

Poznamka. V takové situaci pak trojice (f(R), #, *) sama,
je okruhem. Je-li zminény homomorfismus f navic prostym zob-
razenim mnoziny R do mnoziny S, jde o bijekci mnoziny R na
mnozinu f(R), a tedy o izomorfismus okruhu (R, +, -) s okruhem
(f(R), #, %), ktery sdm je podokruhem okruhu (S, #, ).
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