Okruhy polynomii

Polynomy napriklad s realnymi koeficienty si predstavujeme jako
vyrazy tvaru

-1
apx” + 1"+ -+ a1z + ag,

kde n € NU {0} a ag,aq,...,a,-1,a, € R. Je oviem mozné
si dale predstavovat, ze takovy polynom ma rovnéz koeficienty

ntl gnt2 . a ze vSechny tyto dalsi

Gpt1, Gpi2, - - U MoOcCNin x
koeficienty jsou rovny nule. MiZzeme tedy tento polynom vni-
mat jako smérem doleva nekonecny vyraz, v némz je ale jen
kone¢ny pocet nenulovych koficientti. Ponévadz uvedeny poly-
nom je plné urcen tim, jaké ma koeficienty, mizeme misto néj
uvazovat primo jen posloupnost jeho koeficientt, tedy posloup-
nost

(ao, A1y .-y Qp—1,0Qp, Ap+1, Ap+92, - - )

Tuto predstavu mtzeme dale zobecnit tak, ze misto realnych
¢isel budeme brat koeficienty z néjakého obecného pevné daného
okruhu (R, +,-). To nas vede k nésledujici definici toho, co je
polynom.

Bud (R,+,-) okruh. Polynom nad okruhem (R, +,-) je
libovolna nekonec¢na posloupnost

=0 fu, far ),

kde fo, f1, fo,... jsou prvky z R, takova, ze pro vsechny in-
dexy k € {0,1,2,...} s vyjimkou jenom kone¢né mnoha indext
plati fr = 0. Pak prvky fo, f1, fo... se nazyvaji koeficienty
polynomu f. Mnozinu vSech polynomt nad okruhem (R, +,-)
oznacujeme symbolem R[z].

Vratime-li se jesté jednou k pocatecni predstavé polynomi ja-
kozto vyrazl a vzpomeneme-li si, jakym zptisobem, jde-li o po-
lynomy s redlnymi koeficienty, se tyto vyrazy secitaji a nasobi,
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pak primocarym zobecnénim pfislusnych vzorci na pripad po-
lynomi s koeficienty z obecného okruhu (R, +, ) dostavame na-
sledujici definici secitéani a ndsobeni v rdmci mnoziny R[z] vSech
polynomt nad (R, +,-). Tyto operace, aniz by hrozilo nebezpeci
zameény, budeme rovnéz znacit symboly +, - .

Bud (R, +,-) libovolny okruh. Pak pro kterékoliv dva poly-

nomy f = (fo, f1, fo,---) a g = (90, 91, 92, - - - ) z R[x] definujeme
soucet f 4 g téchto polynomu jakozto polynom

f+a=(fo+9g0, fi+ag,fat+g2...),

takze pro kazdy index k € {0,1,2,...} plati (f + 9)r = fx + 9&,
a dale definujeme soucin f-g téchto polynomu jakozto polynom

fg - (h():hlah?a"')a

kde ho = fo-90, b1 = forg1+ f1-90, h2 = fo-g2+ f1-91+ f2-90, - .-,
takze pro kazdy index k € {0,1,2,...} plati

(f9)k =hr = forgr+ frrge-1+ -+ fe—1-91 + fr-90,

éili pro kazdé k € {0,1,2,... }je (f-9)r = S0y fi-gk—i- Je jasné,
ze pak obé posloupnosti f+¢ 1 f-g maji zase jen konecny pocet
nenulovych prvki, ¢ili jde opét o polynomy z R[z].

Tvrzeni. Bud (R,+,-) okruh. Potom také (R[z],+,-) je
okruh. Je-li Je-li pfitom okruh (R, +,-) komutativni, pak také
okruh (R[z],+, ) je komutativni.

Dukaz. Ovéreni vSech vlastnosti okruhu, pripadné komuta-
tivniho okruhu pro (R[z], 4, -) je rutinni zalezitosti.

Je-li (R,+, ) okruh, pak okruh (R[z],+,-) se nazyva okruh
polynomii nad okruhem (R, +,-).

Polynomy tvaru (a,0,0,...,0,...), kde a € R, se nazyvaji
konstantni polynomy okruhu (R[z], +, ). Pfitom vyznacnou
tlohu mezi nimi hraji nulovy polynom (0,0,0,...,0,...),
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ktery je nulovym prvkem okruhu (R[z],+,-), a déle polynom
(1,0,0,...,0,...), ktery je jednotkovym prvkem tohoto okruhu.

Tvrzeni. Bud (R, +,-) okruh. Pak zobrazeni [ : R — R[z]
dané pro kazdé a € R predpisem

C(a) = (a,0,0,...,0,...)

je prosty homomorfismus okruhu (R, +, -) do okruhu (R[z], +, -).
Diikaz plyne ihned z definice operaci v okruhu (R[z], +, -).

Z, uvedeného tvrzeni podle poznatkii z predchozi kapitoly
dale plyne, ze mnozina vSech konstantnich polynomt okruhu
(R[z],+, ) tvori v tomto okruhu podokruh, ktery jakozto okruh
je izomorfni okruhu (R, +, ). Z tohoto divodu ¢asto ptimo zto-

toznujeme prvek a € R a jemu prislusny konstantni polynom
(a,0,0,...,0,...), takze piseme a = (a,0,0,...,0,...).

Bud f = (fo, f1, f2,...) nenulovy polynom nad okruhem
(R,+,-). Pak nejvétsi ¢islo n € N U {0} takové, ze f, # 0,
se nazyva stupen polynomu f a oznacCuje se symbolem st(f).
Prvek f, sam se pak nazyva vedouci koeficient polynomu f.
Zminéné cislo n vzdy existuje, nebot polynom f ma podle de-
finice pouze konec¢ny pocet nenulovych koeficienti. Navic pro nu-
lovy polynom (0,0,0,...,0,...) klademe jeho stupen rovny —oco,
pricemz —oo < m pro vSechna m € 7Z a dale k + /¢ = —
kdykoliv k, ¢ € Z U {—o0} jsou takova, ze alespon jedno z nich
je rovno —oo.

Chapeme-li symbol x jako znacku pro polynom stupné 1 tvaru
(0,1,0,0,...,0,...), pak zjistujeme nasledujici skutecnost.

Tvrzeni. Bud (R, +,-) okruh. Pak pro kazdé n € NU {0} a

kazdy polynom f = (fo, f1,.--, fu-1, fn,0,0,...,0,...) stupné n
z R|z] plati rovnost

f = fnxn + fn—l'xn_l + e+ fl'x + fO:
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kde koeficienty fo, f1,..., fn_1, fn chapeme jako konstantni po-
lynomy v R|[z] a operace +, - jsou operacemi okruhu (R[z],+, ).
Dikaz. Staci si jenom uvédomit, ze je-li x polynom shora
uvedeného tvaru, pak pro kazdé k € N je z¥ polynom stupné k
tvaru (0,0,...,0,1,0,0,...), kde 1 lezi na pozici s indexem k.

Vzhledem ke skuteCnosti obsazené v tomto tvrzeni budeme
nadale polynom f = (fo, f1,. .-, fu-1, fn,0,0,...,0,...) zapiso-
vat zpravidla ve tvaru f = fo2" + fr_12" ' 4+ - + fiz + fo,
tedy nikoliv jako posloupnost, ale jako ji odpovidajici vyraz ve
smyslu uvedeném na zacatku této kapitoly.

Tvrzeni. Bud (R,+,-) okruh. Pak pro libovolné dva poly-
nomy f,g z R[z] plati

st(f + g) < max{st(f),st(g)} a st(f-g) <st(f)+st(g).

Je-li navic (R, +, ) obor integrity, pak ve druhé nerovnosti plati
vzdy rovnost.

Dukaz. Uvedené nerovnosti ihned plynou z definic operaci
v okruhu (R[z],+, ). Je-li néktery z polynomu f, g nulovy, pak
soucin f-g je nulovy polynom a ve druhé nerovnosti plati rovnost
podle vyse uvedenych pravidel pocitani se symbolem —oo. Je-li
(R, +,-) obor integrity a jsou-li f = f,2™ + fp_1z™ 1+ -+ +
fiz + fo, resp. g = gux" + gp_12" 1 + -+ + g1z + go nenulové
polynomy stupnd m, resp. n, takze f,, # 0 # g,, pak soucin
f-g je polynom stupné m + n, ponévadz jeho posledni nenulovy
koeficient je u mocniny z™*" a je roven f,, g, # 0. Takze ve
druhé nerovnosti plati zase rovnost.

Disledek. Je-li (R, +,-) obor integrity, pak také (R[z],+, -)
je obor integrity.

Disledek. Je-li (R, +,-) obor integrity, potom jednotkami
okruhu (R[z], +, -) jsou pravé ty konstantni polynomy, které od-
povidaji jednotkdm okruhu (R, +, ).

4



