
Okruhy polynomù

Polynomy napøíklad s reálnými koe�
ienty si pøedstavujeme jako

výrazy tvaru
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2 R . Je ov¹em mo¾né

si dále pøedstavovat, ¾e takový polynom má rovnì¾ koe�
ienty
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nin x
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; : : : a ¾e v¹e
hny tyto dal¹í

koe�
ienty jsou rovny nule. Mù¾eme tedy tento polynom vní-

mat jako smìrem doleva nekoneèný výraz, v nìm¾ je ale jen

koneèný poèet nenulový
h ko�
ientù. Ponìvad¾ uvedený poly-

nom je plnì urèen tím, jaké má koe�
ienty, mù¾eme místo nìj

uva¾ovat pøímo jen posloupnost jeho koe�
ientù, tedy posloup-

nost
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Tuto pøedstavu mù¾eme dále zobe
nit tak, ¾e místo reálný
h

èísel budeme brát koe�
ienty z nìjakého obe
ného pevnì daného

okruhu (R;+; �). To nás vede k následují
í de�ni
i toho, 
o je

polynom.

Buï (R;+; �) okruh. Polynom nad okruhem (R;+; �) je

libovolná nekoneèná posloupnost
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; : : : jsou prvky z R, taková, ¾e pro v¹e
hny in-

dexy k 2 f0; 1; 2; : : :g s výjimkou jenom koneènì mnoha indexù

platí f

k

= 0. Pak prvky f

0

; f

1

; f

2

: : : se nazývají koe�
ienty

polynomu f . Mno¾inu v¹e
h polynomù nad okruhem (R;+; �)

oznaèujeme symbolem R[x℄.

Vrátíme-li se je¹tì jednou k poèáteèní pøedstavì polynomù ja-

ko¾to výrazù a vzpomeneme-li si, jakým zpùsobem, jde-li o po-

lynomy s reálnými koe�
ienty, se tyto výrazy seèítají a násobí,
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pak pøímoèarým zobe
nìním pøíslu¹ný
h vzor
ù na pøípad po-

lynomù s koe�
ienty z obe
ného okruhu (R;+; �) dostáváme ná-

sledují
í de�ni
i seèítání a násobení v rám
i mno¾iny R[x℄ v¹e
h

polynomù nad (R;+; �). Tyto opera
e, ani¾ by hrozilo nebezpeèí

zámìny, budeme rovnì¾ znaèit symboly +; � .

Buï (R;+; �) libovolný okruh. Pak pro kterékoliv dva poly-

nomy f = (f
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; : : : ) a g = (g
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; : : : ) z R[x℄ de�nujeme

souèet f + g tì
hto polynomù jako¾to polynom
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tak¾e pro ka¾dý index k 2 f0; 1; 2; : : :g platí (f + g)
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a dále de�nujeme souèin f �g tì
hto polynomù jako¾to polynom

f �g = (h

0

; h

1

; h

2

; : : : );

kde h

0

= f

0

�g

0

, h

1

= f

0

�g

1

+f

1

�g

0

, h

2

= f

0

�g

2

+f

1

�g

1

+f

2

�g

0

, . . . ,

tak¾e pro ka¾dý index k 2 f0; 1; 2; : : :g platí

(f �g)
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èili pro ka¾dé k 2 f0; 1; 2; : : :g je (f �g)

k

=

P

k

i=0

f

i

�g

k�i

. Je jasné,

¾e pak obì posloupnosti f+g i f �g mají zase jen koneèný poèet

nenulový
h prvkù, èili jde opìt o polynomy z R[x℄.

Tvrzení. Buï (R;+; �) okruh. Potom také (R[x℄;+; �) je

okruh. Je-li Je-li pøitom okruh (R;+; �) komutativní, pak také

okruh (R[x℄;+; �) je komutativní.

Dùkaz. Ovìøení v¹e
h vlastností okruhu, pøípadnì komuta-

tivního okruhu pro (R[x℄;+; �) je rutinní zále¾itostí.

Je-li (R;+; �) okruh, pak okruh (R[x℄;+; �) se nazývá okruh

polynomù nad okruhem (R;+; �).

Polynomy tvaru (a; 0; 0; : : : ; 0; : : : ), kde a 2 R, se nazývají

konstantní polynomy okruhu (R[x℄;+; �). Pøitom význaènou

úlohu mezi nimi hrají nulový polynom (0; 0; 0; : : : ; 0; : : : ),
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který je nulovým prvkem okruhu (R[x℄;+; �), a dále polynom

(1; 0; 0; : : : ; 0; : : : ), který je jednotkovým prvkem tohoto okruhu.

Tvrzení. Buï (R;+; �) okruh. Pak zobrazení { : R ! R[x℄

dané pro ka¾dé a 2 R pøedpisem

{(a) = (a; 0; 0; : : : ; 0; : : : )

je prostý homomor�smus okruhu (R;+; �) do okruhu (R[x℄;+; �).

Dùkaz plyne ihned z de�ni
e opera
í v okruhu (R[x℄;+; �).

Z uvedeného tvrzení podle poznatkù z pøed
hozí kapitoly

dále plyne, ¾e mno¾ina v¹e
h konstantní
h polynomù okruhu

(R[x℄;+; �) tvoøí v tomto okruhu podokruh, který jako¾to okruh

je izomorfní okruhu (R;+; �). Z tohoto dùvodu èasto pøímo zto-

to¾nujeme prvek a 2 R a jemu pøíslu¹ný konstantní polynom

(a; 0; 0; : : : ; 0; : : : ), tak¾e pí¹eme a = (a; 0; 0; : : : ; 0; : : : ).

Buï f = (f

0

; f

1

; f

2

; : : : ) nenulový polynom nad okruhem

(R;+; �). Pak nejvìt¹í èíslo n 2 N [ f0g takové, ¾e f

n

6= 0,

se nazývá stupeò polynomu f a oznaèuje se symbolem st(f).

Prvek f

n

sám se pak nazývá vedou
í koe�
ient polynomu f .

Zmínìné èíslo n v¾dy existuje, nebo» polynom f má podle de-

�ni
e pouze koneèný poèet nenulový
h koe�
ientù. Naví
 pro nu-

lový polynom (0; 0; 0; : : : ; 0; : : : ) klademe jeho stupeò rovný�1,

pøièem¾ �1 < m pro v¹e
hna m 2 Z a dále k + ` = �1

kdykoliv k; ` 2 Z [ f�1g jsou taková, ¾e alespoò jedno z ni
h

je rovno �1.

Chápeme-li symbol x jako znaèku pro polynom stupnì 1 tvaru

(0; 1; 0; 0; : : : ; 0; : : : ), pak zji¹»ujeme následují
í skuteènost.

Tvrzení. Buï (R;+; �) okruh. Pak pro ka¾dé n 2 N [ f0g a

ka¾dý polynom f = (f
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; f
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; : : : ; f

n�1

; f
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; 0; 0; : : : ; 0; : : : ) stupnì n

z R[x℄ platí rovnost
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kde koe�
ienty f

0

; f
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; : : : ; f

n�1

; f
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hápeme jako konstantní po-

lynomy v R[x℄ a opera
e +; � jsou opera
emi okruhu (R[x℄;+; �).

Dùkaz. Staèí si jenom uvìdomit, ¾e je-li x polynom shora

uvedeného tvaru, pak pro ka¾dé k 2 N je x

k

polynom stupnì k

tvaru (0; 0; : : : ; 0; 1; 0; 0; : : : ), kde 1 le¾í na pozi
i s indexem k.

Vzhledem ke skuteènosti obsa¾ené v tomto tvrzení budeme

nadále polynom f = (f
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; 0; 0; : : : ; 0; : : : ) zapiso-

vat zpravidla ve tvaru f = f
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,

tedy nikoliv jako posloupnost, ale jako jí odpovídají
í výraz ve

smyslu uvedeném na zaèátku této kapitoly.

Tvrzení. Buï (R;+; �) okruh. Pak pro libovolné dva poly-

nomy f; g z R[x℄ platí

st(f + g) � maxfst(f); st(g)g a st(f �g) � st(f) + st(g):

Je-li naví
 (R;+; �) obor integrity, pak ve druhé nerovnosti platí

v¾dy rovnost.

Dùkaz. Uvedené nerovnosti ihned plynou z de�ni
 opera
í

v okruhu (R[x℄;+; �). Je-li nìkterý z polynomù f; g nulový, pak

souèin f �g je nulový polynom a ve druhé nerovnosti platí rovnost

podle vý¹e uvedený
h pravidel poèítání se symbolem �1. Je-li

(R;+; �) obor integrity a jsou-li f = f

m
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, resp. g = g

n

x
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nenulové

polynomy stupòù m, resp. n, tak¾e f

m

6= 0 6= g

n

, pak souèin

f �g je polynom stupnì m+ n, ponìvad¾ jeho poslední nenulový

koe�
ient je u mo
niny x

m+n

a je roven f

m

g

n

6= 0. Tak¾e ve

druhé nerovnosti platí zase rovnost.

Dùsledek. Je-li (R;+; �) obor integrity, pak také (R[x℄;+; �)

je obor integrity.

Dùsledek. Je-li (R;+; �) obor integrity, potom jednotkami

okruhu (R[x℄;+; �) jsou právì ty konstantní polynomy, které od-

povídají jednotkám okruhu (R;+; �).
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