
Regulární mati
e

Vìnujeme dále pozornost zejména ètver
ovým mati
ím.

Vìta. Pro ka¾dou ètver
ovou mati
i A = (a

ij

) øádu n nad

tìlesem (T;+; �) jsou následují
í podmínky ekvivalentní:

(i) Øádky mati
e A jsou lineárnì nezávislé.

(ii) Sloup
e mati
e A jsou lineárnì nezávislé.

(iii) Hodnost mati
e A je rovna n.

(iv) Determinant jAj je nenulový.

Dùkaz. Ekvivalen
e první
h tøí podmínek plyne z de�ni
e

øádkové a sloup
ové hodnosti mati
eA a z poznatku odvozeného

v pøed
hozí kapitole, ¾e jde o stejná èísla, tedy o hodnost ma-

ti
e A. Zbývá dokázat ekvivalen
i tì
hto tøí podmínek s poslední

podmínkou.

Ne
h» tedy hodnost mati
e A je rovna n, tak¾e øádky mati
e

A jsou lineárnì nezávislé. Elementárními øádkovými úpravami,

tak jak bylo popsáno v prvním odstav
i dùkazu posledního tvr-

zení v minulé kapitole, se mati
e A pøevede na s
hodovitý tvar.

Pøitom se pou¾ijí pouze øádkové úpravy typu (ii) a pøehazo-

vání øádkù. Na hodnosti mati
e ani na lineární nezávislosti je-

jí
h øádkù se tím ni
 nezmìní. Z pøíslu¹ný
h tvrzení v kapitole

o determinante
h naví
 plyne, ¾e hodnota determinantu mù¾e

tìmito úpravami nanejvý¹ zmìnit znaménko. Ponìvad¾ øádky

mati
e ve s
hodovitém tvaru jsou lineárnì nezávislé, není mezi

nimi vespod mati
e ¾ádný nulový øádek, 
o¾ nutnì znamená,

¾e v¹e
hny hlavní prvky le¾í na hlavní diagonále a ¾e ji vyplní


elou. Ponìvad¾ jde o mati
i v horním trojúhelníkovém tvaru,

je podle jiného tvrzení z kapitoly o determinante
h její deter-

minant roven souèinu prvkù le¾í
í
h na hlavní diagonále. Jedná

se tedy o souèin hlavní
h prvkù, a ten je nenulový. Tak¾e také

determinant jAj je nenulový.



Ne
h» naopak øádky mati
e A jsou lineárnì závislé. Je-li A

nulová mati
e, je její determinant roven nule. V opaèném pøí-

padì je n > 1 a podle prvního tvrzení z pøedminulé kapitoly je

nìkterý øádek mati
e A lineární kombina
í ostatní
h øádkù této

mati
e. To ale znamená, ¾e nìkolika elementárními øádkovými

úpravami typu (ii) lze dotyèný øádek uèinit nulovým øádkem.

Podle pøíslu¹ného tvrzení z kapitoly o determinante
h se tím

hodnota determinantu mati
e nezmìní. Podle jiného tvrzení ze

zmínìné kapitoly je hodnota determinantu mati
e s nulovým

øádkem rovna nule. Tak¾e i determinant jAj je roven nule.

Ètver
ová mati
e A = (a

ij

) øádu n nad tìlesem (T;+; �),

která splòuje ekvivalentní podmínky z pøed
hozí vìty, se nazývá

regulární mati
e. Nesplòuje-li taková ètver
ová mati
e A pod-

mínky z pøed
hozí vìty, øíkáme, ¾e je to singulární mati
e.

Buï (T;+; �) tìleso a buï m pøirozené èíslo.

Pro ka¾dý index i 2 f1; : : : ;mg a pro ka¾dý prvek r 2 T ,

r 6= 0, oznaème

E

i

(r) | ètver
ovou mati
i øádu m, která se li¹í od

jednotkové mati
e E

m

pouze tím, ¾e na

hlavní diagonále v i-tém øádku a v i-tém

sloup
i má prvek r.

Dále pro ka¾dé dva indexy i; j 2 f1; : : : ;mg, i 6= j a pro

ka¾dý prvek r 2 T oznaème

E

ij

(r) | ètver
ovou mati
i øádu m, která se li¹í

od jednotkové mati
e E

m

pouze tím, ¾e

na pozi
i mimo hlavní diagonálu v i-tém

øádku a v j-tém sloup
i má prvek r.

Uvedené mati
e E

i

(r) a E

ij

(r) se nazývají elementární ma-

ti
e øádu m. Je jasné, ¾e tyto mati
e jsou regulární, nebo»

jE

i

(r)j = r 6= 0 a jE

ij

(r)j = 1.



Buï dále A = (a

ij

) mati
e typu m=n nad tìlesem (T;+; �).

Z de�ni
e násobení mati
 a z popisu elementární
h øádkový
h

úprav z minulé kapitoly je evidentní, ¾e provedení elementární

øádkové úpravy typu (i) s mati
í A pro zvolená i 2 f1; : : : ;mg a

r 2 T , r 6= 0 dá tentý¾ výsledek jako vynásobení mati
e A zleva

elementární mati
í E

i

(r). Podobnì provedení elementární øád-

kové úpravy typu (ii) s mati
í A pro zvolená i; j 2 f1; : : : ;mg,

i 6= j a r 2 T dá tý¾ výsledek jako vynásobení mati
e A zleva

elementární mati
í E

ij

(r). Obdobná tvrzení platí i pro elemen-

tární sloup
ové úpravy, pou¾ívají-li se elementární mati
e øádu n

a násobí-li se jimi mati
e A zprava (indexy i; j mati
e E

ij

(r) se

ale prohodí).

Tvrzení. Pro libovolnou ètver
ovou mati
i A = (a

ij

) øádu n

nad tìlesem (T;+; �) jsou následují
í podmínky ekvivalentní:

(i) Mati
e A je regulární.

(ii) Mati
e A je øádkovì ekvivalentní jednotkové mati
i E

n

.

(iii) Mati
e A je souèinem nìkolika elementární
h mati
 øádu n.

Dùkaz. Je-li mati
e A regulární, lze ji podle posledního tvr-

zení z minulé kapitoly pøevést elementárními øádkovými úpra-

vami na Gauss-Jordanùv tvar. Výsledná mati
e v tomto tvaru je

pøitom stále regulární, tak¾e její hlavní prvky, je¾ jsou rovny 1,

vyplní hlavní diagonálu a v¹e
hny ostatní prvky mimo diago-

nálu jsou rovny 0. Tak ov¹em vzniká jednotková mati
e E

n

, èili

mati
e A je øádkovì ekvivalentní této jednotkové mati
i E

n

.

Je-li mati
e A je øádkovì ekvivalentní jednotkové mati
i E

n

,

tedy platí-li A � E

n

, pak ponìvad¾ je tato rela
e symetri
ká

podle poznámek z úvodu minulé kapitoly, platí rovnì¾ E

n

� A.

Lze tedy rovnì¾ koneènou posloupností elementární
h øádkový
h

úprav pøevést jednotkovou mati
i E

n

na mati
i A. Ponìvad¾

ka¾dou elementární øádkovou úpravu lze realizovat vynásobením

nìkterou elementární mati
í øádu n zleva, je mati
e A souèinem

koneèné posloupnosti takový
h elementární
h mati
.



Je-li koneènì mati
e A souèinem elementární
h mati
, pak je

tato mati
e souèinem regulární
h mati
, nebo» elementární ma-

ti
e jsou regulární. Vidìli jsme toti¾, ¾e determinanty elemen-

tární
h mati
 jsou nenulové. Podle Cau
hyovy vìty pak také

jakýkoliv souèin takový
h mati
 má nenulový determinant a je

tedy regulární mati
í. Tak¾e i mati
e A je regulární.

Dùsledek. Dvì mati
eA a B typum=n nad tìlesem (T;+; �)

jsou øádkovì ekvivalentní, tedy splòují A � B, právì tehdy,

kdy¾ existuje regulární ètver
ová mati
e C øádu m nad tìlesem

(T;+; �) taková, ¾e B = C � A.

Dùkaz plyne bezprostøednì z ekvivalen
e první a poslední

podmínky v pøed
hozím tvrzení.

V kapitole o mati
í
h jsme vidìli, ¾e mno¾ina Mat

nn

(T ) v¹e
h

ètver
ový
h mati
 øádu n nad tìlesem (T;+; �) tvoøí vzhledem

k opera
i � násobení mati
 monoid (Mat

nn

(T ); �). Neutrálním

prvkem tohoto monoidu je jednotková mati
e E

n

. Zajímají nás

nyní invertibilní prvky tohoto monoidu, tj. invertibilní ètver
ové

mati
e øádu n nad tìlesem (T;+; �). Ètver
ová mati
e A øádu n

je invertibilní, existuje-li k ní ètver
ová mati
e B øádu n taková,

¾e platí A � B = E

n

= B � A. Pak mati
e B se nazývá inverzní

mati
e k mati
i A. Z kapitoly o monoide
h víme, ¾e inverzní

mati
e k mati
i A, pokud existuje, je jediná, a znaèíme ji A

�1

.

Vìta. Ètver
ová mati
e A øádu n nad tìlesem (T;+; �) je

invertibilní právì tehdy, kdy¾ je regulární.

Dùkaz. Je-li daná ètver
ová mati
e A øádu n invertibilní,

existuje ètver
ová mati
e B øádu n taková, ¾e A �B = E

n

. Podle

Cay
hyovy vìty odtud plyne, ¾e jAj � jBj = jA�Bj = jE

n

j = 1,

tak¾e jAj 6= 0 a mati
e A je tedy regulární.



Je-li naopak ètver
ová mati
e A øádu n regulární, je podle

pøed
hozího tvrzení øádkovì ekvivalentní jednotkové mati
i E

n

,

tak¾e podle posledního dùsledku existuje regulární ètver
ová

mati
e C øádu n taková, ¾e C � A = E

n

. Transponovaná mati
e

A

>

je pak ov¹em podle de�ni
e také regulární, tak¾e ze stejný
h

dùvodù existuje regulární ètver
ová mati
e D øádu n taková, ¾e

D � A

>

= E

n

. Odtud transponováním plyne, ¾e A � D

>

= E

n

.

Pøitom C = C �E

n

= C �A �D

>

= E

n

�D

>

= D

>

, tak¾e 
elkem

C = D

>

je inverzní mati
e k mati
i A.

Pøipomeòme z kapitoly o monoide
h a grupá
h, ¾e pro libo-

volné dvì regulární ètver
ové mati
e A a B øádu n platí

(A

�1

)

�1

= A a (A � B)

�1

= B

�1

�A

�1

:

Je také u¾iteèné poznamenat, ¾e jakmile o ètver
ový
h mati
í
h

A a B øádu n víme, ¾e platí jedna z rovností

A � B = E

n

nebo B �A = E

n

;

pak odtud vyplyne, ¾e tyto rovnosti jsou splnìny obì a ¾e tudí¾

obì mati
e A;B jsou invertibilní a pøitom jedna ke druhé na-

vzájem inverzní. Skuteènì platí-li napøíklad rovnost A �B = E

n

,

pak stejnì jako v pøed
hozím dùkaze zjistíme, ¾e obì mati
eA;B

jsou regulární a existují k nim tudí¾ inverzní mati
e A

�1

a B

�1

.

Dále odtud dostávámeB = E

n

�B = A

�1

�A�B = A

�1

�E

n

= A

�1

,

èili B = A

�1

a platí tudí¾ i rovnost B � A = E

n

.

Z kapitoly o monoide
h a grupá
h té¾ pøipomeòme, ¾e mno-

¾ina regulární
h ètver
ový
h mati
 øádu n nad tìlesem (T;+; �),

tedy mno¾ina v¹e
h invertibilní
hmati
 v monoidu (Mat

nn

(T ); �)

je uzavøená vzhledem k násobení mati
 a ¾e takto sama tvoøí

grupu. Tuto mno¾inu v¹e
h regulární
h ètver
ový
h mati
 øádu n

nad tìlesem (T;+; �) bývá zvykem oznaèovat symbolem GL

n

(T )

a mluví se v této souvislosti o obe
né lineární grupì stupnì n

nad (T;+; �).



Z Cau
hyovy vìty dále napøíklad plyne, ¾e mno¾ina v¹e
h

ètver
ový
h mati
 øádu n nad tìlesem (T;+; �), jeji
h¾ deter-

minant je roven 1, tvoøí podgrupu v GL

n

(T ). Tuto podgrupu

bývá obvyklé oznaèovat symbolem SL

n

(T ) a mluví se o ní jako

o spe
iální lineární grupì stupnì n nad (T;+; �).

Závìrem kapitoly se vìnujeme metodám výpoètu inverzní
h

mati
. Mìjme tedy regulární ètver
ovou mati
i A = (a

ij

) øádu n

nad tìlesem (T;+; �). Vidìli jsme, ¾e pak A � E

n

, 
o¾ znamená,

¾e provedením nìkolika elementární
h øádkový
h úprav lze z ma-

ti
e A dostat jednotkovou mati
i E

n

. Ne
h» F

1

; F

2

; : : : ; F

k

jsou

elementární mati
e øádu n odpovídají
í postupnì tìmto øádko-

vým úpravám. Pak provedení zmínìné posloupnosti øádkový
h

úprav s mati
í A znamená vynásobení mati
e A postupnì ma-

ti
emi F

1

; F

2

; : : : ; F

k

zleva, èím¾ vzniká souèin mati


F

k

� � � � � F

2

� F

1

� A = E

n

:

Vezmìme tedy mati
i C = F

k

� � � � � F

2

� F

1

. Pak ov¹em máme

C �A = E

n

a podle toho, 
o bylo øeèeno vý¹e, je tedy C inverzní

mati
í k mati
i A. Provedeme-li dále tuté¾ posloupnost elemen-

tární
h øádkový
h úprav jako vý¹e také s mati
í E

n

, dostaneme

tím z tý
h¾ dùvodù mati
i C � E

n

= C, tedy samotnou inverzní

mati
i k mati
i A. My¹lenka, o kterou se nyní opírá metoda

výpoètu inverzní mati
e k dané ètver
ové mati
i A øádu n, spo-

èívá v provádìní tý
h¾ elementární
h øádkový
h úprav s obìma

mati
emi A i E

n

souèasnì. Pøitom volíme tyto úpravy tak, aby

pøevedly mati
i A do Gauss-Jordanova tvaru. Je-li mati
e A

regulární, vznikne tak jednotková mati
e E

n

, tak¾e takto po nì-

kolika kro
í
h obdr¾íme øádkovì ekvivalentní mati
e

(A jE

n

) � � � � � (E

n

jC) ;

kde C = A

�1

. Není-li mati
e A regulární, vyjde nám v jejím

Gauss-Jordanovì tvaru alespoò jeden nulový øádek.



Jinou mo¾nost, jak poèítat inverzní mati
i, poskytuje násle-

dují
í výsledek. Mìjme regulární ètver
ovou mati
i A = (a

ij

)

øádu n > 1 nad tìlesem (T;+; �). Pøipomeòme, ¾e v kapitole

o determinante
h jsme pro ka¾dá i; j 2 f1; 2; : : : ; ng de�novali

algebrai
ký doplnìk

b

A

ij

prvku a

ij

v mati
i A. Vezmìme ètver-


ovou mati
i

b

A = (

b

A

ij

) øádu n slo¾enou z tì
hto algebrai
ký
h

doplòkù a k ní transponovanou mati
i A

�

=

b

A

>

. Tato mati
e A

�

se nazývá adjungovaná mati
e k mati
i A. Nyní mù¾eme for-

mulovat následují
í fakt:

Vìta. Buï A = (a

ij

) regulární ètver
ová mati
e øádu n > 1

nad tìlesem (T;+; �). Pak platí

A

�1

= jAj

�1

�A

�

:

Dùkaz. Podle toho, 
o bylo uvedeno shora, staèí ukázat, ¾e

souèin mati
eA s mati
í jAj

�1

�A

�

je roven jednotkové mati
iE

n

.

Neboli staèí ukázat, ¾e A � A

�

= jAj � E

n

. Zvolme proto nejprve

libovolný index i 2 f1; 2; : : : ; ng a vypoètìme prvek le¾í
í v ma-

ti
i A � A

�

na diagonále v i-tém øádku a v i-tém sloup
i. Tento

prvek je ov¹em roven a

i1

�

b

A

i1

+a

i2

�

b

A

i2

+� � �+a

in

�

b

A

in

= jAj podle

vìty o Lapla
eovì rozvoji determinantu jAj, a to je odpovídají
í

diagonální prvek mati
e jAj � E

n

. Zvolme dále libovolné indexy

i; j 2 f1; 2; : : : ; ng, i 6= j a vypoètìme prvek le¾í
í v mati
i A�A

�

na pozi
i mimo diagonálu v i-tém øádku a v j-tém sloup
i. Tento

prvek vy
hází roven a

i1

�

b

A

j1

+ a

i2

�

b

A

j2

+ � � �+ a

in

�

b

A

jn

= 0, ne-

bo» jde o Lapla
eùv rozvoj determinantu z mati
e, která se od

mati
e A li¹í v tom, ¾e se v ní místo j-tého øádku opakuje i-tý

øádek. Podle jednoho z tvrzení v kapitole o determinante
h je

ov¹em determinant z mati
e mají
í dva stejné øádky roven nule.

Prvky mati
e jAj �E

n

le¾í
í mimo diagonálu jsou ov¹em nulové.

To potvrzuje rovnost A�A

�

= jAj�E

n

, kterou bylo tøeba dokázat.


