Regularni matice

Vénujeme dale pozornost zejména ctvercovym maticim.

Véta. Pro kazdou ¢tvercovou matici A = (a;;) fadu n nad
télesem (7, +, -) jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) Radky matice A jsou linearné nezavislé.
(ii) Sloupce matice A jsou linedrné nezavislé.
(iii) Hodnost matice A je rovna n.

(iv) Determinant |A| je nenulovy.

Dukaz. Ekvivalence prvnich tii podminek plyne z definice
radkové a sloupcové hodnosti matice A a z poznatku odvozeného
v predchozi kapitole, ze jde o stejna cisla, tedy o hodnost ma-
tice A. Zbyva dokéazat ekvivalenci téchto tii podminek s posledni
podminkou.

Necht tedy hodnost matice A je rovna n, takze radky matice
A jsou linearné nezavislé. Elementarnimi radkovymi tpravami,
tak jak bylo popsano v prvnim odstavci diikazu posledniho tvr-
zeni v minulé kapitole, se matice A prevede na schodovity tvar.
Pritom se pouziji pouze radkové upravy typu (ii) a prehazo-
vani radkl. Na hodnosti matice ani na linedrni nezavislosti je-
jich radki se tim nic nezméni. Z prislusnych tvrzeni v kapitole
o determinantech navic plyne, ze hodnota determinantu mize
témito pravami nanejvys zménit znaménko. Ponévadz radky
matice ve schodovitém tvaru jsou linearné nezavislé, neni mezi
nimi vespod matice zadny nulovy radek, coz nutné znamena,
ze vSechny hlavni prvky lezi na hlavni diagondle a ze ji vyplni
celou. Ponévadz jde o matici v hornim trojihelnikovém tvaru,
je podle jiného tvrzeni z kapitoly o determinantech jeji deter-
minant roven soucinu prvki lezicich na hlavni diagonale. Jedna
se tedy o soucin hlavnich prvki, a ten je nenulovy. Takze také
determinant |A| je nenulovy.



Necht naopak radky matice A jsou linearné zavislé. Je-li A
nulovd matice, je jeji determinant roven nule. V opacném pri-
padé je n > 1 a podle prvniho tvrzeni z predminulé kapitoly je
néktery radek matice A linearni kombinaci ostatnich radka této
matice. To ale znamend, ze nékolika elementarnimi radkovymi
Gpravami typu (ii) lze doty¢ny radek ucinit nulovym fadkem.
Podle prislusného tvrzeni z kapitoly o determinantech se tim
hodnota determinantu matice nezméni. Podle jiného tvrzeni ze
zminéné kapitoly je hodnota determinantu matice s nulovym
radkem rovna nule. Takze i determinant |A| je roven nule.

Ctvercova matice A = (a;;) ¥adu n nad télesem (T, +,-),
ktera spliuje ekvivalentni podminky z predchozi véty, se nazyva
regularni matice. Nespliuje-li takova ¢tvercova matice A pod-
minky z predchozi véty, rikame, ze je to singularni matice.

Bud (7, +, ) téleso a bud m pfirozené ¢islo.
Pro kazdy index i € {1,...,m} a pro kazdy prvek r € T,
r # 0, oznaCme

Ei(r) — ¢tvercovou matici fadu m, ktera se lisi od
jednotkové matice FE,, pouze tim, Ze na
hlavni diagonale v ¢-tém radku a v i-tém
sloupci ma prvek r.

Déle pro kazdé dva indexy i,5 € {1,...,m}, i # j a pro
kazdy prvek r € T' oznac¢me

Eij(r) — ctvercovou matici fadu m, kterd se lisi
od jednotkové matice E,, pouze tim, ze
na pozici mimo hlavni diagonalu v ¢-tém
radku a v j-tém sloupci ma prvek r.

Uvedené matice E;(r) a E;;(r) se nazyvaji elementarni ma-
tice radu m. Je jasné, ze tyto matice jsou regularni, nebot
[Ei(r)l =r#0 a [Ej(r)| = 1.



Bud déle A = (a;;) matice typu m/n nad télesem (7', +,-).
7, definice nasobeni matic a z popisu elementarnich radkovych
uprav z minulé kapitoly je evidentni, ze provedeni elementarni
radkové tpravy typu (i) s matici A pro zvolend i € {1,...,m} a
r €T, r # 0 da tentyz vysledek jako vynasobeni matice A zleva
elementarni matici Ej(r). Podobné provedeni elementarni rad-
kové tpravy typu (ii) s matici A pro zvolena i,j5 € {1,...,m},
1 # 3 a r €T da tyz vysledek jako vynasobeni matice A zleva
elementarni matici E;;(r). Obdobna tvrzeni plati i pro elemen-
tarni sloupcové upravy, pouzivaji-li se elementarni matice radu n
a nasobi-li se jimi matice A zprava (indexy ¢, j matice Ej;(r) se
ale prohodi).

Tvrzeni. Pro libovolnou ¢tvercovou matici A = (a;;) fadu n
nad télesem (7,4, -) jsou nasledujici podminky ekvivalentni:
(i) Matice A je reguléarni.
(ii) Matice A je radkové ekvivalentni jednotkové matici FE,.
(iii) Matice A je souc¢inem nékolika elementarnich matic fadu n.

Dikaz. Je-li matice A regularni, Ize ji podle posledniho tvr-
zeni z minulé kapitoly prevést elementarnimi radkovymi tpra-
vami na Gauss-Jordantv tvar. Vysledna matice v tomto tvaru je
pritom stale regularni, takze jeji hlavni prvky, jez jsou rovny 1,
vyplni hlavni diagonalu a vSechny ostatni prvky mimo diago-
nalu jsou rovny 0. Tak ovSsem vznika jednotkova matice £, cili
matice A je radkové ekvivalentni této jednotkové matici F,,.

Je-li matice A je radkové ekvivalentni jednotkové matici F,,,
tedy plati-i A ~ FE,, pak ponévadz je tato relace symetricka
podle poznamek z tvodu minulé kapitoly, plati rovnéz E, ~ A.
Lze tedy rovnéz kone¢nou posloupnosti elementarnich radkovych
uprav prevést jednotkovou matici F, na matici A. Ponévadz
kazdou elementarni radkovou tpravu lze realizovat vynasobenim
nékterou elementarni matici radu n zleva, je matice A soucinem
konec¢né posloupnosti takovych elementarnich matic.



Je-li kone¢né matice A soucinem elementarnich matic, pak je
tato matice soucinem regularnich matic, nebot elementarni ma-
tice jsou regularni. Vidéli jsme totiz, ze determinanty elemen-
tarnich matic jsou nenulové. Podle Cauchyovy véty pak také
jakykoliv soucin takovych matic ma nenulovy determinant a je
tedy regularni matici. Takze i matice A je regularni.

Disledek. Dvé matice A a B typu m/n nad télesem (7', +, -)
jsou radkové ekvivalentni, tedy spliuji A ~ B, pravé tehdy,
kdyz existuje regularni ¢tvercova matice C' tddu m nad télesem
(T, +, ) takova, ze B =C' - A.

Dukaz plyne bezprostredné z ekvivalence prvni a posledni
podminky v predchozim tvrzeni.

V kapitole o maticich jsme vidéli, ze mnozina Mat,,,(T") vSech
¢tvercovych matic fadu n nad télesem (7, +,-) tvori vzhledem
k operaci - nasobeni matic monoid (Mat,,,(7'),). Neutralnim
prvkem tohoto monoidu je jednotkova matice F,. Zajimaji nas
nyni invertibilni prvky tohoto monoidu, tj. invertibilni ¢tvercové
matice fddu n nad télesem (7', +, ). Ctvercovd matice A fadu n
je invertibilni, existuje-li k ni ¢tvercova matice B radu n takova,
ze plati A- B = E,, = B - A. Pak matice B se nazyva inverzni
matice k matici A. Z kapitoly o monoidech vime, ze inverzni
matice k matici A, pokud existuje, je jedind, a znacime ji A7

Véta. Ctvercovd matice A fddu n nad télesem (T, +,-) je
invertibilni pravé tehdy, kdyz je regularni.

Dikaz. Je-li dana ctvercova matice A fadu n invertibilni,
existuje ctvercova matice B radu n takova, ze A- B = E,,. Podle
Caychyovy véty odtud plyne, ze |[A| - |B| = |A-B| = |E,| = 1,
takze |A| # 0 a matice A je tedy regulérni.



Je-li naopak c¢tvercovd matice A radu n regularni, je podle
predchoziho tvrzeni radkové ekvivalentni jednotkové matici F,,,
takze podle posledniho diisledku existuje regularni ctvercova
matice C radu n takova, ze C'- A = F,,. Transponovana matice
AT je pak ovsem podle definice také regulérni, takze ze stejnych
divodi existuje regularni ¢tvercova matice D tadu n takova, ze
D - AT = E,. Odtud transponovanim plyne, ze A- D" = E,,.
Piitom C =C-E,=C-A-D" =E,-D" = DT, takze celkem
C = DT je inverzni matice k matici A.

Pripomenme z kapitoly o monoidech a grupach, ze pro libo-
volné dvé regularni ¢tvercové matice A a B radu n plati

AHt=A4 a (A-B)'=pB1t.4al

Je také uzitecné poznamenat, ze jakmile o ¢tvercovych maticich
A a B radu n vime, ze plati jedna z rovnosti

A-B=FE, nebo B-A=F,,

pak odtud vyplyne, Ze tyto rovnosti jsou splnény obé a ze tudiz
obé matice A, B jsou invertibilni a pritom jedna ke druhé na-
vzajem inverzni. Skutecné plati-li napriklad rovnost A-B = E,,,
pak stejné jako v predchozim dikaze zjistime, Zze obé matice A, B
jsou reguldrni a existuji k nim tudiz inverzni matice A=! a B~
Déle odtud dostavame B = E,B=A"1A-B=A"1E, = A1,
¢ili B = A~! a plati tudiz i rovnost B- A = E,,.

Z kapitoly o monoidech a grupach téz pripomenme, ze mno-
zina regularnich ¢tvercovych matic fadu n nad télesem (7', +, -),
tedy mnozina vSech invertibilnich matic v monoidu (Mat,,, (7), -)
je uzavrenda vzhledem k nasobeni matic a ze takto sama tvori
grupu. Tuto mnozinu vSech regularnich ¢tvercovych matic radu n
nad télesem (7, +, -) byva zvykem oznacovat symbolem GL,,(T)
a mluvi se v této souvislosti o obecné linearni grupé stupné n
nad (7, +,-).



Z, Cauchyovy véty dale napriklad plyne, Ze mnozina vsech
¢tvercovych matic fddu n nad télesem (7', +,-), jejichz deter-
minant je roven 1, tvori podgrupu v GL, (7). Tuto podgrupu
byvé obvyklé oznacovat symbolem SL,(7") a mluvi se o ni jako
o specidlni linearni grupé stupné n nad (7, +, -).

Zavérem kapitoly se vénujeme metodam vypoctu inverznich
matic. Méjme tedy regularni ¢tvercovou matici A = (a;;) fadu n
nad télesem (7, +, ). Vidéli jsme, ze pak A ~ E,,, coz znamena,
ze provedenim nékolika elementarnich radkovych tprav lze z ma-
tice A dostat jednotkovou matici E,. Necht Fi, Fy, ..., F} jsou
elementarni matice radu n odpovidajici postupné témto radko-
vym Upravam. Pak provedeni zminéné posloupnosti radkovych
uprav s matici A znamenda vynasobeni matice A postupné ma-

ticemi I, Iy, ..., F} zleva, ¢imz vznika soucin matic
Fy - -Fy-F-A=E,.
Vezméme tedy matici C' = Fj - --- - Fy - Fy. Pak ovSsem mame

C-A = E, apodle toho, co bylo feceno vyse, je tedy C inverzni
matici k matici A. Provedeme-li dale tutéz posloupnost elemen-
tarnich radkovych aprav jako vyse také s matici F,,, dostaneme
tim z tychz divodd matici C' - E,, = C, tedy samotnou inverzni
matici k matici A. Myslenka, o kterou se nyni opird metoda
vypoctu inverzni matice k dané ¢tvercové matici A radu n, spo-
¢iva v provadéni tychz elementarnich radkovych tprav s obéma
maticemi A i F, soucCasné. Pritom volime tyto Gpravy tak, aby
prevedly matici A do Gauss-Jordanova tvaru. Je-li matice A
regularni, vznikne tak jednotkova matice F,,, takze takto po né-
kolika krocich obdrzime fadkoveé ekvivalentni matice

(A|En) N~ (En‘c)a

kde C = A~!. Neni-li matice A reguldrni, vyjde ndm v jejim
Gauss-Jordanové tvaru alespon jeden nulovy radek.



Jinou moznost, jak pocitat inverzni matici, poskytuje nasle-
dujici vysledek. Méjme regularni ctvercovou matici A = (a;;)
radu n > 1 nad télesem (7,4, -). Pfipomenme, ze v kapitole
o determinantech jsme pro kazda i,7 € {1,2,...,n} definovali
algebraicky doplnék A\ij prvku a;; v matici A. Vezméme ctver-
covou matici A = (A\U) radu n slozenou z téchto algebraickych

. , - AT :
doplinkt a k ni transponovanou matici A* = A . Tato matice A*
se nazyva adjungovana matice k matici A. Nyni mtzeme for-
mulovat nasledujici fakt:

Véta. Bud A = (aj;) regularni ¢tvercova matice radu n > 1
nad télesem (77,4, -). Pak plati

A7t = At A%

Dukaz. Podle toho, co bylo uvedeno shora, staci ukazat, ze
sou¢in matice A s matici |A|71- A* je roven jednotkové matici E,.
Neboli staci ukazat, ze A- A* = |A| - E,. Zvolme proto nejprve
libovolny index ¢ € {1,2,...,n} a vypoctéme prvek lezici v ma-
tici A - A* na diagondle v i-tém tadku a v i-tém sloupci. Tento
prvek je ovSem roven a; -A\“—l—aig 'zzl\ig-l-' : '—|—am'A\m = |A| podle
véty o Laplaceové rozvoji determinantu |A|, a to je odpovidajici
diagonalni prvek matice |A| - E,. Zvolme déle libovolné indexy
i,7 €{1,2,...,n}, 1 # j avypottéme prvek lezici v matici A-A*
na pozici mimo diagonalu v ¢-tém radku a v j-tém sloupci. Tento
prvek vychézi roven a;q - A\jl + a9 - A\jg + - 4 a, - A\jn = 0, ne-
bot jde o Laplacetv rozvoj determinantu z matice, ktera se od
matice A lisi v tom, Ze se v ni misto j-tého radku opakuje i-ty
radek. Podle jednoho z tvrzeni v kapitole o determinantech je
ovsem determinant z matice majici dva stejné radky roven nule.
Prvky matice |A| - E, lezici mimo diagonalu jsou ovsem nulové.
To potvrzuje rovnost A-A* = |A|- E,, kterou bylo tfeba dokazat.



