Soustavy linearnich rovnic

Bud (7, +, ) téleso. Pak soustava rovnic

anzy + appre + -+ apz, = by,
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a1 r1 + agery + -+ a,x,

Am1T1 + Am2X2 + - - - + Qpp Ty = bm:

kde m, n jsou pfirozena Cisla, a;; € T' pro vSechnai =1,2,...,m,
g =12,...,nab; €T pro vsechna + = 1,2,...,m, se nazyva
soustava m linearnich rovnic o n neznamych z, zo, ..., z,

nad télesem (7', +, -). Prvky a;; se nazyvaji koeficienty a prvky
b; absolutni &leny této soustavy. ReSenim této soustavy ro-
zumime kazdou n-tici prvkia tq,ts9,...,t, € T takovou, ze po
dosazeni t; za x; pro vSechna j = 1,2,...,n piejdou vSechny
uvedené rovnice v identity, tj. na levé strané kazdé rovnice vyjde
prvek rovny absolutnimu ¢lenu na pravé strané rovnice. Matice

ai; a2 ... QA1np ail a2 ... QA1np bl

as1 a2 ... ao2p, asi as ... aop, bQ
. . X , Iesp. . . .

Al Q2 - Qmn Aml Am2 -+ QA | b

se nazyvaji matice soustavy, resp. rozsifena matice sousta-
vy. Oznacime-li A = (a;;) matici soustavy, tj. matici slozenou
z koeficientli této soustavy, a zavedeme-li vektor absolutnich cle-

nia b = (b, be,...,b,) a vektor neznamych x = (x1, s, ..., z,),
muzeme soustavu napsat v maticovém tvaru
A-x"=b,

kde transponované vektory bereme jako matice o jednom sloupci.
Regenim soustavy je pak kazdy vektor t = (t1,ta,...,t,) z T",
pro ktery plati rovnost A-t" = b'. Je tedy mnozina vsech feseni
dané soustavy né€jakou podmnozinou v T".



Ukazeme, jak najit a pristupnym zptsobem popsat vSechna
reSeni kterékoliv zadané soustavy linearnich rovnic. Uvidime,
ze takova soustava nemusi mit TfeSeni zadné, mize mit reSeni
jediné anebo muze mit reseni mnoho. Soustava linearnich rov-
nic se nazyva resitelna, ma-li alespon jedno reseni. Nasledujici
Frobeniova véta poskytuje kritérium pro zjisténi resitelnosti
dané soustavy.

Véta. Bud (7, +,-) téleso, bud A = (a;;) matice typu m/n
nad (7,+,-) a bud b = (by, bs, ..., by,) vektor z T™ Potom sou-
stava linearnich rovnic A - x" = b je fesitelna pravé tehdy,
kdyz hodnost matice soustavy, tj. hodnost matice A, je rovna
hodnosti rozsirené matice soustavy, tj. hodnosti matice (A|bT).

Ditkaz. Je-li soustava A-x' = b fesitelnd, existuje vektor
t = (t1,t2,...,t,) z T" takovy, ze A-t' = b'. Podle definice
n4sobeni matic to znamen4, Ze sloupec b’ je linedrni kombi-
naci sloupct matice A s koeficienty tq,to,...,t,. Generuji tedy
sloupce obou matic A i (A|b") tentyz podprostor ve vektorovém
prostoru (7™, +, -). Maji tudiz obé tyto matice stejnou hodnost.

Naopak maji-li obé matice A a (A|b") stejnou hodnost, ge-
neruji sloupce téchto matic podprostory v (7™, +,-) stejné di-
menze, a ponévadz prvni z nich je obsazen ve druhém, musi
tyto podprostory splynout. Ponévadz tyto podprostory vznikaji
tvorbou linedrnich kombinaci sloupcti matic A a (A[b"), zna-
mena to, ze sloupec b’ je né&jakou linedrni kombinaci sloupcti
matice A, reknéme s koeficienty tq,ts,...,t, € T. Pak ovSem
vektor t = (t1,1s,...,t,) je FeSenim soustavy rovnic A-x'" = b".



Vénujme se nejprve specidlnimu pripadu, kdy matice dané
soustavy linedrnich rovnic je ctvercova a regularni. Pak rozsi-
rend matice této soustavy pochopitelné nemtze mit vetsi hod-
nost, takze podle Frobeniovy véty takova soustava je resitelna.
Uvidime déle, ze tato soustava ma jediné reseni a jeho tvar udava
nasledujici Cramerovo pravidlo.

Véta. Bud (T, +, -) téleso, bud A = (a;;) regularni ¢tvercova
matice fadu n nad (7, +,-) abud b = (by, be, ..., b,) vektor z T
Potom soustava linedrnich rovnic A-x" = b’ m4 jediné feseni
t = (t1,t9,...,t,), kde pro kazdé j =1,2,...,n je

pficemz A; je matice vznikld z matice A nahrazenim jejiho
j-tého sloupce sloupcem b

Dukaz. Bud t = (t1,ts,...,t,) feSeni soustavy A-x' = b’
takze plati A-t"T = b'. PonévadZ matice A je regularni, existuje
k ni inverzni matice A~!. Vynasobime-li touto matici posledni
rovnost zleva, obdrzime, ze A~'-A-tT = A~1.b', takze vychézi,
7zet' = A71.b'. Je tedy takto feSeni t dané soustavy uréeno
jednoznacné. Ukazeme, ze ma vySe uvedeny tvar.

Podle posledni véty z kapitoly o regularnich maticich mame
Al = JA]7! - A% kde A* je adjungovand matice k matici A.
Je to transponovand matice k matici slozené z algebraickych
doplnki A\ij prvkil a;; matice A. Z rovnosti t' = A71 - b tedy
plyne rovnost t7 = |A|71 . A b, coz znamena, ze pro kazdé
7=1,2,...,n je tj = |A‘_1-(A1j-b1—|—142j-b2—|—- . -I—Anjbn) V}'fraz
v zavorce je ovSem mozno vidét jako Laplacetiv rozvoj podle
j-tého sloupce determinantu z matice, kterd se od matice A
lisi tim, Ze jeji j-ty sloupec byl nahrazen sloupcem b'. Tedy
jde pravé o matici A;, jak byla definovana vyse. Takze timto
zpiisobem vychézi, ze t; = |A|™' - |A;| pro j = 1,2,...,n.



Vénujme se dale jinému specialnimu pripadu. Méjme obecnou
soustavu linedrnich rovnic tak, jak byla zaddna na zacatku. Jsou-
li pritom vSechny absolutni ¢leny této soustavy rovny nule, tedy
ma-li dana soustava tvar

A-x"=o0',

kde A = (a;j) je matice typu m/n nad télesem (7,+,-) a
o = (0,0,...,0) je nulovy vektor z 7™, pak mluvime o tom,
ze je ddna homogenni soustava m linearnich rovnic o n ne-
znamych nad télesem (7, +, ). Jednim z FeSeni takové soustavy
je jisté nulovy vektor o = (0,0,...,0) z T".

Tvrzeni. Mnozina vSech feseni homogenni soustavy m line-
arnich rovnic o n nezndmych nad télesem (7', +, -) tvori podpro-
stor ve vektorovém prostoru (7", +, -).

Dukaz. Jiz jsme poznamenali, ze nulovy vektor o z T" je te-
Senim takové homogenni soustavy linearnich rovnic. Dale jsou-li
s = (s1,82,...,5,) at = (t1,t2,...,t,) libovolné dva vektory
z T", které jsou resenimi dané homogenni soustavy linearnich
rovnic, a je-li r € T libovolny prvek, pak ocividné také vektory
s+t a r-s jsou rovnéz resenimi této soustavy. Tvori tedy mnozina
vSech feseni takové soustavy podprostor v prostoru (77, +, ).

Ponévadz tedy mnozina vSech teseni homogenni soustavy
o n neznamych nad télesem (7', +,-) tvoii podprostor ve vek-
torovém prostoru (77,4, -), coz je prostor konecné dimenze n,
ma také prostor vSech reseni takové homogenni soustavy konec-
nou dimenzi k£ < n.



Tvrzeni. Mnozina vSech feSeni homogenni soustavy m line-
arnich rovnic o n nezndmych s matici koeficientt A = (a;;) nad
télesem (7, +, -) tvori vektorovy prostor dimenze k = n — h(A),
kde h(A) je hodnost matice A.

Poznamka. V néasledujicim dikazu popiseme i metodu, jak
najit bazi vektorového prostoru vsSech reseni dané homogenni
soustavy linearnich rovnic.

Dukaz. V kapitole o hodnosti matic jsme popsali elemen-
tarni radkové upravy matice A. Snadno lze primo ovérit, ze
provadénim elementarnich radkovych tprav s matici A se ne-
méni mnozina vSech reseni homogenni soustavy linearnich rovnic
A - xT = o urc¢ené touto matici. Déle jsme v kapitole o hodnosti
matic vidéli, ze matici A Ize elementarnimi radkovymi tpravami
prevést az na Gauss-Jordaniv tvar. Mizeme tedy dale predpo-
kladat, ze matice A uz je v Gauss-Jordanove tvaru. Je-li A nu-
lova matice, je mnozinou vSech feseni zminéné homogenni sou-
stavy cely prostor T", ktery ma dimenzi n. Predpokladejme tedy
déle, ze A je nenulova matice. Ponévadz jeji hodnost je h(A),
ma tato matice pravé tolik nenulovych radki a také tolik hlav-
nich prvka. Necht ji, jo, ..., jua) jsou indexy téch sloupct ma-
tice A, v nichz lezi hlavni prvky. Je tedy v prvnich h(A) fadcich
a ve sloupcich s jmenovanymi indexy obsazena jednotkova ma-
tice fadu h(A); zbyvajici fadky, jsou-li néjaké, jsou nulové. Je-li
h(A) = n, pak tato jednotkova matice vypliuje celou horni ¢ast
matice A pozustavajici z prvnich n radka. Tehdy je ale jedinym
feSenim zminéné soustavy rovnic nulovy vektor o = (0,0,...,0)
z T™, ktery tvori nulovy podprostor {o} dimenze 0. Zabyvejme
se tedy dale situaci, kdy 0 < h(A4) < n.



Zavedme terminologii, Ze slozkdm tesSeni t = (t1,to,...,%,)
homogenni soustavy A-x'" = o', jejichz indexy lezi v mnoziné
{1,2,...,n}—{J1,72,- - -, Jn(a) }, budeme fikat volné slozky. Po-
tom je ale evidentni, Zze vezmeme-li vektor t z T" takovym zp1-
sobem, ze jeho volné slozky zvolime jako libovolné prvky z T,
pak zbyvajici slozky ¢;,,tj,, . .., tj, ,, muzeme dopocitat tak, aby
vektor t byl feSenim soustavy rovnic A -x' = o'. Tento do-
pocet je pritom jednoznacny. Ponévadz pocet volnych slozek
vektoru t je roven ¢islu £ = n — h(A), mizeme takto vytvorit
k linearné nezavislych vektora fi,fs, ..., fi z T", které jsou re-
Senimi dané homogenni soustavy linedrnich rovnic — staci vzdy
jednu volnou slozku zvolit rovnu 1 a ostatni volné slozky po-
lozit rovny 0. Z jednoznacnosti dopoctu slozek vektoru t s in-
dexy ji1,72,---,Jn(4) pak plyne, ze zminéné vektory fi,fo, ..., f;
jiz generuji cely prostor vSech reseni t dané soustavy. Skutecné
zvolime-li volné slozky vektoru t jakkoliv, bude vysledny vek-
tor t linedrni kombinaci vektoru fy, fs, .. ., f; s koeficienty, jimiz
jsou pravé zminéné volné slozky tohoto vektoru t. Tvori tedy
vektory fi, fs, . .., f; bazi vektorového prostoru vsech reseni dané
soustavy rovnic, takze tento prostor ma dimenzi k = n — h(A).



Plati ale i1 tvrzeni obracené vuci tvrzeni pravé dokazanému:

Tvrzeni. Bud (7,4, ) téleso a bud W C T" libovolny pod-
prostor vektorového prostoru (7", +,:) dimenze k < n. Pak
existuje homogenni soustava lineadrnich rovnic o n neznamych
nad télesem (7, +,-) s matici koeficienti A = (a;;) hodnosti
h(A) = n — k, jejiz vSechna feSeni tvori pravé podprostor W.

Duikaz. Je-li £ = n, tedy je-li W = T", pak lze vzit za A
nulovou matici (s libovolnym poctem radki). Je-li & = 0, tedy
je-li W nulovy podprostor, pak lze vzit za A jednotkovou ma-
tici F, radu n. Zabyvejme se tedy dale situaci, kdy 0 < k < n.
Bud fi, fs, ..., f; libovolna baze podprostoru W. Vytvorme nej-
prve matici B tak, ze za jeji rddky vezmeme praveé vektory
f), £, ..., . Pak hodnost h(B) = k. Uvazujme homogenni sou-
stavu linedrnich rovnic B-x" = o'. Podle predchoziho tvrzeni je
mnozinou vSech reseni této soustavy néjaky podprostor U C T"
dimenze n — k. Vezméme nyni libovolnou bazi g1, 89, . .., &n_k
podprostoru U a sestavme matici A tak, ze za jeji radky vez-
meme tentokrat vektory g1, g2, . . ., 8,—r. Pak ovSem pro hodnost
této matice plati h(A) = n — k. Vznika tak homogenni soustava
linedrnich rovnic A - x" = o'. Opét podle predchoziho tvrzeni
je mnozinou vSech reSeni této posledni soustavy néjaky podpro-
stor vektorového prostoru (7", 4+, -) dimenze k. Ukazeme, Ze je
to praveé vychozi podprostor W. Ponévadz oba zminéné pod-
prostory maji stejnou dimenzi k, staci ukazat, ze vektory pod-
prostoru W jsou feSenimi soustavy rovnic A -x' = o'. Znovu
ponévadz mnozina vSech feseni této soustavy rovnic tvori pod-
prostor vektorového prostoru (7™, +, -), postaci jenom ukéazat, ze
vektory fi, s, . . ., fi, jez tvori bazi podprostoru W, jsou resenimi
soustavy rovnic A - x'" = o'. Vzhledem ke konstrukci matic A
a B je ale tato posledni podminka ekvivaventni tomu, ze vektory
g1,82,...,En_k jsou fesenimi soustavy rovnic B -x' = o'. Tak
tomu ale podle vyse popsané konstrukce opravdu je.



Vénujme se konecné obecné soustaveé linearnich rovnic
A-x"=b",

kde A = (a;j) je matice typu m/n nad télesem (7,+,-) a
b = (b1, be,...,by) je vektor z prostoru (7™, +, ), tak jak byla
zadana na pocatku této kapitoly. Zaménime-li v ni vektor b
nulovym vektorem o = (0,0, ...,0), ziskdme soustavu rovnic

A-x"=o0',

o které mluvime jako o zhomogenizované soustaveé linearnich
rovnic. V této situaci plati nasledujici fakt.

Tvrzeni. Je-li soustava linedrnich rovnic A -x" = b’ fesi-
telna, pak pro libovolny vektor s = (s1, s9,...,s,) z T", ktery je
reSenim této soustavy, plati, Ze mnozina vsech reSeni soustavy
A-x" =b" mai tvar

s+W={s+z:ze W}

kde W C T™ je vektorovy podprostor vSech teseni zhomogeni-
zované soustavy linedrnich rovnic A-x' =o',

Dikaz. Budt = (t1,t,...,t,) libovolny vektor z T", ktery
je feSenim soustavy A -x' = b'. Polozme z = t — s. Potom
Azl =AtT —A.sT =b" —b" =0, ¢ili vektor z je FeSenim
zhomogenizované soustavy A -x" = o', takze z € W a pfitom
t=s+2z.

Necht naopak z € W je libovolny vektor, tedy necht z je
libovolné feseni zhomogenizované soustavy A-x" = o'. Uvazme
vektor t = s + z. Potom pro tento vektor vychazi, ze A -t'T =
A-s"4+A-z" =b" +0" = b, takze vektor t je fesenim zadané
soustavy linearnich rovnic A-x" =b'.



V kontextu posledniho tvrzeni se pouziva nasledujici termino-
logie. Je-li A-x" = b libovoln4 fesiteln4 soustava m linedrnich
rovnic o n neznamych nad télesem (7', +,-), pak jeden kazdy
vektor s = (s1, 9, ..., s,) z prostoru (1™, 4+, -), ktery je feSenim
této soustavy, se nazyva partikularni reSeni soustavy rovnic
A-x"T = b'. Mnozinu vsech feseni této soustavy lze potom ziskat
tak, ze k jednomu jejimu partikularnimu reseni se postupné pri-
ctou vSechna reseni prislusné zhomogenizované soustavy rovnic.
V dikazu tvrzeni o dimenzi vektorového prostoru vsech reSeni
dané homogenni soustavy linearnich rovnic jsme dale vidéli, ja-
kym zpisobem je mozno najit bazi podprostoru W vektorového
prostoru (1", +, ), ktery je mnozinou vSech feseni zhomogeni-
zované soustavy rovnic A-x' = o'. Libovolnd béaze fi,f,, ...,
vektorového podprostoru W vsech reSeni této zhomogenizované
soustavy se pak nazyva fundamentalni systém reSeni zadané
soustavy rovnic A-x" = b'. Pak plati, ze W = (f, s, ..., f}),
takZe mnoZinu vsech FeSeni soustavy rovnic A-x' = b’ lze ex-
plicitné zapsat ve tvaru

S + <fl7f2)"')fk>‘

Zbyva popsat metodu, jak najit alespon jedno partikularni
feSeni s = (s1, 89, .. ., 8,) soustavy linedrnich rovnic A-x" = b"'.
Opét je snadné se presveédcit, ze provadénim elementarnich rad-
kovych tprav, tentokrat ovéem s celou rozsifenou matici (A[b")
soustavy, se nezméni mnozina vsech feseni soustavy A-x" =b'.
Dale zase miizeme elementarnimi radkovymi tipravami prevést
rozéifenou matici (A|b") az na Gauss-Jordaniv tvar. Vyjde-li
posledni nenulovy radek v tomto tvaru tak, ze ma sviij hlavni
prvek az v poslednim, oddéleném sloupci, pak méa rozsirena ma-
tice (A|b") vétsi hodnost nez matice A, takze podle Frobeniovy
véty nemé soustava A-x' = b feseni. V opa¢ném piipadé zvo-
lime partikuldrn{ feseni s = (s1, s2,...,s,) soustavy A-x" = b’
napriklad tak, ze vSechny jeho volné slozky polozime rovny 0



a zbyvajici slozky vekoru s pak jednoznacné vyjdou. Poté sou-
stavu zhomogenizujeme a zplisobem popsanym v diikazu jiz ci-
tovaného tvrzeni, opét s pouzitim Gauss-Jordanova tvaru ma-
tice A, najdeme fundamentalni systém reseni fi,fs, ..., fi sou-
stavy rovnic A-x" = b'". Tim podle predchoziho vykladu zis-
kame vSechna potiebna data ke kompletnimu popisu mnoziny
vSech reseni této soustavy rovnic. Tento postup se nazyva Gaus-
sova eleminac¢ni metoda teSeni soustav linedrnich rovnic.

Je-li (T, +,-) téleso, je-li s libovolny vektor z T™ a je-li W
podprostor v (T™, +, -), pak mnozina vektori Q = s+ W popsa-
na v posledné uvedeném tvrzeni se nazyva linearni varieta ve
vektorovém prostoru (1", +, -). Podotknéme, Ze pak pro kazdy
vektor t z mnoziny s + W zjevné plati, ze s + W =t + W.

Tvrzeni. Bud (7,+,-) té€leso. Pak pro libovolnou linearni
varietu @ ve vektorovém prostoru (7™, +,-) existuje soustava
linedrnich rovnic A-x" = b o n nezndmych nad t&lesem (7', +, -)
takova, ze mnozinou vsech reseni této soustavy rovnic je prave
linearni varieta Q.

Dukaz. Necht vektor s z T a podprostor W C 1™ jsou
takové, ze @ = s + W. Podle predminulého tvrzeni existuje
homogenni soustava linedrnich rovnic A -x" = o', jejiz mnozi-
nou vSech reSeni je prave podprostor W. Urceme vektor b z T™
z rovnosti bT = A-s'. Z minulého tvrzeni je pak jasné, ze mno-
zinou vsech feseni soustavy linedrnich rovnic A -x" = b" bude
pravé linearni varieta Q.



