
Soustavy lineární
h rovni


Buï (T;+; �) tìleso. Pak soustava rovni
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kdem;n jsou pøirozená èísla, a
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2 T pro v¹e
hna i = 1; 2; : : : ;m,

j = 1; 2; : : : ; n a b

i

2 T pro v¹e
hna i = 1; 2; : : : ;m, se nazývá

soustava m lineární
h rovni
 o n neznámý
h x

1

; x

2

; : : : ; x

n

nad tìlesem (T;+; �). Prvky a

ij

se nazývají koe�
ienty a prvky

b

i

absolutní èleny této soustavy. Øe¹ením této soustavy ro-

zumíme ka¾dou n-ti
i prvkù t

1

; t

2

; : : : ; t

n

2 T takovou, ¾e po

dosazení t

j

za x

j

pro v¹e
hna j = 1; 2; : : : ; n pøejdou v¹e
hny

uvedené rovni
e v identity, tj. na levé stranì ka¾dé rovni
e vyjde

prvek rovný absolutnímu èlenu na pravé stranì rovni
e. Mati
e
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A

se nazývajímati
e soustavy, resp. roz¹íøená mati
e sousta-

vy. Oznaèíme-li A = (a

ij

) mati
i soustavy, tj. mati
i slo¾enou

z koe�
ientù této soustavy, a zavedeme-li vektor absolutní
h èle-

nù b = (b

1

; b

2

; : : : ; b

m

) a vektor neznámý
h x = (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

),

mù¾eme soustavu napsat v mati
ovém tvaru

A � x

>

= b

>

;

kde transponované vektory bereme jako mati
e o jednom sloup
i.

Øe¹ením soustavy je pak ka¾dý vektor t = (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) z T

n

,

pro který platí rovnost A�t

>

= b

>

. Je tedy mno¾ina v¹e
h øe¹ení

dané soustavy nìjakou podmno¾inou v T

n

.



Uká¾eme, jak najít a pøístupným zpùsobem popsat v¹e
hna

øe¹ení kterékoliv zadané soustavy lineární
h rovni
. Uvidíme,

¾e taková soustava nemusí mít øe¹ení ¾ádné, mù¾e mít øe¹ení

jediné anebo mù¾e mít øe¹ení mnoho. Soustava lineární
h rov-

ni
 se nazývá øe¹itelná, má-li alespoò jedno øe¹ení. Následují
í

Frobeniova vìta poskytuje kritérium pro zji¹tìní øe¹itelnosti

dané soustavy.

Vìta. Buï (T;+; �) tìleso, buï A = (a

ij

) mati
e typu m=n

nad (T;+; �) a buï b = (b

1

; b

2

; : : : ; b

m

) vektor z T

m

. Potom sou-

stava lineární
h rovni
 A � x

>

= b

>

je øe¹itelná právì tehdy,

kdy¾ hodnost mati
e soustavy, tj. hodnost mati
e A, je rovna

hodnosti roz¹íøené mati
e soustavy, tj. hodnosti mati
e

�

Ajb

>

�

.

Dùkaz. Je-li soustava A �x

>

= b

>

øe¹itelná, existuje vektor

t = (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) z T

n

takový, ¾e A � t

>

= b

>

. Podle de�ni
e

násobení mati
 to znamená, ¾e sloupe
 b

>

je lineární kombi-

na
í sloup
ù mati
e A s koe�
ienty t

1

; t

2

; : : : ; t

n

. Generují tedy

sloup
e obou mati
 A i (Ajb

>

) tentý¾ podprostor ve vektorovém

prostoru (T

m

;+; �). Mají tudí¾ obì tyto mati
e stejnou hodnost.

Naopak mají-li obì mati
e A a (Ajb

>

) stejnou hodnost, ge-

nerují sloup
e tì
hto mati
 podprostory v (T

m

;+; �) stejné di-

menze, a ponìvad¾ první z ni
h je obsa¾en ve druhém, musí

tyto podprostory splynout. Ponìvad¾ tyto podprostory vznikají

tvorbou lineární
h kombina
í sloup
ù mati
 A a (Ajb

>

), zna-

mená to, ¾e sloupe
 b

>

je nìjakou lineární kombina
í sloup
ù

mati
e A, øeknìme s koe�
ienty t

1

; t

2

; : : : ; t

n

2 T . Pak ov¹em

vektor t = (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) je øe¹ením soustavy rovni
 A �x

>

= b

>

.



Vìnujme se nejprve spe
iálnímu pøípadu, kdy mati
e dané

soustavy lineární
h rovni
 je ètver
ová a regulární. Pak roz¹í-

øená mati
e této soustavy po
hopitelnì nemù¾e mít vìt¹í hod-

nost, tak¾e podle Frobeniovy vìty taková soustava je øe¹itelná.

Uvidíme dále, ¾e tato soustava má jediné øe¹ení a jeho tvar udává

následují
í Cramerovo pravidlo.

Vìta. Buï (T;+; �) tìleso, buï A = (a

ij

) regulární ètver
ová

mati
e øádu n nad (T;+; �) a buï b = (b

1

; b

2

; : : : ; b

n

) vektor z T

n

.

Potom soustava lineární
h rovni
 A � x

>

= b

>

má jediné øe¹ení

t = (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

), kde pro ka¾dé j = 1; 2; : : : ; n je

t

j

=

jA

j

j

jAj

;

pøièem¾ A

j

je mati
e vzniklá z mati
e A nahrazením jejího

j-tého sloup
e sloup
em b

>

.

Dùkaz. Buï t = (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) øe¹ení soustavy A � x

>

= b

>

,

tak¾e platí A �t

>

= b

>

. Ponìvad¾ mati
e A je regulární, existuje

k ní inverzní mati
e A

�1

. Vynásobíme-li touto mati
í poslední

rovnost zleva, obdr¾íme, ¾e A

�1

�A �t

>

= A

�1
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>

, tak¾e vy
hází,

¾e t

>

= A

�1

� b

>

. Je tedy takto øe¹ení t dané soustavy urèeno

jednoznaènì. Uká¾eme, ¾e má vý¹e uvedený tvar.

Podle poslední vìty z kapitoly o regulární
h mati
í
h máme
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e k mati
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Je to transponovaná mati
e k mati
i slo¾ené z algebrai
ký
h
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b
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mati
e A. Z rovnosti t
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= A
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>

tedy

plyne rovnost t

>

= jAj
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, 
o¾ znamená, ¾e pro ka¾dé

j = 1; 2; : : : ; n je t

j
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). Výraz

v závor
e je ov¹em mo¾no vidìt jako Lapla
eùv rozvoj podle

j-tého sloup
e determinantu z mati
e, která se od mati
e A

li¹í tím, ¾e její j-tý sloupe
 byl nahrazen sloup
em b

>

. Tedy

jde právì o mati
i A

j

, jak byla de�nována vý¹e. Tak¾e tímto

zpùsobem vy
hází, ¾e t

j

= jAj

�1

� jA

j

j pro j = 1; 2; : : : ; n.



Vìnujme se dále jinému spe
iálnímu pøípadu. Mìjme obe
nou

soustavu lineární
h rovni
 tak, jak byla zadána na zaèátku. Jsou-

li pøitom v¹e
hny absolutní èleny této soustavy rovny nule, tedy

má-li daná soustava tvar

A � x

>

= o

>

;

kde A = (a

ij

) je mati
e typu m=n nad tìlesem (T;+; �) a

o = (0; 0; : : : ; 0) je nulový vektor z T

m

, pak mluvíme o tom,

¾e je dána homogenní soustava m lineární
h rovni
 o n ne-

známý
h nad tìlesem (T;+; �). Jedním z øe¹ení takové soustavy

je jistì nulový vektor o = (0; 0; : : : ; 0) z T

n

.

Tvrzení. Mno¾ina v¹e
h øe¹ení homogenní soustavy m line-

ární
h rovni
 o n neznámý
h nad tìlesem (T;+; �) tvoøí podpro-

stor ve vektorovém prostoru (T

n

;+; �).

Dùkaz. Ji¾ jsme poznamenali, ¾e nulový vektor o z T

n

je øe-

¹ením takové homogenní soustavy lineární
h rovni
. Dále jsou-li

s = (s

1

; s

2

; : : : ; s

n

) a t = (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) libovolné dva vektory

z T

n

, které jsou øe¹eními dané homogenní soustavy lineární
h

rovni
, a je-li r 2 T libovolný prvek, pak oèividnì také vektory

s+t a r�s jsou rovnì¾ øe¹eními této soustavy. Tvoøí tedy mno¾ina

v¹e
h øe¹ení takové soustavy podprostor v prostoru (T

n

;+; �).

Ponìvad¾ tedy mno¾ina v¹e
h øe¹ení homogenní soustavy

o n neznámý
h nad tìlesem (T;+; �) tvoøí podprostor ve vek-

torovém prostoru (T

n

;+; �), 
o¾ je prostor koneèné dimenze n,

má také prostor v¹e
h øe¹ení takové homogenní soustavy koneè-

nou dimenzi k � n.



Tvrzení. Mno¾ina v¹e
h øe¹ení homogenní soustavy m line-

ární
h rovni
 o n neznámý
h s mati
í koe�
ientù A = (a

ij

) nad

tìlesem (T;+; �) tvoøí vektorový prostor dimenze k = n� h(A),

kde h(A) je hodnost mati
e A.

Poznámka. V následují
ím dùkazu popí¹eme i metodu, jak

najít bázi vektorového prostoru v¹e
h øe¹ení dané homogenní

soustavy lineární
h rovni
.

Dùkaz. V kapitole o hodnosti mati
 jsme popsali elemen-

tární øádkové úpravy mati
e A. Snadno lze pøímo ovìøit, ¾e

provádìním elementární
h øádkový
h úprav s mati
í A se ne-

mìní mno¾ina v¹e
h øe¹ení homogenní soustavy lineární
h rovni


A � x

>

= o

>

urèené touto mati
í. Dále jsme v kapitole o hodnosti

mati
 vidìli, ¾e mati
i A lze elementárními øádkovými úpravami

pøevést a¾ na Gauss-Jordanùv tvar. Mù¾eme tedy dále pøedpo-

kládat, ¾e mati
e A u¾ je v Gauss-Jordanovì tvaru. Je-li A nu-

lová mati
e, je mno¾inou v¹e
h øe¹ení zmínìné homogenní sou-

stavy 
elý prostor T

n

, který má dimenzi n. Pøedpokládejme tedy

dále, ¾e A je nenulová mati
e. Ponìvad¾ její hodnost je h(A),

má tato mati
e právì tolik nenulový
h øádkù a také tolik hlav-

ní
h prvkù. Ne
h» j

1

; j

2

; : : : ; j

h(A)

jsou indexy tì
h sloup
ù ma-

ti
e A, v ni
h¾ le¾í hlavní prvky. Je tedy v první
h h(A) øád
í
h

a ve sloup
í
h s jmenovanými indexy obsa¾ena jednotková ma-

ti
e øádu h(A); zbývají
í øádky, jsou-li nìjaké, jsou nulové. Je-li

h(A) = n, pak tato jednotková mati
e vyplòuje 
elou horní èást

mati
e A pozùstávají
í z první
h n øádkù. Tehdy je ale jediným

øe¹ením zmínìné soustavy rovni
 nulový vektor o = (0; 0; : : : ; 0)

z T

n

, který tvoøí nulový podprostor fog dimenze 0. Zabývejme

se tedy dále situa
í, kdy 0 < h(A) < n.



Zaveïme terminologii, ¾e slo¾kám øe¹ení t = (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

)

homogenní soustavy A � x

>

= o

>

, jeji
h¾ indexy le¾í v mno¾inì

f1; 2; : : : ; ng�fj

1

; j

2

; : : : ; j

h(A)

g, budeme øíkat volné slo¾ky. Po-

tom je ale evidentní, ¾e vezmeme-li vektor t z T

n

takovým zpù-

sobem, ¾e jeho volné slo¾ky zvolíme jako libovolné prvky z T ,

pak zbývají
í slo¾ky t

j

1

; t

j

2

; : : : ; t

j

h(A)

mù¾eme dopoèítat tak, aby

vektor t byl øe¹ením soustavy rovni
 A � x

>

= o

>

. Tento do-

poèet je pøitom jednoznaèný. Ponìvad¾ poèet volný
h slo¾ek

vektoru t je roven èíslu k = n � h(A), mù¾eme takto vytvoøit

k lineárnì nezávislý
h vektorù f

1

; f

2

; : : : ; f

k

z T

n

, které jsou øe-

¹eními dané homogenní soustavy lineární
h rovni
 | staèí v¾dy

jednu volnou slo¾ku zvolit rovnu 1 a ostatní volné slo¾ky po-

lo¾it rovny 0. Z jednoznaènosti dopoètu slo¾ek vektoru t s in-

dexy j

1

; j

2

; : : : ; j

h(A)

pak plyne, ¾e zmínìné vektory f

1

; f

2

; : : : ; f

k

ji¾ generují 
elý prostor v¹e
h øe¹ení t dané soustavy. Skuteènì

zvolíme-li volné slo¾ky vektoru t jakkoliv, bude výsledný vek-

tor t lineární kombina
í vektorù f

1

; f

2

; : : : ; f

k

s koe�
ienty, jimi¾

jsou právì zmínìné volné slo¾ky tohoto vektoru t. Tvoøí tedy

vektory f

1

; f

2

; : : : ; f

k

bázi vektorového prostoru v¹e
h øe¹ení dané

soustavy rovni
, tak¾e tento prostor má dimenzi k = n� h(A).



Platí ale i tvrzení obrá
ené vùèi tvrzení právì dokázanému:

Tvrzení. Buï (T;+; �) tìleso a buï W � T

n

libovolný pod-

prostor vektorového prostoru (T

n

;+; �) dimenze k � n. Pak

existuje homogenní soustava lineární
h rovni
 o n neznámý
h

nad tìlesem (T;+; �) s mati
í koe�
ientù A = (a

ij

) hodnosti

h(A) = n� k, její¾ v¹e
hna øe¹ení tvoøí právì podprostor W.

Dùkaz. Je-li k = n, tedy je-li W = T

n

, pak lze vzít za A

nulovou mati
i (s libovolným poètem øádkù). Je-li k = 0, tedy

je-li W nulový podprostor, pak lze vzít za A jednotkovou ma-

ti
i E

n

øádu n. Zabývejme se tedy dále situa
í, kdy 0 < k < n.

Buï f

1

; f

2

; : : : ; f

k

libovolná báze podprostoru W. Vytvoøme nej-

prve mati
i B tak, ¾e za její øádky vezmeme právì vektory

f

1

; f

2

; : : : ; f

k

. Pak hodnost h(B) = k. Uva¾ujme homogenní sou-

stavu lineární
h rovni
 B �x

>

= o

>

. Podle pøed
hozího tvrzení je

mno¾inou v¹e
h øe¹ení této soustavy nìjaký podprostor U � T

n

dimenze n � k. Vezmìme nyní libovolnou bázi g

1

;g

2

; : : : ;g

n�k

podprostoru U a sestavme mati
i A tak, ¾e za její øádky vez-

meme tentokrát vektory g

1

;g

2

; : : : ;g

n�k

. Pak ov¹em pro hodnost

této mati
e platí h(A) = n� k. Vzniká tak homogenní soustava

lineární
h rovni
 A � x

>

= o

>

. Opìt podle pøed
hozího tvrzení

je mno¾inou v¹e
h øe¹ení této poslední soustavy nìjaký podpro-

stor vektorového prostoru (T

n

;+; �) dimenze k. Uká¾eme, ¾e je

to právì vý
hozí podprostor W. Ponìvad¾ oba zmínìné pod-

prostory mají stejnou dimenzi k, staèí ukázat, ¾e vektory pod-

prostoru W jsou øe¹eními soustavy rovni
 A � x

>

= o

>

. Znovu

ponìvad¾ mno¾ina v¹e
h øe¹ení této soustavy rovni
 tvoøí pod-

prostor vektorového prostoru (T

n

;+; �), postaèí jenom ukázat, ¾e

vektory f

1

; f

2

; : : : ; f

k

, je¾ tvoøí bázi podprostoruW, jsou øe¹eními

soustavy rovni
 A � x

>

= o

>

. Vzhledem ke konstruk
i mati
 A

a B je ale tato poslední podmínka ekvivaventní tomu, ¾e vektory

g

1

;g

2

; : : : ;g

n�k

jsou øe¹eními soustavy rovni
 B � x

>

= o

>

. Tak

tomu ale podle vý¹e popsané konstruk
e opravdu je.



Vìnujme se koneènì obe
né soustavì lineární
h rovni


A � x

>

= b

>

;

kde A = (a

ij

) je mati
e typu m=n nad tìlesem (T;+; �) a

b = (b

1

; b

2

; : : : ; b

m

) je vektor z prostoru (T

m

;+; �), tak jak byla

zadána na poèátku této kapitoly. Zamìníme-li v ní vektor b

nulovým vektorem o = (0; 0; : : : ; 0), získáme soustavu rovni


A � x

>

= o

>

;

o které mluvíme jako o zhomogenizované soustavì lineární
h

rovni
. V této situa
i platí následují
í fakt.

Tvrzení. Je-li soustava lineární
h rovni
 A � x

>

= b

>

øe¹i-

telná, pak pro libovolný vektor s = (s

1

; s

2

; : : : ; s

n

) z T

n

, který je

øe¹ením této soustavy, platí, ¾e mno¾ina v¹e
h øe¹ení soustavy

A � x

>

= b

>

má tvar

s+W = fs+ z : z 2Wg;

kde W � T

n

je vektorový podprostor v¹e
h øe¹ení zhomogeni-

zované soustavy lineární
h rovni
 A � x

>

= o

>

.

Dùkaz. Buï t = (t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) libovolný vektor z T

n

, který

je øe¹ením soustavy A � x

>

= b

>

. Polo¾me z = t � s. Potom

A � z

>

= A � t

>

�A � s

>

= b

>

�b

>

= o

>

, èili vektor z je øe¹ením

zhomogenizované soustavy A � x

>

= o

>

, tak¾e z 2 W a pøitom

t = s+ z.

Ne
h» naopak z 2 W je libovolný vektor, tedy ne
h» z je

libovolné øe¹ení zhomogenizované soustavy A �x

>

= o

>

. Uva¾me

vektor t = s + z. Potom pro tento vektor vy
hází, ¾e A � t

>

=

A � s

>

+A �z

>

= b

>

+o

>

= b

>

, tak¾e vektor t je øe¹ením zadané

soustavy lineární
h rovni
 A � x

>

= b

>

.



V kontextu posledního tvrzení se pou¾ívá následují
í termino-

logie. Je-li A �x

>

= b

>

libovolná øe¹itelná soustava m lineární
h

rovni
 o n neznámý
h nad tìlesem (T;+; �), pak jeden ka¾dý

vektor s = (s

1

; s

2

; : : : ; s

n

) z prostoru (T

n

;+; �), který je øe¹ením

této soustavy, se nazývá partikulární øe¹ení soustavy rovni


A�x

>

= b

>

. Mno¾inu v¹e
h øe¹ení této soustavy lze potom získat

tak, ¾e k jednomu jejímu partikulárnímu øe¹ení se postupnì pøi-

ètou v¹e
hna øe¹ení pøíslu¹né zhomogenizované soustavy rovni
.

V dùkazu tvrzení o dimenzi vektorového prostoru v¹e
h øe¹ení

dané homogenní soustavy lineární
h rovni
 jsme dále vidìli, ja-

kým zpùsobem je mo¾no najít bázi podprostoruW vektorového

prostoru (T

n

;+; �), který je mno¾inou v¹e
h øe¹ení zhomogeni-

zované soustavy rovni
 A � x

>

= o

>

. Libovolná báze f

1

; f

2

; : : : ; f

k

vektorového podprostoruW v¹e
h øe¹ení této zhomogenizované

soustavy se pak nazývá fundamentální systém øe¹ení zadané

soustavy rovni
 A � x

>

= b

>

. Pak platí, ¾e W = hf

1

; f

2

; : : : ; f

k

i,

tak¾e mno¾inu v¹e
h øe¹ení soustavy rovni
 A � x

>

= b

>

lze ex-

pli
itnì zapsat ve tvaru

s+ hf

1

; f

2

; : : : ; f

k

i:

Zbývá popsat metodu, jak najít alespoò jedno partikulární

øe¹ení s = (s

1

; s

2

; : : : ; s

n

) soustavy lineární
h rovni
 A �x

>

= b

>

.

Opìt je snadné se pøesvìdèit, ¾e provádìním elementární
h øád-

kový
h úprav, tentokrát ov¹em s 
elou roz¹íøenou mati
í (Ajb

>

)

soustavy, se nezmìní mno¾ina v¹e
h øe¹ení soustavy A �x

>

= b

>

.

Dále zase mù¾eme elementárními øádkovými úpravami pøevést

roz¹íøenou mati
i (Ajb

>

) a¾ na Gauss-Jordanùv tvar. Vyjde-li

poslední nenulový øádek v tomto tvaru tak, ¾e má svùj hlavní

prvek a¾ v posledním, oddìleném sloup
i, pak má roz¹íøená ma-

ti
e (Ajb

>

) vìt¹í hodnost ne¾ mati
e A, tak¾e podle Frobeniovy

vìty nemá soustava A �x

>

= b

>

øe¹ení. V opaèném pøípadì zvo-

líme partikulární øe¹ení s = (s

1

; s

2

; : : : ; s

n

) soustavy A �x

>

= b

>

napøíklad tak, ¾e v¹e
hny jeho volné slo¾ky polo¾íme rovny 0



a zbývají
í slo¾ky vekoru s pak jednoznaènì vyjdou. Poté sou-

stavu zhomogenizujeme a zpùsobem popsaným v dùkazu ji¾ 
i-

tovaného tvrzení, opìt s pou¾itím Gauss-Jordanova tvaru ma-

ti
e A, najdeme fundamentální systém øe¹ení f

1

; f

2

; : : : ; f

k

sou-

stavy rovni
 A � x

>

= b

>

. Tím podle pøed
hozího výkladu zís-

káme v¹e
hna potøebná data ke kompletnímu popisu mno¾iny

v¹e
h øe¹ení této soustavy rovni
. Tento postup se nazýváGaus-

sova eleminaèní metoda øe¹ení soustav lineární
h rovni
.

Je-li (T;+; �) tìleso, je-li s libovolný vektor z T

n

a je-li W

podprostor v (T

n

;+; �), pak mno¾ina vektorù Q = s+W popsa-

ná v poslednì uvedeném tvrzení se nazývá lineární varieta ve

vektorovém prostoru (T

n

;+; �). Podotknìme, ¾e pak pro ka¾dý

vektor t z mno¾iny s+W zjevnì platí, ¾e s+W = t+W.

Tvrzení. Buï (T;+; �) tìleso. Pak pro libovolnou lineární

varietu Q ve vektorovém prostoru (T

n

;+; �) existuje soustava

lineární
h rovni
A�x

>

= b

>

o n neznámý
h nad tìlesem (T;+; �)

taková, ¾e mno¾inou v¹e
h øe¹ení této soustavy rovni
 je právì

lineární varieta Q.

Dùkaz. Ne
h» vektor s z T

n

a podprostor W � T

n

jsou

takové, ¾e Q = s + W. Podle pøedminulého tvrzení existuje

homogenní soustava lineární
h rovni
 A � x

>

= o

>

, její¾ mno¾i-

nou v¹e
h øe¹ení je právì podprostorW. Urèeme vektor b z T

m

z rovností b

>

= A � s

>

. Z minulého tvrzení je pak jasné, ¾e mno-

¾inou v¹e
h øe¹ení soustavy lineární
h rovni
 A � x

>

= b

>

bude

právì lineární varieta Q.


