
Vektorové prostory

Zobeníme nejprve pøedstavu vektorù z dvourozmìrného nebo

trojrozmìrného prostoru na libovolný n-rozmìrný prostor, kde n

je jakékoliv pøirozené èíslo. Tento n-rozmìrný prostor reprezen-

tujeme jako kartézskou moninu R

n

mno¾iny R v¹eh reálnýh

èísel, tedy jako mno¾inu v¹eh n-ti reálnýh èísel.

Vezmeme-li libovolné dva body A;B 2 R

n

, tedy dvì n-tie

reálnýh èísel A = [a
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dva body urèují vektor u = (u

1

; u

2

; : : : ; u

n

) tak, ¾e u

1

= b

1

� a

1

,

u

2

= b

2

� a

2

, . . . , u

n

= b

n

� a

n

. Pak ov¹em mù¾eme struènì

psát B = A + u, hápeme-li tento souèet po jednotlivýh slo¾-

káh. Tentý¾ vektor u = (u

1

; u

2

; : : : ; u

n

) je ov¹em urèen také

kterýmikoliv jinými dvìma body C;D 2 R

n

, tedy jinými dvìma

n-tiemi C = [
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℄, D = [d
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℄, pro nì¾ platí
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, . . . , u
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= d
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, tak¾e pak lze po-

dobnì psát D = C + u. Samotný vektor u = (u

1

; u

2

; : : : ; u

n

) je

pak rovnì¾ n-tií reálnýh èísel, a je tedy také prvkem kartézské

moniny R

n

.

Naví máme-li tøi body A;B;C 2 R

n

, kde body A;B urèují

vektor u = (u

1

; u

2

; : : : ; u

n

) tak, ¾e B = A + u, a body B;C

urèují podobnì vektor v = (v

1

; v

2

; : : : ; v

n

) tak, ¾e C = B + v,

pak ov¹em máme C = A + u + v, o¾ znamená, ¾e souèet vek-

torù u + v = (u

1

+ v
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) je vektor urèený

body A;C. Kromì toho urèuje-li dvojie bodù A;B vektor

u = (u

1

; u

2

; : : : ; u

n

), pak dvojie bodùB;A urèuje opaèný vektor

�u = (�u

1

;�u

2

; : : : ;�u

n

). Dvojie stejnýh bodù A;A urèuje

nulový vektor o = (0; 0; : : : ; 0). Takto je mo¾no kartézskou mo-

ninu R

n

hápat také jako mno¾inu v¹eh vektorù v n-rozmìrném

prostoru, které spolu s právì popsanou operaí + tvoøí komuta-

tivní grupu (R

n

;+).



Vedle toho máme mo¾nost je¹tì pro ka¾dé èíslo r 2 R a

pro ka¾dý vektor u 2 R

n

, u = (u

1

; u

2

; : : : ; u

n

), uva¾ovat také

vektor r�u = (r�u

1

; r�u

2

; : : : ; r�u

n

). Tímto zpùsobem zavedená

tzv. vnìj¹í operae � , tj. násobení vektoru u 2 R

n

skalárem

r 2 R má nìkteré dal¹í pøíznivé vlastnosti, které jsou popsány

ní¾e. Máme-li na zøeteli elou takto vzniklou strukturu, mlu-

víme o vektorovém prostoru (R

n

;+; �) nad tìlesem (R ;+; �) v¹eh

reálnýh èísel.

Postoupíme-li v proesu zobeòování a abstrake je¹tì dále

a vezmeme-li místo reálnýh èísel jakékoliv tìleso a místo jeho

n-té kartézské moniny jakoukoliv komutativní grupu, která

bude svázána s daným tìlesem vnìj¹í operaí skalárního násobku

majíí analogiké vlastnosti jako doposud, dostaneme následu-

jíí obený pojem vektorového prostoru.

Buï (T;+; �) tìleso a buï (V;+) komutativní grupa. Neh»

je dále dáno zobrazení

� : T �V ! V

pøiøazujíí ka¾dému prvku s 2 T a ka¾dému prvku u 2 V prvek

s�u 2 V takovým zpùsobem, ¾e pro libovolná s; t 2 T a u;v 2 V

platí

s � (u+ v) = s�u+ s�v;

(s+ t) � u = s�u+ t�u;

(s � t) � u = s � (t � u);

1�u = u:

Pak trojie (V;+; �) se nazývá vektorový prostor nad tìle-

sem (T;+; �).

Prvky mno¾inyV se nazývají vektory a prvky mno¾iny T se

nazývají skaláry. Neutrální prvek grupy (V;+) se znaèí sym-

bolem o a nazývá se nulový vektor. Opaèný prvek k vektoru

u 2 V v grupì (V;+) se znaèí symbolem �u a nazývá se

opaèný vektor k vektoru u. Vektor s�u, kde s 2 T a u 2 V,

se nazývá skalární násobek vektoru u prvkem s.



Symbolem + jsou ve struktuøe vektorového prostoru ozna-

èeny dvì binární operae, toti¾ sèítání + : T �T ! T v tìlese

(T;+; �) a sèítání + : V�V! V v komutativní grupì (V;+).

Podobnì symbolem � je oznaèena jednak binární operae náso-

bení � : T �T ! T v tìlese (T;+; �) a také vnìj¹í operae ska-

lárního násobku � : T �V ! V, která je pak uvádìna v rámi

trojie (V;+; �). Je tøeba mít tuto okolnost na zøeteli, i kdy¾

nebude moi dojít k nedorozumìní, ponìvad¾ z kontextu bude

v¾dy jasné, o kterou operai právì jde.

Pro libovolné vektory u;v 2 V budeme opìt synbolem u�v

znaèit vektor u+(�v). Pak z vlastností operaí ve struktuøe vek-

torového prostoru uvedenýh a¾ doposud plynou jako dùsledky

také následujíí vlastnosti.

Tvrzení. Neh» (V;+; �) je vektorový prostor nad tìlesem

(T;+; �). Pak pro libovolná s; t 2 T a u;v 2 V platí

s � (u� v) = s�u� s�v;

(s� t) � u = s�u� t�u;

s � (�u) = (�s) � u = �(s�u);

s�u = o () s = 0 _ u = o:

Dùkaz. Je¾to (�v)+v = o a s�v�s�v = s�v+(�s�v) = o,

dostáváme odtud s � (u � v) = s � (u + (�v)) + s�v � s�v =

s � (u+ (�v) + v)� s�v = s�u� s�v.

Dále ponìvad¾ (�t) + t = 0 a t�u� t�u = t�u+ (�t�u) = o,

dostáváme podobnì (s � t) � u = (s + (�t)) � u + t�u � t�u =

(s+ (�t) + t) � u� t�u = s�u� t�u.

Ponìvad¾ podle pøedhozího s�u+s � (�u) = s � (u+(�u)) =

s � (u�u) = s�u�s�u = o, je vektor s � (�u) opaèným vektorem

k vektoru s�u, tak¾e máme s�(�u) = �(s�u). Podobnì ponìvad¾

s�u+ (�s) � u = (s+ (�s)) � u = (s� s) � u = s�u� s�u = o, je

vektor (�s) �u opaèným vektorem k vektoru s�u, tak¾e máme

také (�s) � u = �(s�u).



Je-li s = 0, pak podle pøedhozíh poznatkù máme 0�u =

(0 � 0) � u = 0�u � 0�u = o. Je-li u = o, pak podobnì s�o =

s � (o� o) = s � o� s � o = o. Je-li naopak s�u = o a je-li pøitom

s 6= 0, pak u = 1�u = (s

�1

� s) � u = s

�1

� (s � u) = s

�1

� o = o

podle posledního zji¹tìní, tak¾e pak u = o.

Pøíklady. Neh» (T;+; �) je tìleso a neh» n je pøirozené èíslo.

Pak kartézská monina T

n

= f(s

1

; s

2

; : : : ; s

n

) j s

1

; s

2

; : : : ; s

n

2Tg

spolu s operaí sèítání + de�novanou po slo¾káh pøedpisem
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a s vnìj¹í operaí skalárního násobku � de�novanou podobnì

pøedpisem s�(t

1

; t

2

; : : : ; t

n

) = (s�t

1

; s�t

2

; : : : ; s�t

n

) tvoøí vektorový

prostor (T

n

;+; �) nad tìlesem (T;+; �). Speiální pøípad, kdy

tìlesem (T;+; �) bylo tìleso (R ;+; �) v¹eh reálnýh èísel, byl

rozebrán v úvodu této kapitoly.

Neh» opìt (T;+; �) je tìleso a neh» T [x℄ je mno¾ina v¹eh

polynomù nad tìlesem (T;+; �). V kapitole o okruzíh polynomù

jsme na mno¾inì T [x℄ de�novali binární operae + a � tak, ¾e

pak (T [x℄;+; �) byl okruh, nazývaný okruh polynomù nad tìle-

sem (T;+; �). Zú¾íme-li nyní druhou z tìhto operaí, tedy ope-

rai � tak, ¾e ji poneháme de�novanou pouze pro ty dvojie

polynomù f; g 2 T [x℄, kde f je konstantní polynom, a tedy f je

vlastnì prvkem mno¾iny T , dostaneme tak vnìj¹í operai ska-

lárního násobku pøiøazujíí ka¾dému prvku s 2 T a ka¾dému

polynomu g 2 T [x℄ polynom s�g 2 T [x℄. Tak vzniká vektorový

prostor (T [x℄;+; �) nad tìlesem (T;+; �).

Uva¾me mno¾inu R

h0;1i

v¹eh zobrazení intervalu h0; 1i do

mno¾iny R v¹eh reálnýh èísel. Na této mno¾inì de�nujme ope-

rai sèítání + pro libovolná f; g : h0; 1i ! R pøedpisem

(8x 2 h0; 1i)

�

(f + g)(x) = f(x) + g(x)

�



a dále de�nujme vnìj¹í operai skalárního násobku � pro libo-

volná r 2 R a f : h0; 1i ! R pøedpisem

(8x 2 h0; 1i)

�

(r � f)(x) = r � f(x)

�

:

Pak

�

R

h0;1i

;+; �

�

je vektorový prostor nad tìlesem (R ;+; �) v¹eh

reálnýh èísel.

Buï (V;+; �) vektorový prostor nad tìlesem (T;+; �). Neh»

W � V je podmno¾ina splòujíí následujíí podmínky:

o 2W;

(8u;v 2W)(u+ v 2W);

(8s 2 T )(8u 2W)(s�u 2W):

Pak øíkáme, ¾eW je podprostor vektorového prostoru (V;+; �).

Tato terminologie je ospravedlnìna skuteèností, ¾e potom mno-

¾inaW je uzavøená vzhledem k operai + sèítání vektorù a také

vzhledem ke skalárnímu násobení � vektorù libovolnými prvky

tìlesa (T;+; �); naví mno¾inaW obsahuje nulový vektor o a dále

ke ka¾dému vektoru u 2 W obsahuje také opaèný vektor �u,

ponìvad¾ �u = �(1 � u) = (�1) � u 2W. Tak¾e pak W � V je

podgrupa grupy (V;+) a elkem tak vzniká struktura (W;+; �),

která je zase vektorovým prostorem nad tìlesem (T;+; �), nebo»

také ostatní shora uvedené de�nièní podmínky vektorového pro-

storu zùstávají splnìny.

V ka¾dém vektorovém prostoru (V;+; �) nad tìlesem (T;+; �)

jsou podmno¾iny fog a V mno¾iny V podprostory vektorového

prostoru (V;+; �). Znamená to mimo jiné, ¾e (fog;+; �) tvoøí

vektorový prostor nad tìlesem (T;+; �), kterému øíkáme nulový

vektorový prostor. Kromì toho ov¹em mù¾e mít daný vekto-

rový prostor mno¾ství dal¹íh podprostorù.



Pøíklady. Neh» (T;+; �) je tìleso a neh» m;n jsou pøiro-

zená èísla splòujíím < n. Vidìli jsme, ¾e pak kartézská monina

T

n

= f(s

1

; s

2

; : : : ; s

n

) j s

1

; s
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; : : : ; s

n

2Tg spolu s operaemi sèí-

tání + a skalárního násobení � de�novanými po slo¾káh tvoøí

vektorový prostor (T

n

;+; �) nad tìlesem (T;+; �). Pak mno¾ina

T

m

� f0g

n�m

= f(s

1

; s

2

; : : : ; s

m

; 0; 0; : : : ; 0) j s

1

; s
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; : : : ; s
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2Tg,

je¾ je podmno¾inou kartézské moniny T

n

, je podprostorem vek-

torového prostoru (T

n

;+; �).

Buï opìt (T;+; �) tìleso. Vidìli jsme, ¾e pak okruh polynomù

(T [x℄;+; �) tvoøí vektorový prostor nad tìlesem (T;+; �). Pak

napøíklad mno¾ina ff 2 T [x℄ j (8t 2 T )(f(t) = f(�t))g tvoøí

podprostor ve vektorovém prostoru (T [x℄;+; �).

Tvrzení. Neh» (V;+; �) je vektorový prostor nad tìlesem

(T;+; �). Pak pro libovolnou indexovou mno¾inu I 6= ; a pro li-

bovolný soubor podprostorùW

i

vektorového prostoru (V;+; �),

kde i 2 I, platí, ¾e prùnik tohoto souboru podprostorù

T

i2I

W

i

je také podprostorem vektorového prostoru (V;+; �).

Dùkaz. Ovìøení faktu, ¾e mno¾ina

T

i2I

W

i

splòuje v¹ehny

vý¹e uvedené de�nièní podmínky vektorového podprostoru, po-

kud jednotlivé mno¾iny W

i

pro i 2 I tyto podmínky splòují, je

rutinní zále¾itostí.

Buï dále (V;+; �) vektorový prostor nad tìlesem (T;+; �).

Buï M � V libovolná podmno¾ina. Pak existuje alespoò je-

den podprostor vektorového prostoru (V;+; �) obsahujíí mno-

¾inu M { napøíklad elá mno¾ina V je takovým podprosto-

rem. To znamená, ¾e soubor v¹eh tìh podprostorù vektorového

prostoru (V;+; �), které obsahují mno¾imu M , je neprázdný.

Mù¾eme tedy utvoøit prùnik tohoto souboru podprostorù. Podle

pøedhozího tvrzení je tento prùnik sám podprostorem vektoro-

vého prostoru (V;+; �). Tento poslední podprostor pak znaèíme

symbolem hMi.



Je jasné, ¾e pak hMi je nejmen¹í podprostor vektorového

prostoru (V;+; �) v systému v¹eh podprostorù tohoto vekto-

rového prostoru èásteènì uspoøádaném inkluzí, který obsahuje

mno¾inuM . O tomto podprostoru hMi øíkáme, ¾e je to podpro-

stor generovaný mno¾inouM , a o samotné mno¾inìM øíkáme,

¾e je to mno¾ina generátorù podprostoru hMi. Tato terminolo-

gie je odùvodnìna následujíí skuteèností. Poznamenejme je¹tì

pøedtím, ¾e pro M = ; zøejmì máme hMi = fog.

Tvrzení. Neh» (V;+; �) je vektorový prostor nad tìlesem

(T;+; �) a neh» M � V, M 6= ; je libovolná podmno¾ina. Pak

platí následujíí rovnost:

hMi = fs
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Poznámka. O vektoru s

1

�u
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+s

2

�u

2

+ � � �+s
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n

øíkáme, ¾e

je to lineární kombinae vektorù u

1

;u

2

; : : : ;u

n

s koe�ienty

s

1

; s

2

; : : : ; s

n

. Podle uvedeného tvrzení je tedy podprostor hMi

tvoøen v¹emi lineárními kombinaemi koneènýh posloupností

vektorù z M s koe�ienty z T .

Dùkaz. Oznaème mno¾inu uvedenou napravo v dokazované

rovnosti jako U. Máme ukázat, ¾e pak hMi = U. Podle de�-

nie je hMi nejmen¹í podprostor vektorového prostoru (V;+; �)

vzhledem k inkluzi obsahujíí mno¾inuM . Staèí, kdy¾ uká¾eme,

¾e tyté¾ podmínky platí také pro mno¾inuU. Pak budeme vìdìt,

¾e vskutku hMi = U.

Nejprve ovìøíme, ¾e U je podprostorem vektorového prostoru

(V;+; �). Ov¹em M 6= ;, tak¾e mù¾eme zvolit vektor u 2 M

a máme o = u � u = 1�u + (�1)�u, o¾ ukazuje, ¾e o 2 U.

Dále pro libovolné dva vektory s
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2M platí, ¾e také

vektor s
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nále¾í do U. Rovnì¾ pro libovolné t 2 T také vektor t�(s

1

�u

1

+

s

2
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2

+ � � �+ s

n
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n

) = (t�s

1

)�u

1

+(t�s

2

)�u

2

+ � � �+(t�s

n

)�u

n

nále¾í

do U. Je tedy U podprostor ve (V;+; �).

Dále pro ka¾dý vektor u 2 M máme u = 1�u, tak¾e u 2 U.

Je tedy vidìt, ¾e M � U.

Nakone uká¾eme, ¾eU je nejmen¹í podmno¾ina veV s pøed-

hozími dvìma vlastnostmi vzhledem k inkluzi, tedy ¾e U je

nejmen¹í podprostor ve (V;+; �) splòujíí M � U:

Buï tedy W libovolný podprostor ve (V;+; �) takový ¾e

M � W. Pak je tøeba ukázat, ¾e U � W. Tedy pro libovolný

vektor s

1

�u
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+ s

2

�u

2

+ � � �+ s

n
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n

, kde n 2 N , s
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2M , máme ukázat, ¾e s
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n
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2

W. Ov¹em z de�nièníh vlastností podprostoru ihned plyne, ¾e

podprostor W je uzavøen vzhledem k tvorbì libovolnýh lineár-

níh kombinaí vektorù s koe�ienty z T . Skuteènì tedy platí,

¾e U �W.


