Vektorové prostory

Zobecnime nejprve predstavu vektorii z dvourozmérného nebo
trojrozmérného prostoru na libovolny n-rozmérny prostor, kde n
je jakékoliv pfirozené cislo. Tento n-rozmérny prostor reprezen-
tujeme jako kartézskou mocninu R” mnoziny R vSech realnych
Cisel, tedy jako mnozinu vsech n-tic realnych cisel.

Vezmeme-li libovolné dva body A, B € R", tedy dvé n-tice
readlnych Cisel A = [ay,as,...,a,], B = [b1, by, ..., b,], pak tyto
dva body urcuji vektor u = (uq, u, ..., u,) tak, ze u; = by — ay,
us = by —as, ..., u, = b, — a,. Pak ovSem muzeme strucné
psat B = A + u, chapeme-li tento soucet po jednotlivych sloz-
kach. Tentyz vektor u = (uq,us,...,u,) je ovSem urcen také
kterymikoliv jinymi dvéma body C, D € R", tedy jinymi dvéma
n-ticemi C' = [c1,¢2,...,¢,), D = [dy,do, ..., d,], pro néz plati
uy =dy — ¢, ug =dy — 9, ..., u, = d, — c,, takze pak lze po-
dobné psat D = C' 4 u. Samotny vektor u = (uy, ug, ..., u,) je
pak rovnéz n-tici redlnych cisel, a je tedy také prvkem kartézské
mocniny R".

Navic mame-li tii body A, B,C € R", kde body A, B urcuji
vektor u = (uy,ug,...,u,) tak, ze B = A+ u, a body B,C
urcuji podobné vektor v = (vq,vs,...,v,) tak, ze C = B+ v,
pak ovSem mame C' = A + u + v, coz znamena, ze soucet vek-
tori u + v = (uy + vy, ug + va, ..., u, + v,) je vektor uréeny
body A,C. Kromé toho urcuje-li dvojice bodi A, B vektor
u = (uy,ug,...,u,), pak dvojice boda B, A uréuje opa¢ny vektor
—u = (—uy, —uy,...,—uy,). Dvojice stejnych bodi A, A urcuje
nulovy vektor o = (0,0,...,0). Takto je mozno kartézskou moc-
ninu R" chapat také jako mnozinu vsech vektort v n-rozmérném
prostoru, které spolu s pravé popsanou operaci + tvori komuta-
tivni grupu (R, 4).



Vedle toho mame moznost jesté pro kazdé cislo r € R a
pro kazdy vektor u € R", u = (uy,u,...,u,), uvazovat také
vektor r-u = (r-uy,rus,...,ru,). Timto zpisobem zavedend
tzv. vnéjsi operace -, tj. nasobeni vektoru u € R" skalarem
r € R ma nékteré dalsi priznivé vlastnosti, které jsou popsany
nize. Mame-li na zteteli celou takto vzniklou strukturu, mlu-
vime o vektorovém prostoru (R", +, -) nad télesem (R, +, -) vSech
realnych cisel.

Postoupime-li v procesu zobeciiovani a abstrakce jesté dale
a vezmeme-li misto realnych cisel jakékoliv téleso a misto jeho
n-té kartézské mocniny jakoukoliv komutativni grupu, ktera
bude svazana s danym télesem vnéjsi operaci skalarniho nasobku
majici analogické vlastnosti jako doposud, dostaneme nasledu-
jici obecny pojem vektorového prostoru.

Bud (7, +, ) téleso a bud (V,+) komutativni grupa. Necht
je dale dano zobrazeni
-2 T'xXV =V

prifazujici kazdému prvku s € T a kazdému prvku u € V prvek
s-u € V takovym zplisobem, ze pro libovolnd s,t € Tau,v € V

platl S - (u + V) = s-u+ 5V,

(s+t)-u=su+tu,
(s-t)-u=s-(t-u),
l-u = u.

Pak trojice (V,+, ) se nazyva vektorovy prostor nad téle-
sem (T, +, ).

Prvky mnoziny V se nazyvaji vektory a prvky mnoziny 7" se
nazyvaji skalary. Neutralni prvek grupy (V,+) se znac¢i sym-
bolem o a nazyva se nulovy vektor. Opacny prvek k vektoru
u € V v grupé (V,+) se zna¢l symbolem —u a nazyva se
opac¢ny vektor k vektoru u. Vektor s-u, kde s € Tau € V,
se nazyva skalarni nasobek vektoru u prvkem s.



Symbolem + jsou ve strukture vektorového prostoru ozna-
ceny dvé binarni operace, totiz s¢itani + : T'xX T — T v télese
(1,4, ) as¢itdni + : V x V — V v komutativni grupé (V,+).
Podobné symbolem - je oznacena jednak binarni operace naso-
beni - : TxT — T v télese (T, +,-) a také vnéjsi operace ska-
larniho nasobku - : T'x V — V|, ktera je pak uvadéna v ramci
trojice (V,+,:). Je tfeba mit tuto okolnost na zreteli, i kdyz
nebude moci dojit k nedorozumeéni, ponévadz z kontextu bude
vzdy jasné, o kterou operaci prave jde.

Pro libovolné vektory u, v € V budeme opét synbolem u—v
znacit vektor u+(—v). Pak z vlastnosti operaci ve struktute vek-
torového prostoru uvedenych az doposud plynou jako dusledky
také nasledujici vlastnosti.

Tvrzeni. Necht (V,+,:) je vektorovy prostor nad télesem
(T, +, ). Pak pro libovolnd s,t € T'a u,v € V plati

s-(u—v)=su-—swv,
(s—t)-u=su-—tu,

s-(~u) = (~s) - u = —(su),
su=0 <= s=0V u=o.

Dukaz. Jeito (—v)+v =0 a ssv—sv =sv+(—sv)=o,
dostdvdme odtud s- (u —v) = s- (u+ (—Vv)) + sv — sv =
s-(u+(—=v)+Vv)—sv=su-—sv.

Déle ponévadz (—t)+t =0 a tu—tu=tu+ (—tu) =o,
dostdvame podobné (s —t)-u = (s+ (—=t)) -u+t-u—tu =
(s+ (—=t)+t)-u—tu=su-—tu.

Ponévadz podle predchoziho ssu+s-(—u) = s-(u+(—u)) =
s-(u—u) = s-u—s-u = o, je vektor s-(—u) opacnym vektorem
k vektoru s-u, takze mame s-(—u) = —(s-u). Podobné ponévadz
su+(—s)-u=(s+(-s))-u=(s—s)-u=su—su=o,je
vektor (—s)-u opa¢nym vektorem k vektoru s-u, takze mame
také (—s) -u= —(s-u).



Je-li s = 0, pak podle predchozich poznatki mame 0-u =
(0—0)-u = 0u—-0u=o. Jeli u = o, pak podobné s-o0 =
s-(0—0)=s-0—5-0=o0. Jeli naopak s-u = o a je-li pfitom
s#0,paku=1lu=(s!-s)-u=s'-(s-uy=s'-0=0

podle posledniho zjisténi, takze pak u = o.

Priklady. Necht (7, 4+, -) je téleso a necht n je pfirozené ¢islo.
Pak kartézskd mocnina T" = {(s1, s2,...,5,) | 51,92,...,5, €T}
spolu s operaci s¢itani + definovanou po slozkach predpisem
(81,82,...,8n) + (tl,tg,...,tn) = (81 + 41, S0+ tg, ..., Sy -|—tn)
a s vnéjsi operaci skalarniho nasobku - definovanou podobné
predpisem s-(t1,t, ..., t,) = (s-t1,stg,. .., st,) tvori vektorovy
prostor (1", 4,-) nad télesem (7,+,-). Specidlni prfipad, kdy
télesem (7', +,-) bylo téleso (R,+,-) vSech redlnych c¢isel, byl
rozebran v avodu této kapitoly.

Necht opét (7,4, ) je téleso a necht T'[x] je mnozina vSech
polynomt nad télesem (7, +,-). V kapitole o okruzich polynomi
jsme na mnoziné T'[x]| definovali bindrni operace + a - tak, Ze
pak (T'[z],+,-) byl okruh, nazyvany okruh polynomu nad téle-
sem (7', +, ). Zuzime-li nyni druhou z téchto operaci, tedy ope-
raci - tak, ze ji ponechame definovanou pouze pro ty dvojice
polynomt f, g € T[z], kde f je konstantni polynom, a tedy f je
vlastné prvkem mnoziny 7', dostaneme tak vnéjsi operaci ska-
larniho nasobku prirazujici kazdému prvku s € T a kazdému
polynomu g € T'[z] polynom s-g € T[x]. Tak vznikd vektorovy
prostor (T'[z],+, ) nad télesem (T, +, ).

Uvazme mnozinu R*Y viech zobrazeni intervalu (0,1) do
mnoziny R vSech realnych c¢isel. Na této mnoziné definujme ope-
raci s¢itani + pro libovolna f, g : (0,1) — R predpisem

(Vz € (0,1)) ((f + 9)(z) = f(z) + g())



a dale definujme vnéjsi operaci skalarniho nasobku - pro libo-
volndAr € Ra f: (0,1) — R predpisem

(Vz € (0,1) ((r- f)(z) =7 f(=)).

Pak (R<0’1>, +, ) je vektorovy prostor nad télesem (R, +, ) vSech
realnych cisel.

Bud (V,+,-) vektorovy prostor nad télesem (7', +,-). Necht
W C V je podmnozina spliujici nasledujici podminky:

oc W,
(Vu,ve W)(u+v e W),
(Vs € T)(Vu € W)(s-u e W).

Pak fikdme, ze W je podprostor vektorového prostoru (V, +, -).
Tato terminologie je ospravedlnéna skutecnosti, ze potom mno-
zina W je uzaviena vzhledem k operaci + scitani vektort a také
vzhledem ke skalarnimu nasobeni - vektori libovolnymi prvky
télesa (T, +, -); navic mnozina W obsahuje nulovy vektor o a déle
ke kazdému vektoru u € W obsahuje také opacny vektor —u,
ponévadz —u = —(1-u) = (—1)-u € W. Takze pak W C V je
podgrupa grupy (V, +) a celkem tak vznikd struktura (W, 4+, -),
ktera je zase vektorovym prostorem nad télesem (7', +, -), nebot
také ostatni shora uvedené definicni podminky vektorového pro-
storu ztistavaji splnény.

V kazdém vektorovém prostoru (V, +, -) nad télesem (7', +, -)
jsou podmnoziny {o} a V mnoziny V podprostory vektorového
prostoru (V,+,+). Znamend to mimo jiné, ze ({o},+,-) tvori
vektorovy prostor nad télesem (7', +, -), kterému fikdme nulovy
vektorovy prostor. Kromeé toho ovsem mtze mit dany vekto-
rovy prostor mnozstvi dalsich podprostort.



Priklady. Necht (7,4, ") je téleso a necht m,n jsou pfiro-
zena Cisla splnujici m < n. Videéli jsme, ze pak kartézska mocnina
T" = {(s1,82,.--,5,) | S1,82,...,8, €T} spolu s operacemi sci-
tani + a skalarniho néasobeni - definovanymi po slozkéach tvori
vektorovy prostor (7", +, ) nad télesem (7, +, ). Pak mnozina
T x {0}™ = {(s1,82,--+,8m,0,0,...,0)| s1,592,...,8, €T},
jez je podmnozinou kartézské mocniny 1" je podprostorem vek-
torového prostoru (7", +, -).

Bud opét (T, +, ) téleso. Vidéli jsme, ze pak okruh polynomi
(T'[z],+,-) tvori vektorovy prostor nad télesem (7, +,-). Pak
napriklad mnozina {f € T[z]| (Vt € T)(f(t) = f(—t))} tvori
podprostor ve vektorovém prostoru (7'[z], +, ).

Tvrzeni. Necht (V,+,-) je vektorovy prostor nad télesem
(T, 4+, ). Pak pro libovolnou indexovou mnozinu I # () a pro li-
bovolny soubor podprostori W; vektorového prostoru (V,+, -),
kde i € I, plati, ze priinik tohoto souboru podprostorii ();.; Wi
je také podprostorem vektorového prostoru (V, +,-).

Dukaz. Ovéfeni faktu, ze mnozina [),.; W; spliiuje viechny
vyse uvedené defini¢cni podminky vektorového podprostoru, po-
kud jednotlivé mnoziny W; pro ¢ € I tyto podminky splnuji, je
rutinni zalezitosti.

Bud dale (V,+,:) vektorovy prostor nad télesem (7', +,-).
Bud M C V libovolnd podmnozina. Pak existuje alespon je-
den podprostor vektorového prostoru (V,+,+) obsahujici mno-
zinu M — napriklad celd mnozina V je takovym podprosto-
rem. To znamenad, ze soubor vSech téch podprostort vektorového
prostoru (V,+,:), které obsahuji mnozimu M, je neprazdny.
Mizeme tedy utvorit prinik tohoto souboru podprostori. Podle
predchoziho tvrzeni je tento prinik sdm podprostorem vektoro-

vého prostoru (V, +, ). Tento posledni podprostor pak znac¢ime
symbolem (M).



Je jasné, ze pak (M) je nejmensi podprostor vektorového
prostoru (V,+,-) v systému vSech podprostori tohoto vekto-
rového prostoru castecné usporadaném inkluzi, ktery obsahuje
mnozinu M. O tomto podprostoru (M) fikame, ze je to podpro-
stor generovany mnozinou M, a o samotné mnoziné M rikame,
ze je to mnozina generatord podprostoru (M). Tato terminolo-
gie je odtvodnéna nasledujici skutecnosti. Poznamenejme jesté
predtim, ze pro M = () ziejmé mame (M) = {o}.

Tvrzeni. Necht (V,+,:) je vektorovy prostor nad télesem
(T,+,-) anecht M C V, M # () je libovolnd podmnozina. Pak
plati nasledujici rovnost:

<M> :{81-u1—|—82-u2—|—---—|—3n-un\ n €N, sy,s9,...,8, €T,
up, Uy, ..., u, € M}.

Poznamka. O vektoru si-u; 4 so-us+- - -+ s,,-u,, fikdme, ze
je to linearni kombinace vektort uy, uo,...,u, s koeficienty
1,82, - - -, Sp. Podle uvedeného tvrzeni je tedy podprostor (M)
tvoren vSemi linearnimi kombinacemi konecnych posloupnosti
vektorti z M s koeficienty z T

Dukaz. Oznac¢me mnozinu uvedenou napravo v dokazované
rovnosti jako U. Mame ukézat, ze pak (M) = U. Podle defi-
nice je (M) nejmensi podprostor vektorového prostoru (V, +, )
vzhledem k inkluzi obsahujici mnozinu M. Staci, kdyz ukazeme,
ze tytéz podminky plati také pro mnozinu U. Pak budeme védeét,
ze vskutku (M) = U.

Nejprve ovérime, ze U je podprostorem vektorového prostoru
(V,+,-). Oviem M # (), takze miizeme zvolit vektor u € M
a madme o = u—u = l-u+ (—1)-u, coz ukazuje, ze o € U.
Dale pro libovolné dva vektory si-uy + sprug + -+ + s,-u, a
t1-vy + ta vy + -+ + tp-vy z U, kde n,k € N, s1,89,...,8,,
ty,ta, ...t €T, u,ug,...,u,, vy, Vo, ..., vy € M plati, ze také
vektor sj-up + s + -+ - A+ S0y, + LV +taeva + s LV,



néalezi do U. Rovnéz pro libovolné t € T také vektor t-(s1-u; +
SoUg 4+ + Sp-uy,) = (E-81)-ug + (¢-59)-ug + - - - + (t-s,,) -0, nélezi
do U. Je tedy U podprostor ve (V,+,-).

Dale pro kazdy vektor u € M mame u = 1-u, takze u € U.
Je tedy vidét, ze M C U.

Nakonec ukazeme, ze U je nejmensi podmnozina ve V s pred-
chozimi dvéma vlastnostmi vzhledem k inkluzi, tedy ze U je
nejmensi podprostor ve (V,+, ) spliujici M C U:

Bud tedy W libovolny podprostor ve (V,+,-) takovy ze
M C W. Pak je treba ukazat, ze U C W. Tedy pro libovolny
vektor s;-uy; + so-ug + -+ -+ s,-u,, kden €N, s1,89,...,5, €T,
up, Uy, ..., u, € M, mame ukazat, ze s;-u;+s9-ug+- - -+s,-1,, €
W. Ovsem z defini¢nich vlastnosti podprostoru ihned plyne, ze
podprostor W je uzavien vzhledem k tvorbé libovolnych linear-
nich kombinaci vektorti s koeficienty z T'. Skutecné tedy plati,

ze U C W.



