
Raionální lomené funke

Buï (R;+; �) nekoneèné tìleso. Neh» f; g 2 R[x℄ jsou polynomy,

pøièem¾ g 6= 0. Víme, ¾e pak polyom g má jenom koneèný poèet

koøenù. Oznaème K

g

mno¾inu v¹eh koøenù polynomu g. Pak

de�nujeme zobrazení

<

f=g

: R �K

g

! R

pøedpisem

(8 2 R �K

g

)(<

f=g

() = f()�(g())

�1

):

Zobrazení <

f=g

se nazývá raionální lomená funke urèená

dvojií polynomù f; g.

Na mno¾inì R[x℄ � (R[x℄ � f0g) de�nujeme relai � takto:

Pro libovolné polynomy f; g; s; t 2 R[x℄, g 6= 0, t 6= 0, klademe

(f; g) � (s; t) () f �t = s�g:

Na pravé stranì v této de�nii vystupuje rovnost dvou polynomù

z R[x℄. Podle posledního dùsledku z minulé kapitoly je tato

rovnost f �t = s�g ekvivalentní rovnosti polynomikýh funkí

}

f �t

= }

s�g

. Dùkaz itovaného dùsledku je ov¹em takový, ¾e úplnì

staèí po¾adovat rovnost tìhto dvou funkí pouze na nekoneèné

mno¾inì R � (K

g

[ K

t

). Tento po¾adavek je pak ov¹em ekvi-

valentní rovnosti raionálníh lomenýh funkí <

f=g

a <

s=t

na

mno¾inì R � (K

g

[K

t

). Znamená to tedy, ¾e pro libovolné po-

lynomy f; g; s; t 2 R[x℄, g 6= 0, t 6= 0, máme

(f; g) � (s; t) () (8 2 R � (K

g

[K

t

))(<

f=g

() = <

s=t

()):

Dále je evidentní, ¾e tato relae � je ekvivalene na mno¾inì

R[x℄� (R[x℄�f0g). Tímto zpùsobem vzniká faktorová mno¾ina

R[x℄� (R[x℄�f0g) = � . Pro libovolné polynomy f; g 2 R[x℄,

g 6= 0, budeme tøídu [(f; g)℄� této faktorové mno¾iny znaèit

kráte symbolem

f

g

a budeme mluvit o zlomku urèeném dvojií

polynomù f; g.



Faktorová mno¾ina R[x℄� (R[x℄�f0g) =� je tedy pøi uve-

dené terminologii mno¾inou v¹eh zlomkù vytvoøenýh z poly-

nomù z R[x℄. Pøi uvedeném oznaèení pak pùvodní de�nie ekvi-

valene � vypadá tak, ¾e pro libovolná f; g; s; t 2 R[x℄, g 6= 0,

t 6= 0, máme

f

g

=

s

t

() f �t = s�g:

Ka¾dý zlomek

f

g

je ov¹em mo¾no vyjádøit jednoznaènì v násle-

dujíím speiálním, tzv. vykráeném tvaru:

Tvrzení. Buï (R;+; �) nekoneèné tìleso. Pak pro libovolné

polynomy f; g 2 R[x℄, g 6= 0, existují polynomy s; t 2 R[x℄,

t 6= 0, takové, ¾e (s; t) = 1, polynom t je normovaný a platí

f

g

=

s

t

. Polynomy s; t jsou pøitom urèeny jednoznaènì.

Dùkaz. Neh» a je vedouí koe�ient polynomu g. Polo¾me

f

0

= a

�1

�f a g

0

= a

�1

�g. Pak polynom g

0

je normovaný a podle

pøedhozí formule zøejmì platí

f

g

=

f

0

g

0

. Neh» dále h = (f

0

; g

0

).

Pak existují polynomy s; t 2 R[x℄ takové, ¾e f

0

= h�s a g

0

= h�t.

Potom znovu z formule pøedházejíí tomuto tvrzení plyne, ¾e

f

0

g

0

=

s

t

. Pøitom t 6= 0 a t je nutnì normovaný polynom, jeliko¾

g

0

i h jsou takové polynomy. Kromì toho (s; t) = 1, nebo» kdyby

tomu tak nebylo, zjevnì by neplatilo, ¾e (f

0

; g

0

) = h.

Neh» dále s; s

0

; t; t

0

2 R[x℄, t 6= 0, t

0

6= 0 jsou takové poly-

nomy, ¾e (s; t) = 1 a (s

0

; t

0

) = 1, polynomy t; t

0

jsou normované

a platí pro nì

f

g

=

s

t

i

f

g

=

s

0

t

0

. Pak ov¹em

s

t

=

s

0

t

0

. Z formule

zmiòované vý¹e pak plyne, ¾e s�t

0

= s

0

�t. Ponìvad¾ (s; t) = 1,

z této rovnosti na základì dùsledku Bezoutovy rovnosti z pøed-

minulé kapitoly plyne, ¾e s j s

0

a t j t

0

. Ponìvad¾ také (s

0

; t

0

) = 1,

podobnì odtud plyne rovnì¾, ¾e s

0

j s a t

0

j t. Ponìvad¾ polynomy

t; t

0

jsou normované, znamená to, ¾e t = t

0

, odkud vyhází té¾,

¾e s = s

0

.



Dále je mo¾no na faktorové mno¾inì R[x℄� (R[x℄�f0g) =�

de�novat binární operae + a � následovnì. Pro libovolná f; g;

u; v 2 R[x℄, g 6= 0, v 6= 0, klademe

f

g

+

u

v

=

f �v + g�u

g�v

a

f

g

�

u

v

=

f �u

g�v

:

Je snadné ovìøit, ¾e tyto de�nie jsou korektní v tom smyslu, ¾e

výsledný zlomek v ¾ádné z obou operaí nezávisí na tom, kte-

rými konkrétními dvojiemi polynomù jsme výhozí dva zlomky

reprezentovali. Kromì toho se pak rovnì¾ lehe ovìøí, ¾e fak-

torová mno¾ina R[x℄� (R[x℄�f0g) = � , tedy mno¾ina v¹eh

vý¹e popsanýh zlomkù spolu s právì de�novanými operaemi

+ a � tvoøí tìleso. Mluvíme o tìlese zlomkù nad okruhem

(R[x℄;+; �). Nakone se snadno nahlédne, ¾e zobrazení pøiøazu-

jíí ka¾dému polynomu h 2 R[x℄ zlomek

h

1

je prostým homomor-

�smem okruhu polynomù (R[x℄;+; �) do právì popsaného tìlesa

zlomkù nad tímto okruhem. Je tedy mo¾no takto polynomy há-

pat jako speiální typ zlomkù.

Neh» znovu f; g 2 R[x℄ jsou polynomy, g 6= 0. Øekneme, ¾e

zlomek

f

g

je ryzí, jestli¾e st(f) < st(g). Poznamenejme, ¾e ani

tato de�nie nezávisí na dané konkrétní reprezenti dotyèného

zlomku, nebo» jsou-li s; t 2 R[x℄, t 6= 0 takové polynomy, ¾e

f

g

=

s

t

, pak máme f �t = s�g, a tedy st(f) + st(t) = st(s) + st(g).

Tak¾e st(f) < st(g) platí právì tehdy, kdy¾ platí st(s) < st(t).

Tvrzení. Buï (R;+; �) nekoneèné tìleso. Pak pro libovolné

polynomy f; g 2 R[x℄, g 6= 0, existují polynomy h; u; v 2 R[x℄,

v 6= 0, takové, ¾e

f

g

= h +

u

v

, pøièem¾

u

v

je ryzí zlomek. Pøitom

polynom h i ryzí zlomek

u

v

jsou urèeny jednoznaènì.

Dùkaz. Podle vìty o dìlení polynomù se zbytkem existují

polynomy h; u 2 R[x℄ takové, ¾e f = g�h+u, pøièem¾ je splnìno

st(u) < st(g). To znamená, ¾e pak

f

g

=

g�h+u

g

=

h

1

+

u

g

, tak¾e

f

g

= h+

u

g

, kde

u

g

je ryzí zlomek.



Neh» dále h; h

0

; u; u

0

; v; v

0

2 R[x℄, v 6= 0, v

0

6= 0, jsou takové

polynomy, ¾e

f

g

= h+

u

v

i

f

g

= h

0

+

u

0

v

0

, pøièem¾ oba zlomky

u

v

i

u

0

v

0

jsou ryzí. Pak tedy máme h+

u

v

= h

0

+

u

0

v

0

, tak¾e h� h

0

=

u

0

v

0

�

u

v

,

a tedy (h � h

0

)�v�v

0

= u

0

�v � u�v

0

. Ponìvad¾ ale st(u) < st(v)

a st(u

0

) < st(v

0

), plyne odtud, ¾e st(u

0

�v � u�v

0

) < st(v�v

0

). To

ov¹em ukazuje, ¾e pøedhozí rovnost mù¾e platit jenom tehdy,

je-li h = h

0

. To má pak za následek také rovnost

u

v

=

u

0

v

0

.

Tvrzení. Buï (R;+; �) nekoneèné tìleso. Neh» f; g; h2R[x℄,

g 6= 0, h 6= 0 jsou takové polynomy, ¾e (g; h) = 1 a

f

g�h

je ryzí

zlomek. Potom existují polynomy u; v 2 R[x℄ takové, ¾e platí

f

g�h

=

u

g

+

v

h

, pøièem¾ oba zlomky

u

g

i

v

h

jsou ryzí. Naví tyto

polynomy u; v jsou urèeny jednoznaènì.

Dùkaz. Ponìvad¾ (g; h) = 1, podle Bezoutovy rovnosti exis-

tují polynomy s; t 2 R[x℄ takové, ¾e 1 = h�s + g�t. Pak ov¹em

f = f �1 = f �h�s + f �g�t, tak¾e

f

g�h

=

f �h�s+f �g�t

g�h

=

f �s

g

+

f �t

h

. Podle

pøedhozího tvrzení a jeho dùkazu pak ale existují polynomy

p; q; u; v 2 R[x℄ takové, ¾e

f �s

g

= p +

u

g

a

f �t

h

= q +

v

h

, pøièem¾

u

g

i

v

h

jsou ryzí zlomky. Tak¾e dostáváme

f

g�h

= p + q +

u

g

+

v

h

.

Ponìvad¾ v¹ehny zlomky v této rovnosti jsou ryzí, podobnou

argumentaí jako v závìru pøedhozího dùkazu odtud odvodíme,

¾e nutnì p+ q = 0. Vyhází tedy, ¾e

f

g�h

=

u

g

+

v

h

.

Neh» dále u; u

0

; v; v

0

2 R[x℄ jsou takové polynomy, ¾e platí

f

g�h

=

u

g

+

v

h

i

f

g�h

=

u

0

g

+

v

0

h

, pøièem¾ v¹ehny zlomky

u

g

;

v

h

;

u

0

g

;

v

0

h

jsou ryzí. Pak ov¹em

u

g

+

v

h

=

u

0

g

+

v

0

h

, tak¾e máme u�h + v�g =

u

0

�h + v

0

�g, a tedy (v � v

0

)�g = (u

0

� u)�h. Ponìvad¾ (g; h) = 1,

podle dùsledku Bezoutovy rovnosti z pøedminulé kapitoly odtud

plyne, ¾e g j(u

0

� u) a h j(v � v

0

). Proto¾e ale st(u

0

� u) < st(g)

a st(v� v

0

) < st(h), je to mo¾né jenom tak, ¾e u = u

0

a v = v

0

.

Neh» p 2 R[x℄ je ireduibilní polynom, f 2 R[x℄ je nenulový

polynom takový, ¾e st(f) < st(p), a neh» k je pøirozené èíslo.

Polo¾me g = p

k

. Pak o zlomku

f

g

øíkáme, ¾e je to prostý zlomek.



Nyní jsme pøipraveni formulovat následujíí vìtu o rozkladu

raionálníh lomenýh funkí na pariální zlomky.

Vìta. Buï (R;+; �) nekoneèné tìleso. Pak libovolný nenu-

lový ryzí zlomek vytvoøený z polynomù z R[x℄ lze vyjádøit ve

tvaru souètu koneèného poètu prostýh zlomkù. Pøitom toto vy-

jádøení je pro daný ryzí zlomek jediné.

Dùkaz. Mìjme libovolný ryzí zlomek

f

g

, kde f; g 2 R[x℄ jsou

takové polynomy, ¾e f 6= 0, g 6= 0 a st(f) < st(g). Pak g je ne-

konstantní polynom. Ponìvad¾ okruh polynomù (R[x℄;+; �) je

okruhem s jednoznaèným rozkladem, existují konstanta a 2 R,

a 6= 0, pøirozené èíslo `, vzájemnì rùzné normované ireduibilní

polynomy p

1

; p

2

; : : : ; p

`

z R[x℄ a pøirozená èísla k

1

; k

2

; : : : ; k

`

taková, ¾e platí g = a�p

k

1

1

� p

k

2

2

� : : : � p

k

`

`

. Polo¾me je¹tì f

0

= a

�1

�f ,

g

0

= a

�1

�g a dodejme, ¾e potom

f

g

=

f

0

g

0

a g

0

= p

k

1

1

� p

k

2

2

� : : : � p

k

`

`

.

Poznamenejme je¹tì, ¾e pak pro ka¾dé i 2 f1; 2; : : : ; `g je po-

lynom p

k

i

i

nesoudìlný se souèinem v¹eh zbývajííh polynomù

mezi p

k

1

1

; p

k

2

2

; : : : ; p

k

`

`

. Vzhledem k této okolnosti je mo¾no opa-

kovanou aplikaí pøedhozího tvrzení postupnì najít polynomy

u

1

; u

2

; : : : ; u

`

2 R[x℄ tak, ¾e platí

f

g

=

u

1

p

k

1

1

+

u

2

p

k

2

2

+ � � �+

u

`

p

k

`

`

;

pøièem¾ v¹ehny zlomky napravo v této rovnosti jsou ryzími

zlomky. Ponìvad¾ f 6= 0, existuje alespoò jedno i 2 f1; 2; : : : ; `g,

pro nì¾ je u

i

6= 0. Vezmìme nyní libovolné i 2 f1; 2; : : : ; `g tako-

vé, ¾e u

i

6= 0, a zkoumejme zlomek

u

i

p

k

i

i

. Oznaème ho kvùli jedno-

duhosti jako

u

p

k

. Je-li k = 1, je to ji¾ prostý zlomek. Pøedpoklá-

dejme tedy dále, ¾e k > 1. Pak opakovaným dìlením polynomù

se zbytkem postupnì najdeme polynomy q

1

; q

2

; : : : ; q

k�1

2 R[x℄

a r

1

; r

2

; : : : ; r

k�1

2 R[x℄ takové, ¾e platí:



u = p�q

1

+ r

1

; st(r

1

) < st(p);

q

1

= p�q

2

+ r

2

; st(r

2

) < st(p);

q

2

= p�q

3

+ r

3

; st(r

3

) < st(p);

: : :

q

k�2

= p�q

k�1

+ r

k�1

; st(r

k�1

) < st(p):

Ponìvad¾ st(u) < st(p

k

), vyhází odtud postupnì také, ¾e

st(q

1

) < st(p

k�1

), st(q

2

) < st(p

k�2

), st(q

3

) < st(p

k�3

), . . . ,

st(q

k�1

) < st(p). Z pøedhozíh rovností rovnì¾ dále plyne, ¾e

u = r

1

+ p�r

2

+ p

2

�r

3

+ � � �+ p

k�2

�r

k�1

+ p

k�1

�q

k�1

. Pøitom u 6= 0.

To znamená, ¾e dostáváme

u

p

k

=

r

1

p

k

+

r

2

p

k�1

+

r

3

p

k�2

+ � � �+

r

k�1

p

2

+

q

k�1

p

;

pøièem¾ v¹ehny ty zlomky uvedené vpravo v této rovnosti, které

jsou nenulové, jsou prostými zlomky. Tento fakt spolu s pøedho-

zím rozkladem ryzího zlomku

f

g

dokazují existeni po¾adovaného

vyjádøení zlomku

f

g

ve tvaru souètu nìkolika prostýh zlomkù.

Jednoznaènost tohoto vyjádøení se doká¾e argumenty podobný-

mi tìm, které byly pou¾ity v dùkazeh pøedhozíh dvou tvrzení.

Poznámky. Pøed rozkladem daného ryzího zlomku

f

g

na

souèet prostýh zlomkù je rozumné vyjádøit tento zlomek ve

vykráeném tvaru podle prvního tvrzení této kapitoly.

Po¾adujeme-li, aby zde prosté zlomky byly vyjádøeny v ta-

kovém tvaru, který byl dán v jejih de�nii, a heme-li naví,

aby pøitom ireduibilní polynomy v tìhto tvareh byly normo-

vané, pak dostáváme jednoznaènost rozkladu ryzího zlomku

f

g

na souèet prostýh zlomkù netoliko, pokud jde o vlastní prosté

zlomky v tomto rozkladu obsa¾ené, ale dokone, pokud se týèe

samotnýh polynomù pou¾itýh ve vyjádøeníh tìhto zlomkù.


