Racionalni lomené funkce

Bud (R, +, -) nekonecné téleso. Necht f, g € R[x] jsou polynomy,
pricemz g # 0. Vime, ze pak polyom g ma jenom konecny pocet
kofenti. Ozna¢me K, mnoZinu vSech kofent polynomu g. Pak
definujeme zobrazeni

§Rf/g : R—Kg — R

(Ve € R — Ky)(Ry/4(c) = f(c)-(9(c) 7).
Zobrazeni R/, se nazyva racionalni lomena funkce urcena
dvojici polynomi f, g.
Na mnoziné R[z] X (R[z] — {0}) definujeme relaci ~ takto:
Pro libovolné polynomy f, g, s,t € R[z], g # 0, t # 0, klademe

predpisem

(f,g9) = (s,t) <= ft=s7g.

Na pravé strané v této definici vystupuje rovnost dvou polynomi
z R[z]. Podle posledniho disledku z minulé kapitoly je tato
rovnost f-t = s-g ekvivalentni rovnosti polynomickych funkci
©rt = Ps.¢. Dikaz citovaného disledku je ovsem takovy, Ze tplné
staci pozadovat rovnost téchto dvou funkci pouze na nekonec¢né
mnoziné R — (K, U K;). Tento pozadavek je pak ovSem ekvi-
valentni rovnosti raciondlnich lomenych funkci ®;/, a R,/ na
mnoziné R — (K, U K;). Znamena to tedy, ze pro libovolné po-
lynomy f,g,s,t € R[z], g # 0, t # 0, mame

(f,9) = (s,t) < (Ve R—(K,UK))(Ryjy(c) = Rypilc))-

Dale je evidentni, ze tato relace = je ekvivalence na mnoziné
R[z] x (R[z] — {0}). Timto zptsobem vznika faktorovd mnozina
R[z] x (R[z] —{0}) / ~. Pro libovolné polynomy f,g € R[z],
g # 0, budeme tiidu [(f, g)]~ této faktorové mnoziny znacit
kratce symbolem g a budeme mluvit o zlomku urceném dvojici

polynomi f,g.



Faktorovad mnozina R[z] X (R[z] —{0})/~ je tedy pii uve-
dené terminologii mnozinou vSech zlomk vytvorenych z poly-
nomi z R[z]|. Pfi uvedeném oznaceni pak ptivodni definice ekvi-
valence ~ vypada tak, ze pro libovolna f,g,s,t € R[z], g # 0,
t # 0, mame

f

S
S =- <— ft=sy.
g t

Kazdy zlomek g je ovSem mozno vyjadrit jednoznacné v nasle-
dujicim specidlnim, tzv. vykraceném tvaru:

Tvrzeni. Bud (R, +, ) nekonecné téleso. Pak pro libovolné
polynomy f,g € R[z], g # 0, existuji polynomy s,t € R[x],
t # 0, takové, ze (s,t) = 1, polynom t je normovany a plati

g = 7. Polynomy s, jsou pfitom urceny jednoznacné.

Dikaz. Necht a je vedouci koeficient polynomu g. Polozme
f'=a'f a ¢ =a!g. Pak polynom ¢’ je normovany a podle
predchozi formule zfejmé plati 5 = J;—:. Necht déle h = (f',¢').
Pak existuji polynomy s, t € R[z] takové, ze f' = h-s a ¢’ = h-t.
Potom znovu z formule predchézejici tomuto tvrzeni plyne, ze
£ = 7. Pfitom ¢t # 0 a t je nutné normovany polynom, jelikoz
g' 1 hjsou takové polynomy. Kromé toho (s,t) = 1, nebot kdyby
tomu tak nebylo, zjevné by neplatilo, ze (f',¢') = h.

Necht dale s,s',t,t' € R[z], t # 0, t' # 0 jsou takové poly-
nomy, ze (s,t) =1 a (s/,t') = 1, polynomy ¢,¢ jsou normované
a plati pro né 5 =71 5 = j—,' Pak ovSem 7 = j—,' Z formule
zminované vyse pak plyne, ze s-t' = §'-t. Ponévadz (s,t) = 1,
z této rovnosti na zakladé disledku Bezoutovy rovnosti z pred-
minulé kapitoly plyne, ze s|s" a t|t'. Ponévadz také (s',t') = 1,
podobné odtud plyne rovnéz, ze s'| s a t'| t. Ponévadz polynomy
t,t" jsou normované, znamend to, ze t = t', odkud vychéazi téz,
7zes=5s.



Déle je mozno na faktorové mnoziné R[z] x (R[z] —{0}) / ~
definovat binarni operace + a - nasledovné. Pro libovolna f, g,
u,v € Rlz], g # 0, v # 0, klademe

fouw_ fotgu o f u_ fu
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Je snadné ovérit, ze tyto definice jsou korektni v tom smyslu, ze
vysledny zlomek v zadné z obou operaci nezavisi na tom, kte-
rymi konkrétnimi dvojicemi polynomt jsme vychozi dva zlomky
reprezentovali. Kromé toho se pak rovnéz lehce ovéri, ze fak-
torovd mnozina R[z] x (R[z] —{0})/ ~, tedy mnoZina vsSech
vyse popsanych zlomki spolu s pravé definovanymi operacemi
+ a - tvori téleso. Mluvime o télese zlomku nad okruhem
(R[z], +, ). Nakonec se snadno nahlédne, ze zobrazeni prifazu-
jici kazdému polynomu h € R[z] zlomek % je prostym homomor-
fismem okruhu polynomt (R[z],+, ) do pravé popsaného télesa
zlomki nad timto okruhem. Je tedy mozno takto polynomy chéa-
pat jako specidlni typ zlomki.

Necht znovu f, g € R[z] jsou polynomy, g # 0. Rekneme, ze
zlomek 5 je ryzi, jestlize st(f) < st(g). Poznamenejme, ze ani
tato definice nezavisi na dané konkrétni reprezentci dotycného
zlomku, nebot jsou-li s,t € R[z], t # 0 takové polynomy, Ze
g = £, pak mame f-t = s-g, a tedy st(f) + st(t) = st(s) +st(g).
Takze st(f) < st(g) plati pravé tehdy, kdyz plati st(s) < st(t).

Tvrzeni. Bud (R, +, ) nekonecné téleso. Pak pro libovolné
polynomy f,g € R[z], g # 0, existuji polynomy h,u,v € R[z],
v # 0, takové, ze § = h + ¢, pficemz ¢ je ryzi zlomek. Pritom
polynom h i ryzi zlomek * jsou urCeny jednoznacné.

Dukaz. Podle véty o déleni polynomu se zbytkem existuji
polynomy h,u € R|z| takové, ze f = g-h+ u, pfi¢emz je splnéno

- f _ ghtu _ h | u %
st(u) < st(g). To znamend, Ze pak & = &= = 7 + 2, takZze
L—h+1% kde * je ryzf zlomek.



Necht déle h, W', u, v/, v v € Rlx ] # 0, v' # 0, jsou takové
polynomy, ze § =h+3 i L—py o pr1cemz oba zlomky * 1 Z_:

u
v

jsou ryzi. Pak tedy méame h + % =h'+ %, takze h —h' = ,

a tedy (h — h)vv' = v —uv'. Ponévads ale st(u) < st(v)

a st(u') < st(v'), plyne odtud, Ze st(u'-v — u-v') < st(v-v'). To

ovSem ukazuje, ze predchozi rovnost muze platit jenom tehdy,
o

je-li h = h’. To m4 pak za nasledek také rovnost ¥ = .

u
v

Tvrzeni. Bud (R, +, -) nekonecné téleso. Necht f, g, h € R[z],
g # 0, h # 0 jsou takové polynomy, ze (g,h) = 1 a th je ryzi
zlomek. Potom existuji polynomy u,v € R[z] takové, Ze plati
g%l = % + 1, pricemz oba zlomky % i 7 jsou ryzi. Navic tyto
polynomy wu, v jsou urceny jednoznacné.

Dikaz. Ponévadz (g, h) = 1, podle Bezoutovy rovnosti exis-
tuji polynomy s,t € R[x] takové, ze 1 = h-s + g-t. Pak ovSem
f=f1=fhs+ fgt, takie L = Lhotlot = [s 4 Lt Podle
predchoziho tvrzeni a jeho dukazu pak ale existuji polynomy
p,q,quR[]takové éeﬁ—p—l— ft—q—l—h, pricemz

% i 7 jsou ryzi zlomky. Takze dostavame f =p+q —|— + 7.
Ponevadz vSechny zlomky v této rovnosti JSOU ryzi, podobnou
argumentaci jako v zavéru predchoziho dikazu odtud odvodime,

ze nutné p 4+ ¢ = 0. Vychéazi tedy, ze f = —|— e
Necht dale u,u’, v, U € R[z] jsou takové polynomy, ée plati

g% =14 —|— gfh =14 —|— h', prlcemz vSechny zlomky “ L 7 “',z,’ll
jsou I‘yZl. Pak oviem o + ; = vy =, takze mame u- h +v-g =

u'-h+v'g, atedy (v—1')-g = (v — u)-h. Ponévadz (g,h) = 1,
podle disledku Bezoutovy rovnosti z predminulé kapitoly odtud
plyne, ze g |(u' —u) a h|(v—2v'). Protoze ale st(u' — u) < st(g)
a st(v —v') <st(h), je to mozné jenom tak, ze u =u" a v ="'

Necht p € R[z] je ireducibilni polynom, f € R[z] je nenulovy
polynom takovy, ze st(f) < st(p), a necht k je ptirozené ¢islo.
Polozme ¢g = p*. Pak o zlomku § rikame, Ze je to prosty zlomek.



Nyni jsme pripraveni formulovat nasledujici vétu o rozkladu
racionalnich lomenych funkci na parcidlni zlomky.

Véta. Bud (R, +,-) nekonecné téleso. Pak libovolny nenu-
lovy ryzi zlomek vytvofeny z polynomt z R[x] lze vyjadrit ve
tvaru souctu konec¢ného poctu prostych zlomka. Pritom toto vy-
jadreni je pro dany ryzi zlomek jediné.

Dutikaz. Méjme libovolny ryzi zlomek g, kde f,g € R[z] jsou
takové polynomy, ze f # 0, g # 0 a st(f) < st(g). Pak g je ne-
konstantni polynom. Ponévadz okruh polynomu (R[z], +,-) je
okruhem s jednoznacnym rozkladem, existuji konstanta a € R,
a # 0, prirozené cislo ¢, vzajemné rizné normované ireducibilni
polynomy pi,ps,...,p¢ z R[z] a pfirozend cisla kq, ko, ..., ke
takova, ze plati g = a-plfl-péc?- e -plZ‘. Polozme jesté f'=a='-f,
¢ = a !¢ a dodejme, Ze potom g = g—: a ¢ = p’fl-pgz- . -p’Z‘.
Poznamenejme jesté, ze pak pro kazdé i € {1,2,...,¢} je po-
lynom pf" nesoudélny se soucinem vsech zbyvajicich polynomi
mezi plfl, p?, ce plzl. Vzhledem k této okolnosti je mozno opa-
kovanou aplikaci predchoziho tvrzeni postupné najit polynomy
U, U, - . ., ug € Rlz] tak, ze plati

Lo v, e

g pll p2z p/
pricemz vSechny zlomky napravo v této rovnosti jsou ryzimi
zlomky. Ponévadz f # 0, existuje alespon jedno ¢ € {1,2,...,¢},
pro néz je u; # 0. Vezméme nyni libovolné ¢ € {1,2, ..., ¢} tako-
vé, ze u; # 0, a zkoumejme zlomek % Oznac¢me ho kvili jedno-

duchosti jako #. Je-li k =1, je to ji% prosty zlomek. Predpokla-
dejme tedy dale, ze £ > 1. Pak opakovanym délenim polynomi
se zbytkem postupné najdeme polynomy qi,qs, . .., qx_1 € R[z]

ary,ry,...,re_1 € Rlz] takové, ze plati:



u=pq +ry, st(r) <st(p),
@1 =Dpgo+ 1o, st(ry) < st(p),
@ =p-qz+r3, st(ry) <st(p),

Qk—2 = P-Q—1 + k-1, st(rr_1) <st(p).

Ponévadz st(u) < st(p¥), vychazi odtud postupné také, ze
st(q1) < st(pFl), st(qe) < st(p"?), st(gz) < st(p*3), ...,
st(qr—1) < st(p). Z predchozich rovnosti rovnéz dale plyne, ze
U =11+ pry+p’rs+---+p"2r_1 +p"Lqu_i. Pfitom u #£ 0.
To znamena, ze dostavame

pricemz vSechny ty zlomky uvedené vpravo v této rovnosti, které
jsou nenulové, jsou prostymi zlomky. Tento fakt spolu s predcho-
zim rozkladem ryziho zlomku 5 dokazuji existenci pozadovaného

vyjadreni zlomku g ve tvaru souctu nékolika prostych zlomki.
Jednoznacnost tohoto vyjadreni se dokaze argumenty podobny-
mi tém, které byly pouzity v diitkazech predchozich dvou tvrzeni.

Poznamky. Pred rozkladem daného ryziho zlomku g na
soucet prostych zlomkid je rozumné vyjadrit tento zlomek ve
vykraceném tvaru podle prvniho tvrzeni této kapitoly.

Pozadujeme-li, aby zde prosté zlomky byly vyjadieny v ta-
kovém tvaru, ktery byl dan v jejich definici, a chceme-li navic,
aby pritom ireducibilni polynomy v téchto tvarech byly normo-
vané, pak dostavame jednoznacnost rozkladu ryziho zlomku §
na soucet prostych zlomki netoliko, pokud jde o vlastni prosté
zlomky v tomto rozkladu obsazené, ale dokonce, pokud se tyce
samotnych polynomu pouzitych ve vyjadienich téchto zlomk.



